Konstruktion der reellen Zahlen
Vortrag zum Proseminar zur Analysis, 24.10.2012

Adrian Hauffe-Waschbtusch

In diesem Vortrag werden die reellen Zahlen aus rationalen CAUCHY-Folgen konstruiert.
Dies dient zur Vorbereitung der spateren Vortrage, in denen aus reellen Folgen die hyper-
reellen Zahlen konstruiert werden. Durch die reellen Zahlen wird das Problem behoben,
dass rationale CAUCHY-Folgen unter Umstanden in Q nicht konvergieren. Betrachte da-
zu zum Beispiel die Folgel (ap)neN @ a1 = 2 und ap4q1 = %tz fir n € IN. Diese ist
monoton fallend und beschrinkt, aber fiir einen méglichen Grenzwert a gilt a® = 2, also
a ¢ Q.

Dieser Vortrag wurde auf Grundlage folgender Werke verfasst:

Plesken, W.: Mathematische Grundlagen Vorlesung WS 2011/12

Krieg, A.: Zahlbereichserweiterungen

§ 1 Der Korper der reellen Zahlen

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Konstruktion des Korpers der reellen Zahlen als
Quotientenring der rationalen CAUCHY-Folgen.

— Der Ring der rationalen Cauchy-Folgen —

(1.1) Definition (Rationale Cauchy-Folgen)
Eine rationale Folge (ay)nen € QN heiBt CAUCHY-Folge, wenn zu jedem ¢ € Q,e > 0
ein N € N existiert, sodass |a,, — a,| < ¢ fir alle m >n > N. o

(1.2) Definition (Nullfolge)
Sei (an)nen € QN. Wir bezeichnen (ay)ren als Nullfolge, falls zu jedem ¢ € Q,e > 0
ein N € IN existiert, sodass |a,| < ¢ fiir alle n > N. o

Wir bezeichnen mit F die Menge der rationalen CAUCHY-Folgen und mit Fy die Menge
der Nullfolgen.
Die Begriffe aus (1.1) und (1.2) fithren uns zu folgenden Aussagen.

(1.3) Lemma
Jede CAUCHY-Folge ist beschrankt. Das heiit zu (a,)pen € F existiert ein 0 < .S € Q
mit |ay| < S fiir alle n € IN. o
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Beweis
Sei (an)nen € F. Dann existiert zu ¢ = 1 ein N € N mit |a,, —ay41] < e fir alle
m > N. Nach der 2. Dreiecksungleichung ist |am,| — |an+1| < |am — an+1| und somit

lam| < |am —an+1| + lan+1] < e+ lant1] =1+ |an41| fur alle m > N.
Daraus folgt, dass |an,| < max{|a1|,|az|,...,|an]|,|ans1|+ 1} =: S fir alle m € N. O

(1.4) Satz
Die Menge der CAucHY-Folgen F bildet einen kommutativen Ring mit 1 mit der kom-
ponentenweisen Addition und Multiplikation:

(an)ne]N + (bn)ne]N = (an + bn)ne]N
(an)nG]N : (bn)nelN = (anbn)nG]N o

Beweis

Die rationalen Folgen QN bilden einen kommutativen Ring mit 1 beziiglich der kom-
ponentenweise Addition und Multiplikation, dabei ist das Nullelement (0),cn und das
Einselement (1),eN-

Es ist also ausreichend zu zeigen, dass F ein Teilring ist, also dass die neutralen Elemen-
te von QN auch in F liegen und Summe und Produkt zweier CAUCHY-Folgen wieder
CAucHY-Folgen sind, auflerdem miissen die additiv Inversen in F liegen.

Die neutralen Elemente (0),enN, (1)nen sind als konstante Folgen CAUCHY-Folgen.

Seien (an)neN; (bn)neN € F und € € Q.
Dann existiert ein N € IN, sodass

|am — an| <%und |6, — bn| <gff1r allem >n > N.

Mit der Dreiecksungleichung folgt dann fiir m >n > N
|(am + bm) — (an +bp)| < |am — an| + |bm — bn| < e.

Nach Lemma (1.3) existiert ein S € Q¢ mit |ay| < S und |b,| < S fir alle n € IN. Sei
nun N € IN so gewahlt, dass
€

28

lam — an| < und \bm—bnl<%fﬁrallem>n>N.

Somit gilt fir m >n > N

[(@mbm) = (anbn)| = lam(bm — bp) + bn(am — an)|

< Nam| [bm = bn| + [bn] lam — an|

< Sogt S5 =c¢

Somit sind sowohl (a, 4 by )neN, als auch (anby)pen wieder CAUCHY-Folgen.
Das additiv Inverse zu (an)peN i8St —(an)neN = (—an)neN-

Da stets gilt [(—am) — (—an)| = |am — anl, ist auch (—a,)pen eine CAUCHY-Folge. [
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(1.5) Lemma
Jede Nullfolge ist eine CAUCHY-Folge, also Fy C F. o

Beweis
Sei (an)nen € Fo und € € Qg. Dann existiert nach Definition ein N € IN mit |ay| < §
fir alle £ > N. Dann gilt:

e €
|am—an|§|am|+|an|<§+§:5fﬁrallem>n>N.

]
(1.6) Lemma
Die Nullfolgen Fy sind abgeschlossen unter der Addition. o
Beweis

Seien (an)neN, (bn)neN € Fo und € € Qg. Dann existiert ein N € IN mit |a,| < § und
bn| < § fiir alle n > N. Dann ist |ay, + by| < |ap| + [by| < 5+ 5 =€ fir allen > N. O

(1.7) Lemma

Sei (an)neN € F eine CAUCHY-Folge, aber keine Nullfolge. Dann existiert ein s € Qg
und ein N € N mit a,, > s oder a,, < —s fur alle n > N. o
Beweis

Da (ap)nen keine Nullfolge ist, existiert ein ¢ € Qsg und zu jedem N € IN ein
n = n(e,N) > N, sodass |a,| > e. Dartiber hinaus ist (ap)nenN eine CAUCHY-Folge,
also gibt es zu diesem ¢ ein N’ € N mit |a,, — a,| < e fiir alle m >n > N'.

Setze nun ng = n(e, N') > N’. Nun gilt fir alle m > ng:

| | < ! 1 ! < < !
U — @ —e, also —-e<ay—a —c
m 0 45 4 m no 4
und somit
Gng — 15 < am < ap, + Ze.
Setze s := |an,| — 3e(> 3¢). Fiir ap, > 0 erhilt man durch Benutzung der linken
Ungleichung ay,, > an, — ia = |an,| — ie = s, im Fall ap, < 0 benutzt man die rechte
Ungleichung und erhalt a,, < an, + ia = — |an,| + ié‘ = —s fur alle m > ng. O
— Definition der reellen Zahlen —

(1.8) Definition (Reelle Zahlen)
Die Menge R der reellen Zahlen ist definiert durch

R:=F/Fo:= {(an)nelN + Fo; (an)ne]N € F}. o
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(1.9) Lemma
Die reellen Zahlen R sind ein kommutativer Ring mit 1.
Fir (an)neN, (bn)neN € F definiert man die Verkniipfungen:

((an)neN + Fo) + ((bn)nen + Fo) := ((an)neN + (bn)nen) + Fo = (an + bn)nen + Fo,
((an)nelN + -7:0) ) ((bn)nelN + -7:0) = ((an)neN ’ (bn)nGN) + Fo = (anbn)nEN + Fo.

Neutrale Elemente:
0:= (O)ne]N + fO
1:= (1)pneN + Fo o

Beweis

Zunéchst muss die Vertreterunabhéngigkeit der Verkniipfungen gezeigt werden.

Seien a = (an)neN, @ = (a))neN,b = (bp)neN,V := (U),)nen € F fir die gilt
a+Fo=d+Found b+ Fy = b + Fy, es gilt also a = @’ +cund b = b + ¢ fiir
¢, € Fy geeignet.

Damit die Addition wohldefiniert ist, muss gelten (a + b) + Fo = (a’ + V') + Fop, also
((a+b)—(d+V)) =c+ € Fp, dies ist durch Lemma (1.6) erfiillt.

Fir die Wohldefiniertheit der Multiplikation muss gezeigt werden, dass (ab—a't’) € Fy.
Sei e € Q~¢. Da a und ¥/ CaucHy-Folgen sind, existiert nach Lemma (1.3) ein S € Qx,
sodass |a,| < Sund |b),| < S firallen € N. Ausa+ Fyp = d + Found b+ Fo = b + Fy
folgt, dass (a —a’), (b —b') € Fo, es existiert also ein N € IN mit |a, —a},| < 55 und
b, — b,| < 55 fiir alle n > N. Daher gilt

’anbn — a%bﬁl‘ = ‘an(bn =) = bl (a, — an)‘
< ol b4+ 1 e

€ € ..
<Sﬁ+5ﬁ =c¢ fir allen > N.
Es gilt ((an)nen + F0) + ((0)nen + Fo) = (an + 0)new + Fo = (an)nen + Fo-
Ebenso wie ((an)neN + F0) - ((1)nen + Fo) = (an - )pen + Fo = (an)nen + Fo.
Die restlichen Ringeigenschaften werden von F vererbt, da die Verkniipfungen auf die
Verkniipfungen in F zuriickgefiihrt werden. U

(1.10) Satz
Der Ring R ist bereits ein Korper.
Fiir a = (an)nen + Fo € R gilt

_ 1 ap,=0
a 1 = (a;l)neN —|— FO’ a,,/n = { afl a’ﬂ 7& O
n n . &
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Beweis

Da R nach Lemma (1.9) ein kommutativer Ring mit 1 ist, ist noch zu zeigen, dass das
angegebene Element ein multiplikatives Inverses in R ist. Sei (ap)nen + Fo 7 0 und
somit (an)neN € F keine Nullfolge. Dann existiert nach Lemma (1.7) ein ng € IN und
ein s € Q=g mit |a,| > s fiir alle n > ng, also insbesondere a,, # 0 fiir alle n > ng.

Sei e € Qxg. Da (an)nen eine CAUCHY-Folge ist, gibt es ein N’ € IN mit |a,, — a,| < s%¢
fir alle m > n > N’. Somit gilt fiir alle m > n > N := max{ng, N'}

1 1

am  Qn

/ /
@ =i

— 1 1
an am’ | — an| < —2528 =g,
| S

aman | |am| |an

also ist (a,)neN eine CAUCHY-Folge.
Es folgt (anal,)neN + Fo = (1)nen + Fo, da apa;, = 1 fir alle n > ny.
Seien a,a’,b € R mit aa’ = 1 = ab, dann gilt da R ein kommutativer Ring ist

b=b-1=0b-(ad") = (ba)-da = (ab)-ad' =1-d' =d".

Somit besitzt jedes Element von R, auler dem Nullelement, ein eindeutiges multiplikativ
Inverses. (]

(1.11) Proposition
a) Durch
((an)nelN + -FO) < ((bn)nelN + .;E()) =

Es gibt ein s € Q,s > 0 und ein N € N mit a,, + s < b, fiur alle n > N.

wird eine Anordnung auf R definiert.

Fiir a, b, c € R gilt:
l)a<b=a+c<b+c
2) a<byec>0=ac<bc
3) a>0=a"1>0.

b) Diese Definition lasst sich zu einer Totalordnung erweitern durch
a<b:s (a<bodera=0»)
Beweis

Es ist zu zeigen, dass die Definition vertreterunabhéngig ist und die Relation eine To-
talordnung ist, also jede zwei Elemente vergleichbar sind und die Relation transitiv ist.
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a)

Seien ((an)nelN + -FO) = ((agz)nEIN + -FO) und ((bn)nélN + IO) = ((b%)nelN + fO)
und s € Qsg, N € N mit a, +s < b, fir alle n > N. Es existiert wegen der
Gleichheit ein N € IN mit |a,, —ay,| < § und |b, — by, < § fiir alle n > N’. Nun gilt

, S 2s s
a, +-<ap+— <b,— <

3 3 5 < b, fiir alle n > max{N, N'}.

Also ist (a;l)ne]N + Fo < (b%)nEN + Fo.

Seien a = ((an)neN + F0), b = ((bn)neN + Fo), ¢ = ((¢n)nen + Fo) € Rmit a < b
und b < ¢ dann existieren s,s’ > 0 und ein N € IN, fir die gilt a, + s < b, und
b, + s’ < ¢, fir alle n > N. Fiir alle n > N gilt nun

an+s+s <b,+s <cp.

Da s+ s’ > 0 ist, folgt a < c.
Seien a := (an)neN + F0,0 := (bn)neN + Fo, ¢ := (cn)nen + Fo € R

1) Sei a < b, dann existiert ein s € Qs und ein N € IN, sodass a,, + s < by, fiir alle
n > N, also auch a,, + ¢, +s < b, + ¢, fir alle n > N. Daraus folgt a + ¢ < b+ c.

2) Seia < bund ¢ > 0, dann existiert ein s € Qs und ein N € IN, sodass a,, + s < by,
fur alle n > N. Da ¢ > 0 ist, existiert nach Lemma (1.7) ein s’ € Q¢ und ein
N’ € N mit ¢, > s fiir alle n > N’. Somit ist

anCn + 85 < apcp + scp = (an + 8)cp < byey fiir alle n > max{N, N'}.

Da ss’ > 0 ist, gilt ac < bc.

3) Sei a > 0. Angenommen ¢~ < 0. Dann ist nach 2) 1 = a"'a < 0-a = 0. Dies ist
nach der Definition von < falsch. Somit kann nur gelten a=! > 0.

Fir (an)neN + Fo Z (bn)neN + Fo ist (an — by )nen keine Nullfolge, also existieren
nach Lemma (1.7) s € Qsg und N € N mit a, — b, > s oder a,, — b, < —s fir alle
n> N.

Im Fall a, — b, > s ist b, +s < a, fur alle n > N und damit nach Definition
((an)neN + Fo) > ((bn)nen + Fo)-

Im Fall a,, — b, < —s ist a, + s < b, fiir alle n > N und damit nach Definition
((@n)nEIN + ]:O) < ((bn)neIN + JrO)'

Also sind alle Elemente vergleichbar.

Somit ist die Relation eine Totalordnung und wohldefiniert. L]
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(1.12) Bemerkung
Der folgende Versuch einer Ordnung scheitert dagegen.

((an)neN + Fo) < ((bp)neN + Fo) 1< apn < by, fir fast alle n

Zum Beispiel gilt fir a := (0),eN + Fo,b := (%)nelN + Fo,c = (—%)nelN + Fo, dass
¢ < a < b ist nach dieser Definition, also 0 < 0 < 0 womit die Vertreterunabhéangigkeit
verletzt ist. o

Mit der Anordnung lasst sich der Absolutbetrag auf R definieren.

(1.13) Definition
Fir x € R setzen wir

Das bedeutet |(an)neN + Fo| = (Jan|,epny) + Fo- Dies ist wohldefiniert, da nach 2. Drei-
ecksungleichung gilt ||am| — |an]| < |am — an| und somit mit (ap)nen auch (Jay|)peN
eine CAUCHY-Folge ist. o

Nun betten wir Q kanonisch in R ein.

(1.14) Lemma
Die Abbildung
P:Q—->R:x— (2)peN + Fo

ist ein injektiver Kérperhomomorphismus, welcher die Anordnung erhalt. o

Beweis

Es miissen zunachst die FEigenschaften eines Ringhomomorphismus gezeigt werden.

Es gilt ®(0) = (0)pen + Fo = 0 und (1) = (1),en + Fo = 1, also werden neutrale
Elemente erhalten.

Seien p, q € Q, dann ist

D (p) +D(q) = ((P)neN + Fo) + (O)nen + Fo) = (0 + @nen + Fo = @(p+q)
D(p) - ®(q) = ((P)neN + Fo) - ((¢)nen + Fo) = (P@)nen + Fo = P(pq).

Somit ist @ ein Ringhomomorphismus.
Nun ist noch zu zeigen, dass die Anordnung erhalten bleibt.
Sei nun p < ¢, dann ist s := % € Q-0 und p+ s < ¢, also

@ (p) = (p)neN + Fo < (@)nen + Fo = ®(q). -
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(1.15) Lemma
a) Die Abbildung aus Lemma (1.14) ist der einzige Ringhomomorphismus Q — R.

b) Es gibt keinen Ringhomomorphismus R — Q. o

Beweis

a) Sei ® : Q — R ein Ringhomomorphismus. Dann gilt ®(1) = 1 = (1),en + Fo-
Da ®(1) = 1 ist, ist durch das Bild der 1 induktiv das Bild von IN das Kanoni-
sche. Da Ringhomomorphismen additiv Inverse erhalten, ist damit auch das Bild von
Z. das Kanonische. Da zusétzlich die Struktur der 1 erhalten wurde, werden auch
multiplikative Inverse erhalten, da fiir ¢ € Q0 gilt

1=0(1) =@(qq ") = @(q) - @(¢7') = P(a) ' = P(¢7)
und dadurch ist das Bild von allen Elementen von Q als das Kanonische festgelegt.

b) Sei ¥ : R — Q ein Ringhomomorphismus. Da Q in R eingebettet ist, muss analog
zu a) das Bild von allen so eingebetteten Elementen von Q das Kanonische sein.
Insbesondere ist ¥((2),en + Fo) = 2. Es existiert, wie wir in Analysis I gesehen
haben, ein z € R mit 22 = (2),,en + Fo. Somit ist

2 =Y((2)nen + Fo) = ¥(2*) = ¥(2)%,

also gibt es ein ¢ := ¥(r) € Q mit ¢* = 2, ein solches ¢ existiert aber in Q nicht.
Hiermit kann es keinen Ringhomomorphismus R — Q geben. U

§ 2 Vollstandigkeit

Wie in Lemma (1.15) gezeigt ist R eine Kérpererweiterung von Q. Der néchste Abschnitt
befasst sich mit den besonderen Eigenschaften von IR. Da wir Q in IR eingebettet haben,

konnen wir nun Elmente aus Q auch als Elemente von R auffassen und so Elemente von
Q und R verkniipfen.

(2.1) Satz
Die rationalen Zahlen liegen dicht in R das heifit, zu jedem z,y € R,z < y existiert ein
q € Q mit

r<q<uy.
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Beweis

Da ((#n)neN + Fo) = 2 <y = ((yn)nen + Fo) existiert nach Satz (1.11) ein s € Q=g
und ein N € IN mit x, + s <y, fir alle n > N. Weil (2,)neN; (Yn)nen CAUCHY-Folgen
sind, existiert ein N' € IN mit |z, — 2| < § und |y, —yn| < § fir alle m > n > N’
Setzte M := max{N, N’} +1 und q := xp; + 5. Dann gilt fir alle n > M:

. s s
Ty —xpr < |zn — x| < undsomltxn+1<xM—|—§:q, also r < ¢,

IS

, 5
und somit ypr — — < yp.

UM — Yn < lym —unl| < 1

Mit xpr + s < ypr folgt dann

+ i + o3 < < 1 <

- = — — = n, also .

q 4 Tpm 4 Ym 4 Y q Yy ]
Mit diesem Satz kann die GAUSS-Klammer auf R fortgesetzt werden.

(2.2) Korollar
Zu jedem z € R existiert genau ein

a=[z]€eZmita<z<a+l

Beweis

Es existiert ein y € Q mit z — 1 < y < z nach Satz (2.1). Sei ¢ = [y] € Z. Wegen
g<y<qg+lyistg<ar<qg+2.ImFallg<az<qg+1lsetze [z] =¢ Gilt ¢g+1<z<
q+2, so setze [z] =g+ 1.

Seien r,s € Zmitr <z <r+1und s <z < s+ 1. Dann ist

r—(s+l)<z—z=0<(r+1)—s

und somit
—1<s—r<lmits—re, alsos—r =0,

woraus die Eindeutigkeit der GAUss-Klammer folgt. ]

(2.3) Definition (Archimedisch angeordneter Korper)
Ein angordneter Korper K heif3t archimedisch angeordnet, wenn zu jedem z,y € K, mit

x>y > 0ein n € N existiert mit ny > x. o
(2.4) Satz
Der Korper R ist archimedisch angeordnet. o
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Beweis

Seien z,y € R, x >y > 0, sei z := £, also z > 0 nach Proposition (1.11). Dann liefert
Korollar (2.2) z < [z] +1 > 1. Setze n := [z] +1 € N.

Daraus folgt mit Proposition (1.11)

X
n>z===ny>uz.
Y

O
Aus der Dichtheitseigenschaft folgt sofort das
(2.5) Korollar
Jede rationale CAUCHY-Folge ist auch eine reelle CAUCHY-Folge. o

Beweis

Sei (an)nenN eine rationale CAUCHY-Folge und ¢ € R, e > 0. Mit Satz (2.1) existiert ein
d € Qmit 0 < <e. Da (an)neN eine rationale CAUCHY-Folge ist, existiert ein N € IN
mit |ay, —ap| <6 < e fir alle m >n > N. O

(2.6) Definition
Eine reelle Folge (ap)neN € RN heiBt konvergent gegen ¢ € R, genau dann wenn zu
jedem ¢ € Ry ein NV € IN existiert mit

la — a,| < € fir alle n > N.

Nun haben wir alle Mittel, um die Vollstandigkeit von R zu zeigen.

(2.7) Satz
a) Jede CAUCHY-Folge in R konvergiert, also ist R vollsténdig.

b) Zu jedem z € R existiert eine Folge (an)nen in Q, die als reelle Folge gegen x
konvergiert, also ist R die Vervollstdndigung zu Q. o

Hinweis zum Beweis: Wenn ein Element x € Q mithilfe der Einbettung als Element aus
R aufgefasst wird, aber trotzdem wichtig ist, dass dieses Element aus Q ist, wird dieses
durch xR gekennzeichnet.

Beweis

a) Sei (an)nen eine CAUCHY-Folge in R.
Wihle dazu mit Hilfe von Satz (2.1) (zp)nen € QN mit |a, — z,r| < L fiir alle
n € IN. Sei ¢ € Q~g. Dann existiert ein 6 € R mit 0 < § < eg und dazu mit Hilfe

10
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von Satz (2.4) ein N € N so, dass N > 3 und da (a,),en eine CAUCHY-Folge ist
|am — an| < 3 fiir alle m > n > N. Dann ist (zn)nen € F, da

‘xm - xn|]R < ’mmlR - am‘ + |am - an‘ + |an - l'an|

1 o 1 2 0
<—+-F+-—-<—=4+=<d<epr furallem >n> N.
m 2 n N 2

Sei nun 8 := (2p)neN + Fo € R und § € R+ beliebig, N wie oben definiert.
Es gilt |z, — 2p|g < 0 fur alle m > n > N und somit

18— znr| = (JZm — Zn])meN + Fo < (@) meN + Fo

fiir ein ¢ € Q mit § < qr < 29.
Nun ist fur alle n > N

1
18 —an| < |8 —xnr| + |Tnr — anl <25+ﬁ<35'

Also konvergiert (ap)neN gegen 3.

Sei b = (bp)nen +Fo € R und ¢ € Rsg. Da (b,r)nen eine CAUCHY-Folge ist,
existiert ein N € IN mit |b,,r — byr| < § filr alle m > n > N. Wie im Beweis von a)
gesehen, ist dann

|b—bpr| = (|bm — bn|)men + Fo < € fir alle n > N.

Also konvergiert (b, )nenN als reelle Folge gegen b. o
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