Grofse Mengen und Ultrafilter

Vortrag zum Seminar zur Analysis, 31.10.2012

Marcel Marnitz

In diesem Vortrag wird das Konzept mathematischer Filter eingefiihrt. Sie werden
in spéteren Vortragen zur Konstruktion der hyperreellen Zahlen gebraucht.

§1 Grofse Mengen

Zundchst beschiftigen wir uns aber mit groflen Mengen. Auf sie kommen wir in
spateren Vortrdagen zurtick.

— Unendlich kleine Zahlen —

Cauchy gilt als ein Pionier der Prédzision, welche charakteristisch fiir die heutige
Mathematik ist. Seine Auffassung von unendlich kleinen Zahlen als verdnderliche
Grofle war:

Wenn der Wert einer Zahl immer kleiner wird, sodass sie kleiner als jede andere
Zahl wird, heifit sie unendlich klein. Man sagt, dass eine Zahl unendlich klein
wird, falls ihr Wert kleiner wird und schliefSlich gegen Null konvergiert.

Auch heute noch findet man in Textbtichern, dass die Folge

Iimr,=0
n—oo
unendlich klein wird und

lim r,, = o0
n—oo

einen unendlich grofien Wert annimmt. Kénnen wir also ein Zahlensystem konstru-
ieren, in dem Folgen unendlich kleine und grofie Zahlen sind?

Nach Cauchy sind die Folgen
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unendlich klein. Wiirde man die Folgen als unendlich kleine Zahl auffassen, sollten
wir vielleicht die zweite als halb so grofs wie die erste ansehen, weil sie doppelt so
schnell wie die erste konvergiert. Ahnlich repréasentieren die Folgen

1,2,3,4,..
2,4,6,8, ...

unendlich grofle Werte. Die zweite ist wohl grofier als die erste, weil sie doppelt so
schnell gegen co konvergiert als die erste. Andererseits reprasentieren die Folgen

1,2,3,4, ..
2,2,3,4,..

den gleichen unendlichen Wert.

Diese Vorstellungen sind sehr praktisch, weil sie dazu anregen, unendlich kleine
und grofse Zahlen als Maf} von Konvergenzgeschwindigkeit zu nutzen.

Bei der Konstruktion der reellen Zahlen aus Cauchy-Folgen haben wir Nullfolgen
mit der Null identifiziert, wiahrend divergierende Folgen keine Rolle spielen. Wir
benétigen also eine andere Art von Aquivalenzrelation als die von Cantor bei der
Konstruktion von R aus Q genutzte.

— GrofSe Mengen —
Seien

r=(ry,r2,...),
s = (s1,52,...)

beliebige reelle Folgen. Wir sagen, dass die Folgen r und s gleich sind, falls sie sich
bis auf endlich viele Eintrdge unterscheiden, das heifst falls

Es={n|r, =s,}

grof8 ist. Was auch immer groff bedeuten mag, so sollen groffe Mengen folgende Ei-
genschaften haben:

(E1) N ist grofs, da jede Folge gleich sich selbst ist.
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(E2) Gleichheit ist eine transitive Eigenschaft, das bedeutet falls E,s und Es grofs
sind, ist auch E;; grofs. E,s N Es; C E;¢ deutet auf folgende Eigenschaft hin:

Falls A und B grof§ sind und AN B C C gilt, dann ist auch C grof.

(E3) Die leere Menge () ist nicht grof, da sonst alle Teilmengen von IN grof§ wéren,
was impliziert, dass alle Folgen gleich sind.

Punkt (E2) mag zwar zunédchst einschriankend sein, aber es gibt Situationen, in de-
nen alle drei Voraussetzungen erfiillt sind. Beispielsweise wenn A C IN als grof3
bezeichnet wird, wenn es cofinit ist, das heifst A enthélt fast alle Elemente von IN.
Das mag zwar eine mogliche Vorstellung von grofsen Mengen sein, ist aber nicht
ganz auf unsere Bediirfnisse ausgerichtet.

Da das Zahlensystem, was wir erzeugen wollen, linear angeordnet sein soll, sagen
wir, dass eine Folge r kleiner als s ist, falls

Ll’S — {n|rn <Sn}

grofs ist.

Betrachten wir hingegen
r=(1,0,1,0,1,0,...),

s =1(0,1,0,1,0,1,...),

so ist E;s = 0. L;s = {2,4,6,8,...}, also die Menge der geraden Zahlen, ist das Kom-
plement von Lg, = {1,3,5,7,...}, insbesondere sind beide Mengen unendlich und
keine der beiden ist cofinit. Daher benétigt unsere Definition von grofien Mengen
eine weitere Bedingung;:

(E4) Fir jede Teilmenge A C IN ist entweder A oder IN — A grofs.

Die anderen Voraussetzungen implizieren, dass A und IN — A nicht beide grof$ sein
konnen, da sonst AN (IN — A) = () (betrachte Punkt (E3)) grof8 wire. Das bedeutet,
dass grofle Mengen das Komplement nicht grofSer Mengen sind.
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§2 Filter

Im Folgenden mochten wir uns mit Filtern beschéftigen.

(2.1) Definition
Sei I eine nicht leere Menge. Dann ist die Potenzmenge von I definiert durch

Pot(I):={A|AC I}

Ein Filter ist eine nicht leere Teilmenge F C Pot(I), welche folgende Axiome erfiillt:
(F1) Durchschnitt zweier Elemente im Filter: A, B € F — ANB e F
(F2) AusAec Fund ACBCIfolgtB e F

Um zu zeigen, dass B € F, reicht es zu zeigen, dass
Al m oo m An g B

fur ein n und ein Ay, ..., A, € F gilt.

Ein Filter F enthilt die leere Menge () genau dann, wenn F = Pot(I). F heifit ein
echter Filter, falls () ¢ F.

Ein Ultrafilter ist ein echter Filter, der zudem folgende Eigenschaft erfiillt:
(UF) Fir jede Teilmenge A C I ist entweder A € F oder A® € F, wobei A° =1 — A.

(2.2) Beispiele
a) Seii € I, dannist 7' = {A C I|i € A} der von i erzeugte Hauptfilter. Dieser ist
zudem ein Ultrafilter.

(F1) Seien A,B € F,dasheiSt Ac {M CI|iec M}und Be {N CI|ie N}.
Bildet man nun A N B, so ist i offensichtlich in dieser Menge enthalten. Also
gilt ANB € Fi.

(F2) Sei A € F, das heifit i € A. Weiterhin gelte A C B, insbesondere ist dann
i € B. Daraus folgt die Behauptung.

(UF) Dai ¢ (), ist ) ¢ F', das heiit F' ist ein echter Filter. Fiir jede Teilmenge
A C I gilt entweder i € A oder i € A°. Daraus folgt die Behauptung.

b) F° ={A CTI|I— Aistendlich} heifdt Fréchet-Filter. Er ist kein Ultrafilter.
(F1) Seien A,B € F*°, das heifit | — A| < oo und |I — B| < o0. Es gilt: |[I — (AN
B)| = [(ANB)| "= | ACUB| < 0o = ANB e F.
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(F2) Sei A € F°, das heifit | — A] < oo, und A C B. Aus A C B folgt B¢ C A€
und da |A°| < oo, gilt das auch fiir B¢. Daraus folgt die Behauptung, da
|B| < oo. Somit gilt B € F°.

Zeige nun, dass F° kein Ultrafilter ist:

Sei |I| = oo, dann existiert eine injektive Abzdhlfunktion f : N — I mit G =
f(2IN) sowie U = f(2N +1). Es gilt U,G € Pot(I). Insbesondere ist G = U
unendlich, da U aufgrund der Injektivitdt von f unendlich ist. Ebenso ist G wegen
der Injektivitat unendlich. F ist also kein Ultrafilter, da weder G noch G® in F
liegen, da beide unendlich sind.

¢) Fiir § # H C Pot(I) heifit
FH={ACI|ADBN..NB,fireinn € Nund B; € H}

der von H erzeugte Filter. Er ist der kleinste Filter, der H enthalt.

(F1) Seien A,B € F*, das heiflt Im,n € N und Cq, ...,Cp, D1, ..., D, € H sodass
CGiN..NCy, CAund D;N..N D, CB.

=CnNn.NnC,NnDiN..ND, CTANB
= dk:=m+ n und El/---/Ek(Elzcleerl:Dl) eH:EtN.NE,CANB
= ANBe Ft

(F2) Sei A € F"und B C I, das heift 3n € Nund Cy,...,C, € H:CiN..NC, C
A C B. Also ist auch B € F*X.

Bleibt noch zu zeigen, dass F M der Kkleinste Filter ist, der H enthilt.

Beweis

Sei G C Pot(I) ein Filter mit X C G und A € FM das heiflt 3n € N und
Di,...D,eH:DiN..ND, CA.

(F1)

F1
= Dlﬂ...mDneg

(ii) Acg
Insgesamt ist also F HcCg.

Als néchstes zeigen wir, dass fiir jeden Filter F* C Pot(I) gilt, dass F* = F*,
wobei F* folgende Eigenschaften hat:
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(i) H C F*
(ii) Ist G ein Filter mit H C G, so ist bereits F* C G.
,C”: Polgt aus Eigenschaft (ii): Setze G = F H,

D" Sei A € F", dann folgt 3n € N und Dy, .., D, € H: D1N..N Dy C A. Mit
H C F* und (F1) folgt, dass A € F*. O

(2.3) Korollar (Eigenschaften von Filtern)
(I) Sei F ein Filter. Fur A, B C Pot(I) gilt:

ANBe F& A Be F

Beweis
,<=": Folgt aus den Axiomen (F1).

,="1 Esgilt ANB C Aund ANB C B. Nach Voraussetzung ist AN B € F und
mit (F2) folgt A € F und B € F. O

(I) Falls F C Pot(I) die Filtereigenschaft (F2) erfiillt, gilt F # ) < I € F. Insbe-
sondere gilt {I} C F fiir jeden Filter F.

Beweis
,<="": trivial

,=" Ist F # 0, so gibt es ein A € F mit A € Pot(I), das heist A C [. Da A
bereits im Filter enthalten ist, ist auch I € F nach (F2). (]

(IlT) Ein Ultrafilter F hat folgende Eigenschaften fiir A, B C Pot(I):

() ANBe F& A€ FABeF
(2Q)AUBe F& A€ FVBe F
B)Ae F < A¢F
Beweis
(1) folgt aus (I)

)
,&"1 Sei A € Foder Bec F,daAC AU B beziehungsweise B C AU B gilt,
folgt mit (F2), dass AUB € F.
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,=": Beweis durch Konraposition:

~(Ae FVBeEF)
== A¢FANB¢&F

@ A°c FAB e F

% A°NB‘ e F

D& (AUB)f e F
Morgan

Y (AUB) ¢ F

(3) folgt aus (UF) (]

(IV) Sei F ein Ultrafilter und {A;, ..., A, } eine endliche Sammlung von paarweise
disjunkten (A; N A; = () Mengen, so dass

AlU...UAnG.F.

Dann gilt A; € F fiir genau ein i mit 1 <i < n.

Beweis

Da AjU..UA, = (A1U...UA,_1)U A, gilt nach (III)(2), dass (A1 U...U
Ay_1) € F oder A, € F. Da die Mengen paarweise disjunkt sind, ist ausge-
schlossen, dass sowohl (A1 U...UA,_1) € F als auch A, € F gilt (A1 U..U
A1) NA, =0¢& F). Falls A, € F, setze i = n und es folgt die Behauptung.
Sonst priife weiter fiir A; U...U A, _;. O

(V) Eine Teilmenge H C Pot(I) hat die endliche Durchschnitts-Eigenschaft (fip),
wenn der Durchschnitt jeder nicht-leeren endlichen Untermenge von H nicht
leer ist, das heifst

BiN..NB, #0

tiir jedes n € IN und alle By, ..., B, € H.

Der Filter F ist echt genau dann, wenn H die endliche Durchschnitts-Eigenschaft
hat.
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Beweis

FM ist echt
s0¢gFr={ACI|IneNund Bje H:B N..NB, C A}
< Vnund B, € H:—~(ByN..NB, C0)
&Vnund B, € H:BiN..NB, #0
< H hat die endliche Durchschnitts-Eigenschaft. 0

(VI) Falls ein Ultrafilter F eine endliche Menge enthdlt, enthilt er eine einelemen-
tige Menge (i) und ist ein Hauptfilter (ii). Das bedeutet auch, dass jeder Nicht-
Hauptfilter alle cofiniten Mengen enthalt.

Beweis (i)

Seia € Amit A € F und |A| < oo, dann gilt {a} € F oder {a}° € F (F ist
Ultrafilter). Fiir den ersten Fall sind wir fertig. Fiir den zweiten Fall betrachten
wir A" = {a}* N A mit [{a}° N A| < |A| und fangen wieder von vorne an. [J

Zeige nun den zweiten Teil:

Beweis (ii)
Zu zeigen: Ji € [ : F = F'

b= )
, 2" In (i) haben wir gezeigt, dass ein i existiert mit {i} € F (:2; F DO F.

,C"” Seiiwiein ,D “und A € F. Wir nehmen an, dass gilti ¢ A, also folgt mit
(UF), dass i € A°. Also folgt, dass A° € F i enthalten ist. Da wir bereits
gezeigt haben, dass F ICF gilt, folgt A° € F, was ein Widerspruch zu F
ist Ultrafilter ist. Also gilt i € A und insgesamt F C F". [

Zeige jetzt noch, dass jeder Nicht-Hauptfilter alle cofiniten Mengen enthilt.

Beweis

Wir haben bereits gezeigt, dass wenn F eine endliche Menge enthilt, folgt
F = F'. Die Negation dieser Aussage ist also: F ist kein Hauptfilter = fiir
jedes A € Pot(I) mit |A| < oo gilt A ¢ F. Wir miissen also noch zeigen, dass
alle cofiniten Mengen enthalten sind.

Sei also A € Pot(I) mit |[A°| < oo. Dann gilt A° ¢ F und mit (UF) folgt
AeF. O
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(VII) F ist ein Ultrafilter auf I genau dann, wenn F ein maximal echter Filter auf 1
ist, das heifdt F ist ein echter Filter, der nicht zu einem grofleren echten Filter
auf I erweitert werden kann.

Fiir den Beweis miissen wir zunéchst zeigen, dass F U {A°} genau dann die
endliche Durchschnitts-Eigenschaft hat, wenn A ¢ F.

Beweis
Sei F ein echter Filter.

,=": Nehmen wir an, dass A € F, dann hat F U {A°} nicht die endliche
Durchschnitts-Eigenschaft, da A N A° = (. Daraus folgt die Behauptung
per Kontraposition.

,<=": Nehmen wir an, 7 U {A°} hat die endliche Durchschnitts-Eigenschaft
nicht, dann existiert ein B € F mit BN A¢ = (). Daraus folgt, dass B C A.
Mit dem Obermengen-Axiom (F2) folgt nun A € F. Daraus folgt die Be-
hauptung (Kontraposition). [

Kommen wir nun zum eigentlichen Beweis.

Beweis
Zu zeigen ist: F ist Ultrafilter < fiir jeden Filter G C Pot(I) mit F C G C
Pot(I) gilt F = G.

,=". Sei F Ultrafilter und G wie oben.

Annahme: G\F # 0. Sei A € G\F. Weil F ein Ultrafilter ist, gilt A €
F C G.Daraus folgt: ) = A°N A € G (F1). Widerspruch zu G ist ein echter
Filter. Also folgt G = F.

,<="1 A € Pot(I) mit A ¢ F. Betrachte H := F U {A°}. Nach dem ersten Teil
des Beweises hat H die endliche Durchschnitts-Eigenschaft.

Betrachte G := F*. Dann gilt F C G C Pot(I). Nach Voraussetzung gilt
F =G = F", dann folgt H C F und somit gilt A° € F. Also ist F ein
Ultrafilter. O

(VIID) Wenn H die endliche Durchschnitts-Eigenschaft besitzt, dann gilt fiir jedes
A C I, dass mindestens eine der Mengen H U {A} oder H U { A°} wieder die
endliche Durchschnitts-Eigenschaft hat.
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Beweis
Angenommen weder H U { A} noch H U {A°} hat die endliche Durchschnitts-
Eigenschaft. Das heifst:

dn € N,By,..,B, e H:Bi1N..NB,NA=10
dm € N,Cq,...,Cp, € H : Clm...ﬂcmﬂACZ

Sei 0.B.d.A. n < m, dann betrachte:
(B1NC1)N(BoNC) NN (ByNCr) NCrig N NCpy =2 V
Nach Voraussetzung ist dann VN A = und VN A = (.
D= (VNA)U(VNA°
=VN(AUA
=VnI
=V

Das ist ein Widerspruch zu H hat die endliche Durchschnitts-Eigenschaft. Also
war unsere Annahme falsch und es folgt die Behauptung. O

(2.4) Lemma (Lemma von Zorn)
Jede partiell geordnete Menge (P, <), in der jede Kette eine obere Schranke in P
besitzt, hat mindestens ein maximales Element.

(2.5) Bemerkung (Kette)
Eine Kette ist eine linear geordnete Menge, das heifit fiir je zwei Elemente a,b aus
der Menge gilt entweder a < b oder b < a.

(2.6) Bemerkung
Um den nédchsten Beweis fithren zu kénnen, benétigen wir einen weiteren Filter:

xeX

S ist also eine Menge von Filtern auf I, wobei einzelne Filter durch Mengeninklusion
linear geordnet sind: Fy C Fy oder F, C F; fiir jedes x,y € X.

Zeige also, dass S ein Filter auf I ist.

(F1) Seien A, B € S. Das heifst, es existiert ein x € X mit A € F, und es existiert ein
y € X mit B € Fy. Sei nun 0.B.d.A. F C F;, das heifst A € F, und da F ein
Filter ist, gilt mit (F1) AN B € Fy. Also istauch ANB € S.

10
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(F2) Sei A € S, also existiert ein x € X mit A € F,. Da Fy ein Filter ist, erfiillt er
(F2), das heifst fiir A C B C [ gilt B € F,. Alsoistauch B € S.

(2.7) Satz
Jede Menge von Teilmengen von I, welche die endliche Durchschnitts-Eigenschaft
hat, kann zu einem Ultrafilter auf I erweitert werden.

Beweis

Hat H die endliche Durchschnitts-Eigenschaft, so ist der von H erzeugte Filter F7t
echt (2.1)(V). Sei P die Menge aller echten Filter auf I, die ‘H enthalten und mit Hilfe
der Mengeninklusion C partiell angeordnet sind. Da F7* ein echter Filter ist, ist P
nicht leer.

Sei K eine Kette in P und S := J zcx F. Nach (2.6) ist S ein Filter auf I, der FX und
‘H enthilt. S ist ein echter Filter, also S € P. Auflerdem gilt 7 < S fiir alle F € K,
also ist S eine obere Schranke fiir K in P. Nach dem Lemma von Zorn existiert ein
F* € P, sodass fiir jedes G € P mit F* < G bereits F* = G folgt. Das heifst 7™ ist
ein maximal echter Filter und nach (2.3)(VII) ein Ultrafilter. 0

(2.8) Korollar
Jede unendliche Menge hat einen nicht prinzipalen Ultrafilter.

Beweis

Wenn [ unendlich ist, ist der Filter F“° echt und hat die endliche Durchschnitts-
Eigenschaft. Zudem ist er in einem Ultrafilter F enthalten (Satz 2.7). Aber fiir jedes
i€ list]—{i} € F° C F,also {i} ¢ F, aber {i} € F'. Daher ist F # F' und
somit ist F nicht prinzipal. O]

Dieses Ergebnis benotigen wir fiir die Konstruktion der hyperreellen Zahlen. Mit
weiterer Mengen-theoretischer Analysis kann man beweisen, dass es so viele nicht
prinzipale Ultrafilter auf der unendlichen Mengen I gibt, wie nur moglich: ein Ul-
trafilter ist ein Element der doppelten Potenzmenge Pot(Pot(I)) und es gibt auler-
dem einen Zusammenhang zwischen allen nicht prinzipalen Ultafiltern auf I und
Pot(Pot(I)).
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