Infinitesimale und unbeschriankte Zahlen
Vortrag zum Seminar zur Nonstandard Analysis, 14.11.2012
Marco Niichel

Im folgenden Vortrag werden wir aufbauend auf den Grundlagen der vorherigen
Vortrdge die reellen Zahlen R um infinitesimale (,, unendlich kleine”) und unbe-
schrankte (,,unendlich grofie”) Zahlen erweitern. Auf diese Weise erhalten wir den
geordneten Korper der hyperreellen Zahlen *IR.

Dabei dient das Buch Lectures on the hyperreals. An Introduction to nonstandard analysis
von ROBERT GOLDBLATT aus dem Springer Verlag New York (1998) als Grundlage
fiir diesen Vortrag.
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§1 Infinitesimale und unbeschrinkte Zahlen

In diesem ersten Abschnitt werden wir definieren, was wir unter infinitesimalen und
unbeschriankten Zahlen verstehen.

— Notationen —

Im folgenden werden wir die aus den vorherigen Vortragen bekannten Notationen
verwenden. Eine Folge wollen wir verkiirzt notieren als

r={(ry) = (r, :n € N).
Des weiteren schreiben wir verkiirzt fiir die Ubereinstimmungsmenge
{neN:r,=s,}=[r=5]

Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse der Folgen unter der Relation (r,) = (s,,) <=
{neN:r, =s,} € F wie folgt:

r={scRN:r=5)

Der kommutative Ring mit Null *R = {[r] : r € RN} sind unsere Hyperreellen-
Zahlen, mit denen wir uns im folgenden ndher beschéftigen werden.

— unendlich grofie und kleine Zahlen —

(1.1) Beispiel (positiv infinitesimal)
Seie = (1,3,%,...) = (3 :n € N). Dann ist

1
[[0<s]]:{nelN:0<E}:1Ne}",
also [0] < [¢] in *IR. Sei r eine beliebige reelle Zahl, so ist die Menge

[[£<r]]:{n€]N:%<r}
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kofinitﬂ (denn ¢ konvergiert gegen 0 in R.) F ist kein Hauptfilter und enthalt somit
alle kofiniten Mengenf|also [ < r] € F deshalb ist [¢] < *r € *R.

Dieses [¢] ist positiv infinitesimal. o
(1.2) Beispiel (Unbeschrankt)
Seiw = (1,2,3,...). Dann gilt fiir alle r € R, dass die Menge

[r<w]j={neN:r<n}eF

kofinit ist (folgt aus dem archimedischen Axiom) und folglich in F. Daher ist *r <
[w] in *IR.

Dieses [w] ist ,,unendlich grof}”, wir nennen es unbeschriinkt. o
Aus der Definition folgt direkt, dass - w = 1 und somit auch [w] = [¢]~! und
[e] = [w] .

Die Eigenschaften, welche [w] und [e] erfiillen, zeigen uns, dass *R eine echte Er-
weiterung von R ist und folglich eine neue Struktur.

(1.3) Bemerkung
Fiir das unbeschrankte Element [w] gilt [w] € *R — R. o

Beweis
Wir fassen r € R als (r,r,...) auf. Dann ist, fiir alle r € R die Menge

M=[r=w]={neN:r=w,}
entweder () oder gleich {r} wenn r € IN. Der Filter F ist nach Voraussetzung ein

Ultrafilter aber kein Hauptfilter, und enthalt folglich keine endlichen Mengenﬂ Die
Menge M ist aber offensichtlich endlich, somit ist M ¢ F.

Es muss gelten *r # [w]. O

Dieser Beweis steht und fillt mit der Tatsache, dass F kein Hauptfilter ist.

1Eine kofinite Untermenge A C X ist eine Menge deren Komplement A€ C X endlich ist.
2Djes ist eine in den vorherigen Vortragen gezeigte Eigenschaft von Filtern.
3Eine grundlegende Eigenschaft von Filtern, bewiesen in den vorherigen Vortragen.
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(1.4) Bemerkungen

a)

Wire F ein Hauptfilter, dann gébe es ein festes r € IN, so dass
F=F ={ACN:reA}.

Wir wihlen uns eine beliebige Folge s, € RN und sei *(s,) € *R gleich der Folge
s, an der Stelle r. Dann ist

[s="(sr)] ={neN:s,="(s)n}
={neN:s,=s}2{r}eF
= [s] ="(sr)

So hitten wir fiir alle Folgen s, eine reelle Zahl gefunden, fiir die gelten wiirde
[sn] = *(sr). Daraus wiirde folgen *R = {*r : r € R} und dadurch ware *R
isomorph zu IR. Wir hétten also nichts neues konstruiert.

Wir haben gezeigt, dass wenn r eine reelle Folge mit Grenzwert 0 ist, dann ist
[r] infinitesimal in *R. Hat r den Grenzwert oo, dann ist [r] unbeschrankt in *IR.
Damit haben wir ein Zahlensystem konstruiert, mit den gewtiinschten Eigenschaf-

ten[ﬂ o

§2 Mengenausdehnung

Eine Teilmenge A C R kann zu einer Teilmenge *A C *IR erweitert werden.

(2.1) Definition
Fiir alle r € RN definieren wir:

[r] € *A D= [re Al={neN:r,c A} € F o

An dieser Stelle sollten wir uns iiberlegen, ob diese Definition der Hyperreellen-
Zahlen mit der bisherigen Definition vertraglich ist. Dafiir priifen wir, ob mit obiger
Definition A = R = *A = *R gilt. Sei also A = R:

[r] e "A="R
< [re Al=[reR] eF
<— {neN:rneAl={neN:r,ec R} =NNeF

4Die konkreten Eigenschaften wurden im Vortrag ,Grofie Mengen und Ultrafilter” genannt.



Infinitesimale und Unbeschrankte §2 Mengenausdehnung

Die Definitionen scheinen offensichtlich also kompatibel.

Nun {tiberpriifen wir die Wohldefiniertheit der Definition. Wir stellen fest, dass fast
tiberall [r,] € *A ist, genau dann wenn r, € A fiir fast alle n ist. Also ist zu zeigen
r]e*A und r=r = [F] € *A.

Dann
[r=7]N[re A] C[r € A]
= r=rA[re A]e F
= [r' € A] € F.

Somit ist unsere Definition wohldefiniert.

(2.2) Bemerkungen
a) Wir stellen fest, dass fiir s € A gilt [s € A] = IN € F. Also ist *s € *A.

b) Wenn wir s mit *s identifizieren, konnen wir *A als Obermenge von A ansehen.
Dannist A C *A

c) Die Elemente der Menge *A — A sind unsere neuen ,nichtstandard” oder , idea-

len” Elemente von A die in *IR existieren. o

(2.3) Beispiel
Sei A =N und sei w = (1,2,3,...) wie zuvor.

Dann ist [w € N] = IN € F, also ist [w] € *IN. [w] ist also eine ,natiirliche
Nichtstandard-Zahl”. o
(2.4) Satz

Die Mengenausdehnung jeder unendlichen Teilmenge von R hat Nichtstandard-
Elemente. ¢

Fiir den Beweis ist unerlésslich, dass es sich bei 7 um keinen Hauptfilter handelt.
Ansonsten gébe es in *R tiberhaupt gar keine Nichtstandard-Elemente.

Beweis

Falls A C R unendlich ist, gibt es eine Folge  von Elementen aus A deren Folgen-
glieder alle verschieden sind. Dann ist [r € A] = N € F, und somit [r] € *A. Aber
fur alle s € A, ist die Menge {n : r, = s} entweder () oder eine einelementige Menge,
nun kann aber keines von beiden in F sein. Daher ist [r] € *A — A. O

Wie wir sehen werden, ist auch die Umkehrung des Satzes richtig.
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(2.5) Beispiele
a) Wenn A endlich ist, dann ist *A = A und A enthalt somit keine Nichtstandard-
Elemente.

Beweis
Es gentigt zu zeigen: *A C A mit A = {ay,4ay,...,a,} und |A| = n.
Nun ist

rle*A <= [r € A] € F
<~ {neN:r,ec A} e F
—mheN:r=n}U---U{neN:r,=a,} €F
— [r=m]U---Ur=a,] € F
—_— —

=A, =A,
=234 1<i<n:AeF
= [r] = a;
—[rje A
— "ACA

Die Aussage *** folgt aus dem Korollar (2.3) aus dem Vortrag , Grofie Mengen
und Ultrafilter”, denn A ist nach Voraussetzung endlich. [

b) ACB < *AC*B
Beweis
, = " Zeige zundchst die Hinrichtung:
1€ A <= [re Al e F
<— {eN:r,e A} ==MecF
Nun ist zu zeigen {€ N : r, € B} =: N € F. Nach Voraussetzung ist A C B,

dann ist M C N und weiter N € F mit den Filtereigenschaften.
Somit gilt: *A C *B.

,<=":Seix € A.Dann gilt x € *A C *B, alsoist [x € B = {n € N: x € B} € F.
Daraus folgt [*x € B] = N und somit x € B. ]

o) *(ANB)=*AN*B
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Beweis
Seien A,B C R

*(ANB) < {r:re€*(ANB)}

[rne ANBl={neN:r, € ANB}

{neN:r,e AAn{neN:r, € B}

[r e A]N[r € B]

{r:re*A}n{r:r € "B}

<~ "AN'B O

—
<~
—
<~

d) Was fiir endliche Vereinigungen gilt, gilt fiir unendlich nicht.
Es ist *(UpZq An) © UnZy " An

Beweis

Es ist offensichtlich ;. ; A» = R und folglich enthilt *(U;"; Ax) = *R unbe-
schrinkte Elemente.

Aber:  Fir jedes n € N ist *[-n,n] = {x € *R: —n < x < n}. Diese Aus-
sage wird spdter gezeigt. Somit gilt fiir jedes x € ;1 *A : I3n € N mitx €
*An C *[—n,n]. Also sind alle Elemente von J;.; *A, beschrankt. Daher gilt
“(Unzt An) &= Unly "An

Zeige nun *[—n,n] = {x € *R: —n < x < n}:

[r] € *[-n,n] <= {keN:r.€|-nn|} €F
< {keN:—n<rn<n}eF
< {keN:—n<rn}tn{keN:r<n}eF

e) Zeige das fiir A C Rgilt "ANR = A.

Beweis
,C” Sei [r] € RN. Nun ist [r € A] € F und Js € R mit [R] = *s. Weiter gilt dann
Fo{neN:se€ A} D[re AJNn[r="s]. Dannist®) # {n € N:s € Aund
—— S———

eF eF
somit s € A. Wir haben also [r] = *s € A.

,2" Identifiziere A mit {*s € *R: *s € A}. Dannist A C RN*A, denna C R
und A C *A. O]
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§3 Fortsetzen von Funktionen

Nachdem wir nun hyperreelle Mengen haben kann man sich iiberlegen, wie man
Funktionen auf diesen Mengen definiert.

(3.1) Definition
Sei r € RN eine beliebige Folge, f : R — R eine Funktion. Dann ist f o r die Folge
(f(r1), f(r2),...). Setze nun

Anders gesagt:

Sy, 9)) = [ (), fr2), )]

oder in der einfachen Schreibweise

“f(lra]) = [f(rn)]

Dannist *f : *R — *IR die auf *IR ausgedehnte Funktion von f. o

(3.2) Bemerkungen
a) Die obige Definition ist gerechtfertigt, denn * f ist wohldefiniert.
Aus [r=7r]C[for=for] folgt r=r = for=for.

b) Insbesondere erfiillt * f das fast-tiberall-Kriterium:
) =1[s] = [for=sleF

< {neN: f(ry) =s,} € F
<= f(ry) = s, fur fast alle n. o

Dieses Konzept wollen wir gleich anwenden und diskutieren folgende Beispiele.

(3.3) Beispiele
a) Die Sinus-Funktion kann auf ganz *IR erweitert werden, durch

*sin([r]) = [(sin(r1), sin(rp),...)] = [sin(ry)].

b) *f stimmt mit f auf R tiberein. Also gilt fiir aller € R: *f(r) = f(r) .
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d)

Beweis
Wir identifizieren r € R wieder mit der konstanten Folge *r = [r] = (r,r,...):

O =10 f(r),. 0] ="(f(r)) fir alle r € R

Also ist * f die Fortsetzung von f. O]

Wenn f injektiv ist, so ist *f auch injektiv.
Ebenso wird auch die Surjektivitit tibertragen.

Beweis
Injektivitat: Sei [r],[s] € *R, f : R — R eine injektive Funktion und die
Funktion *f : R — *R die Fortsetzung von f.

) = f(s]) = {neN:f(ra) = f(su)} == M€ F
Wegen der Injektivitit von f folgt M C [[r = s] € F, also [r] = [s].
Surjektivitit:  Sei [r],[t] € *R, f : R — R eine surjektive Funktion und die
Funktion *f : *R — *R die Fortsetzung von f.

f) =1t = {neN:f(rm)=t}cF

Weil r, und t, reelle Folgen sind, existiert fiir jedes einzelne Folgenglied r; € R
der Folge r, ein t; € R mit f(r;) = t; und i € IN. Nun identifizieren wir die f; mit
der Folge (t1,t2,...) = t,. Dies gilt offensichtlich fiir jede beliebige reelle Folge
rn.

= V[r] € "R3[t] € " Rmit *f([r]) = [t] == *f ist surjektiv O

Fiir x € *R, ist die Betragsfunktion wie immer definiert durch

X , falls x > 0,
le|:*R = *Ry, |x|=<0 ,fallsx=0,
—x ,fallsx <0,
Dann ist |[r][ = [([r1], |r2], ... )] = [[ral]-

Beweis
Seix € *R, x = [r] <= [x =r] € F. Dann gibt es die folgenden drei Fille:

x> 0: Dannist {n € N:r, >0} € F. Also haben wir direkt:

{neN:|x|, =|r|} € F.
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x =0: Dannist {n € N:r, =0} € F. Also haben wir:
{neN:|x|, =|r|} € F.

x < 0: Dannist {n € N:r, <0} € F. Also haben wir:
{neN:|x|, =|m|} €F.

Insgesamt folgt die Betragsfunktion erweitert sich auf die Hyperreellen-Zahlen,
durch:

x| = [|r]]. 0

e) Sei x4 die charakteristische Funktion der Menge A C R. Dann ist *(x4) = x+a-

Beweis
Sei [r] € *R. Dann gilt:
“(xa)([r]) = 1] <= xa(rn) =1 fast tiberall
— r, €A fast tiberall
— [r]€*A
< X*A([T’]) =1
Auflerdem:
“(xa)([r]) = [0] <= xa(ra) =0 fast iiberall
= A fast tiberall
— [r] ¢*A
<~ x:a([r])) =0

Die Gleichheit gilt somit fiir beide (und insbesondere alle) moglichen Werte der
charakteristischen Funktion, also ist *(x4) = x+4. O

§4 Partielle Funktionen und Hyperfolgen

Sei f : A — R eine Funktion deren Definitionsbereich eine Teilmenge von R ist.
Dann erweitert sich f zu *f : *A — *IR mit der Ausdehnung von A als Definitions-
bereich. D:¢ = *(Dy) Diese Erweiterung definieren wir wie folgt:

10
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(4.1) Definition

Sei f : A = R eine Funktion deren Definitionsbereich eine Teilmenge von R ist.
Dann erweitert sich f zu *f : *A — *R mit der Erweiterung von A als Definitions-
bereich.

D.; = *(Dy)

Diese Erweiterung definieren wir wie folgt:
Nehme r € RN mit [r] € *A,sodass [r € A] = {n € N:r, € A} € F.Sei

. f(ry) fallsne[reA],
"o falls n & [r € A]

Dann setze

Es reicht, wenn s,, fiir fast alle n definiert ist. o

Letztendlich haben wir nun *f([r,]) = [f(r4)] definiert wie in [3.1) mit dem Unter-
schied, dass f(r,) eventuell fiir manche n nicht definiert ist. Diese Konstruktion ist
aber zuldssig, da f(r,) fast tiberall existiert.

Unsere neue Definition setzt f fort. Denn fiir r € A ist *f(*r) = *s = *(s) = *(f(r)).
Wenn wir nun *r mit r und *f mit f identifizieren, dann haben wir wie gewtinscht

fr) = f(r).
(4.2) Definition (Hyperfolgen)
Eine reell-wertige Folge ist eine Abbildung s : N — IR, und diese Konstruktion

dehnt sich aus zu einer Hyperfolge, welche eine Abbildung s : *IN — *IR ist. Dadurch
ist der Ausdruck s, nun auch fiir n € *IN — IN definiert. o

11
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§5 erweiterte Relationen

Das Konzept der fortgesetzten Funktion wollen wir nun verallgemeinern, indem
wir nun k-wertige Relationen betrachten. Eine Relation P auf R ist eine Teilmenge
P C R¥. Wir schreiben (ay,...,a;) € P <= : P(ay,...,a;).

(5.1) Definition (Hyper-Relation)
Zundchst definieren wir fiir die Relation P auf R und die Folgen ke RN

[[P(rl,...,rk)]] ={neN: P(r}l,...,rﬁ)}

Nun erweitern wir P zu *P einer k-wertigen Hyper-Relation auf *R, d.h. einer Teil-
menge von (*R)¥. Wir schreiben *P([r!],...,[r"]) um auszudriicken, dass k-Tupel
([rY],...,[r"]) zu *P gehort. Dann definieren wir:

“P([rY),...,['") = [P(+,..., "] eF
— P(rl,...,7%) fiir fast alle n. o

(5.2) Bemerkungen
a) Die Notation aus (b.1) ist wohldefiniert, denn

Mi=[' =s']n---n[* = [P(r, ..., ")

Sei nun n € M. Dann gilt rl, = s far alle j € kund P(rl,...,7%). Somit folgt

P(rl,...,7%) <= P(sl,...,s5).

Alsoist [P(s',...,s)] € F, fallsrt = s A-- - Ark =K A[P(r1,...,7%)] € F sind.
b) Wenn r!, .. ., ¥ € R sind, kann man leicht sehen, dass *P eine Erweiterung von

P ist:

P(rl,...,rk) — *P(*rl,...,*rk) o

Wir stellen fest die Definition erfasst unsere Definitionen aus den vorherigen
Abschnitten wie folgt.

(5.3) Bemerkungen
a) Eine Teilmenge A € R ist eine einelementige Relation (k = 1), somit ist die
Definition der Mengenerweiterung * A in (2.1)) ein Spezialfall von (5.1))

12
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b) Wenn P eine der Relationen =, <, >, < auf R ist, dann ist *P die korrespondie-
rende Relation, wie wir sie auf *R definiert haben, weil

r]=1s] < [r=s]e€F
] <[s] < [r<s]eF
und so weiter.

c) Eine m-dimensionale Funktion f : R” — R kann tiber ihren (m + 1)-dimensio-
nalen Graphen identifiziert werden:

graph f = {(r},...,7",s): f(r},...,r") =s}.

Dann ist die Erweiterung von graph f nach *IR, einfach der Graph der erweiterten
Funktion *f : *R" — *RR, d.h.

“(graph f) = graph (*f).
Dartiber hinaus ist graph f auch definiert wenn f eine partielle Funktion ist.

Beweis
Sei A € Rund f: A — R eine Funktion. Identifiziere f nun mit ihrem Graphen:

graph f = {(r,s) € AxR: f(r) = s} C R?
Setze P := graph f. Dann gilt fiir alle ([r], [s]) € *(A xR) = *A x *R:
“P([r][s]) <= [P((r,s)] € F
<= {neN:(rys,) € graph f} € F
< {(neN:(ry,sn) € AXRund f(r,) =s,} € F
Andererseits gilt fiir jedes [r] € *A, dass *f([r]) = [t] mit

P f(rn) ,nefreA]
" 0 n&reA]
nach Definition, das heifit t, := f(r,) fir fast alle n € IN. Daher gilt
{nelN: ty=s,JN{neN:r,c A} e F
< {nelN:f(ry) =spfN{neN:r, € A} € F
< {nelN: (ry,sn) € AXRund f(ry,) =s,} € F

Damit haben wir gezeigt: *P([r],[s]) <= *f([r]) = [s] und daher *(graph f) =
graph (*f).

13
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d)

Nun fiir m-wertige Funktionen:
Seien f : R" — R, rl,...,r™ € RN, Definiere * f([r!],..., [r"]) := [fo (r,...,¥™)],
das heifst

g D 0TS OD) = [ ), f (18, )]
Dann gilt
*(graph f) = {([r'],...,[""],[s]) € "R™ x R|[(r},...,#",s) € graph f] € F}
= {([r"],...,["™],[s]) € *R" xR|[f o (r,...,r™) = 5] € F}
={(["],-., "], [s) € "R" x RI['f([r'], .., ['"]) = [s]}
= graph (*f) O

Es ist kein Problem abgekiirzt *R* zu schreiben, denn *(R¥) = (*R)* und es
obliegt keine Verwechslungsgefahr.

Beweis
Seien Aq, ..., Ax Teilmengen von R und *A;y,...,"Ax C *R. Dann ist

[(rL,..., /)] € *(Ap x -+ x Ap)
— {neN:(r,...,MeA xaq}eF
—{neN:rleAn...heAteF
—{neN:rleAa}n - -n{neN:KealeF
E e AFeA]eF
= ([r],...,[r"]) € Ay x - x *A; O

(5.4) Beispiel
Weitergehend ist sogar fiir eine m-dimensionale erweiterte partielle Funktion * f die
Definitionsmenge gegeben durch: dom *f = *(dom f) C *R".

Beweis
Sei PCRF, k>2unddom P = {(x,...,x,1 E R Ty € R: P(xq,...,x_1,y)}
dann gilt fiir alle [r!],..., [*~1] € *RR:

([r],...,["* 1) € *(dom P) < [(r},...,* 1) e dom P] € F
{neN|(r},...,A"Yedom P} e F
{neN|3s,:P(rk,..., " Ls)y e F
3s] € *R:*P([r],..., ["* 1], [s])
(["],..., ["1]) € dom (*P)

(R

Also gilt die Aussage. O

14
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— Sind die hyperreellen Zahlen eindeutig? —
Die von uns konstruierten hyperreellen Zahlen sind eindeutig. Wie bei den reellen

Zahlen kann man zeigen, dass alle Korper, die wir so konstruieren konnen, isomorph
zueinander sind. Dafiir wird das Auswahlaxiom benétigt.

15
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