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Untergruppen der Modulgruppe — Teil 2 §1 Operationen der GL,(RR)

Nicht immer mochte man, dass eine Funktion auf der oberen Halbebene modular
beziiglich der ganzen Modulgruppe ist, sondern lediglich beziiglich einer Unter-
gruppe derselben. Daher werden ausgehend von den Erkenntnissen des Vortrages
,Untergruppen der Modulgruppe — Teil 1” wichtige Untergruppen von I' untersucht,
die sogenannten Kongruenzgruppen. Dies sind jene Untergruppen der Modulgrup-
pe, die eine Hauptkongruenzuntergruppe enthalten. Besonderes Augenmerk wird
hierbei auf die Kongruenzgruppen der Stufe 2 gelegt. Im Anschluss erfahren die
endlichen Untergruppen der Modulgruppe eine Charakterisierung.

Zundchst miissen indes einige speziellere Ergebnisse iiber symmetrisch positiv defi-
nite Matrizen hergeleitet werden.

In der gesamten Ausarbeitung werden die Bezeichungen wie im Werk [2007] ver-
wendet.

§1 Operationen der GL,(R)

— Operation der GLy(R) auf H —

(1.1) Satz
Die Gruppe GL,(IR) operiert auf H durch

falls det
M(T)—{MT' alls det(M) >0/ G1,(R), T € H.

~ | Mz, falls det(M) <0,

Beweis
o Wegen
_ det(M)

Im(Mrt) = T+ dP

Im(t) firM e GLy(R), Te H

gilt Im(M(7)) = #2%) fm(r) € H fir M € GLo(R), T € H, falls det(M) > 0.

Fiir det(M) < 0 ist Im(M(7)) = #2450 Tm(7) = H2UGl tm(7) € H. Daher gilt

fur alle M € GL,(R) und T € H, dass M(t) € H.

e Offenbar ist E das Einselement.

e Es miissen fiir L = (f; g ),M = (2%) € GLy(R) die vier verschiedenen Fille

(i) det(L) > 0 und det(M) > 0,
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(ii) det(L) < 0 und det(M) > 0,
(iii) det(L) > 0 und det(M) < 0,
(iv) det(L) < 0 und det(M) < 0

nachgerechnet werden. Wir wollen uns hier lediglich auf einen beschrdnken, da
die anderen Fille analog abgehandelt werden konnen. Sei daher det(L) > 0 und
det(M) < 0 und damit auch det(LM) < 0. Dann gilt

_Jat+Db _"‘(Lgig)WLﬁ_oc(a?+b)+ﬁ(c?+d)
L{M(T)) = L<cf+d> . <%> L5 (at+b)+6(cT+d)
(wa + Bc)T + ab + Bd
- (ya+6c)T+yb+dd

(328 828 0= (3 )¢ o=t

Insgesamt gilt also (nach Verifikation aller Félle):
(LM)(1) = L{M(7)). (1)

Damit folgt die Behauptung. [

— Eigenschaften symmetrisch positiv definiter 2 x 2-Matrizen und die Operation der
GLy(R) auf Posp(R) —

(1.2) Definition
(a) Eine reelle 2 x 2-Matrix

v 6
heif3t positiv definit, falls fiir alle x € R?\{(0,0)} gilt x'Sx > 0.

S — (0‘ ﬁ) c R2*2

(b) Die Menge der symmetrisch positiv definiten 2 x 2-Matrizen iiber R bezeichnen
wir mit Pos,(R).

Es gilt:
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(1.3) Lemma
S ist genau dann aus Pos;(IR), wenn

sz(;‘3 {i)elexz, det(S) =ay — B> >0, a>0.

Beweis
Die Behauptung folgt mit x = (x1,x;)" aus

- x'Sx = a®xF 4 2aBxyxy + ayxs = (axy + Bxz)? + (wy — B2)x5

(@x1 + praf | (wy =) 5
o o

N

> 0,da a>0 > 0, nach Vor.

< xSy =

Jetzt muss noch fiir die Hinrichtung gezeigt werden, dass a # 0 (fiir Riickrichtung
Klar): Sei dazu M = (7 g) € Posy(R). Wiahle x = (1,0)!. Dann gilt 0 < x'Mx = a. O

Man setze

w :Posp(R) — H, S +— w(S) :=

R

(—5+i\/?(5)) .

Anwenden der pg-Formel liefert die

(1.4) Proposition
Fir S € Posy(R) ist w = w(S) die eindeutig bestimme Losung w € H der Gleichung

aw? + 2pw + v = 0.

Bekanntlich operiert die Gruppe GL;(IR) auf Pos;(R) vermoge
(M,S) — MxS:= (M YHismMm L.

Diese Operation ist mit der Operation von GL;(R) auf H gemdf3 des letzten Ab-
schnittes vertraglich:

(1.5) Satz
Fiur M € GLy(R), S € Posy(R) und T € H gilt:

w(M*S) = M(w(S)).




Untergruppen der Modulgruppe — Teil 2 §1 Operationen der GL,(RR)

Beweis
Seiw =w(M=%S), w=w(S), M

I
—~
a [
QU
~—
~

*
wn

I
—~

=N
S ™
~—
w3

[92]
aQ
=
o

v
s = N (W R T ~ - - 2 ~ . (14)
= @w+p Bo+7%) ( ) = AW + B0 + O+ § = & + 2w +5 =0
Auferdem gilt mit M~! = det(M)~1( 4 ~P):
(D) 1 (d®—b\ weH —cW+a (M H®)
M (1) = det(M) (—cw + a) = det(M) ( 1
Dann folgt mit z = M~ 1(@):
0= (@ 1) (M Hism™! @\ _ (—cw+a)? (z 1)S z
1 det(M)2 1
_ (—cw+a)? 5
= " det(M)? (az” +2Bz+ ),
also wegen (1.4), dass z = w. Also schliefst man:
z=w e M YD) = w(S) & MM @) = M{w(S)).
Wegen (1) ergibt sich
MM @) Y (MM (@) = E@) " o 2 w(MxS),
also insgesamt die Behauptung. O]
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§2 Kongruenzgruppen

Wir erinnern kurz an die Definition der Hauptkongruenzgruppe:

(2.1) Definition
Fir n > 1 nennt man

[n:={MeTIM=E (modn)}

Hauptkongruenzgruppe (mod n). Die Zahl n nennt man Stufe von I'[n].

(2.2) Definition
Eine Untergruppe A von I' heifst eine Kongruenzgruppe, wenn es ein n > 1 gibt mit
I'[n] C A. Das kleinste derartige n heifSt Stufe von A.

Wir wissen bereits aus [2007](1I, § 3.2, Satz), dass [I' : I'[n]] < oo gilt. Da fiir jede
Kongruenzgruppe A gilt, dass I'[n] C A, ist der Index von A in T kleiner als der von
['[n] in T, also insbesondere endlich.

Wir betrachen direkt eine wichtige Klasse von Beispielen und eine erste Anwen-
dung.

— Die Untergruppen Tg[n] und T9[n] —

(2.3) Definition und Lemma

Die Mengen
To[n] := {(‘Cl Z) €T

ﬂmy:{(iZ)eﬂbzo mde}

sind Kongruenzgruppen von I' und zueinander konjugiert, denn es gilt

c=0 mmd@}

T%[n] =] -To[n] -],
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Beweis
Fir M= (2%),N = (i”;) € To[n] gilt

= (00)- (3 8) = (e, TR e

da sowohl ¢ =0 (mod n) als auch 7 =0 (mod ). Ebenfalls ist M~! in ['y[n], da

M= ( a _b) & Tolil,

—c a
denn mit ¢ =0 (mod n) gilt auch —c =0 (mod n).
Da
[n]:={MeT|M=E (modn)}

a b
“iea)er
gilt T'[n] C Ty[n]. Damit ist Ty[n] eine Kongruenzgruppe. Analog erhélt man das
Ergebnis fiir I[n].

a=d=1 (modn), b=c=0 (modn)},

Die Konjugationsaussage folgt, da zum einen

M = (_db —ac) € V] fir M € Ty[n],

zum anderen, weil fiir M € I'°[n] die Matrix
d —c
=5
in T[] liegt und die Gleichung M = JLJ ! erfiillt. O

Bevor wir uns beispielhaft dem Fall n = 2 widmen, erinnern wir an zwei Ergebnisse
des letzten Vortrages:

(2.4) Satz
Die Faktorgruppe I'/I'[n] ist isomorph zu SL,(Z/nZ).
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(2.5) Beispiel
Ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von I'[2] in T ist gegeben durch

10 11 10
1)=5 (01)=7 G3)=-ur

0 -1\ -1 1\ _ 0 -1\
(o) Go=w (5)=w

Zudem seien hier noch einmal die Elemente der SL,(Z/2Z) angegeben:

wwznn-{()-G D60 (-6 )

:{ E, T, Ur, 7] u }

Daher hat der Isomorphismus aus (2.4) fiir n = 2 die Form:

(2.6) Korollar
Ein Isomorphismus zwischen I'/T'[2] und SL,(Z/2Z) ist gegeben durch

7:T/T[2] — SLo(Z /2Z),

F[Z]Mi—)M:{ T[2]E— E, T[2]T+— T, T[2](-UT)+~ UT

T2]]— 7], TRU—T, F[2]U2r—>ﬁ}

Wenden wir uns nun dem Fall n = 2 zu.

(2.7) Beispiel
Sei n = 2. Ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von I' modulo Ty[2] ist gege-
ben durch E, J und U?, d. h.

I = To[2] U (Tof2] - ) U (Tof2] - U2).

Beweis
Beispiel (2.5) liefert ein Vertretersystem von I'[2] in . Da I'[2] < Tg[2] und I'g[2] < T
folgt mit

I'=T[2] U (T[2] - T) U (T[2] - (~UT)) U (T[2]-J) U (T[2]- U) U (T[2) - UP)
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insbesondere
T =To[2] U (To[2] - T) U (To[2] - (—UT)) U (To[2] - J) U (To[2] - U) U (To[2] - U?).

Aus der Algebra ist bekannt, dass zwei Elemente g, h aus einer Faktorgruppe G/H
genau dann in derselben Nebenklasse liegen, wenn gh~! € H gilt. Daher bleibt nun
zu priifen, fiir welche M,L € {E,T,—UT,],U,U?} gilt: ML~! € Ty[2]. Offensicht-
lich liegen {E, T} in derselben Nebenklasse. Wegen JU~! = JU? gilt dies auch fiir
{J,U}. Da der (2,1)-Eintrag von —UTU kongruent zu 0 modulo 2 ist, liegen auch
{—UT, U?} in derselben Nebenklasse. Weiteres Ausrechnen zeigt, dass E, ] und U?
ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von I'/Ty[2] bilden. Daher gilt

I'=To[2] U (To[2] - J) U (To[2] - U?). 0
Ein Fundamentalbereich lasst sich nun leicht mittels [2007](Il, § 3.1, Satz) konstruie-

ren und es ergibt sich:
IF(To[2]) = F U JF U U°F.

l | l
—1/2 0 1/2

Abbildung 1: Fundamentalbereich von I'y[2]

Nun soll ein Vertretersystem von Rechtsnebenklassen von I'g[2] modulo I'[2] be-
stimmt werden. Wegen (2.7) ist der Index von Ty[2] in T gleich 3. Da I'[2],T¢[2] < T
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und T'[2] C T'[2], folgt mit dem verallgemeinerten Satz von Lagrange:

Fol2): T12) = gk O3 2 @

TEl=T= ((1) 1) ¢ T'[2],

bilden E, T ein solches Vertretersystem. Also gilt Ty[2] = T'[2] U (T'[2] - T).

(2.8) Bemerkungen
(a) Eine ausfiihrliche Diskussion der Gruppen Ig[n] bzw. T[] findet man bei [1982],
241-251.

(b) Man kann zeigen

[ : Toln]] = [r : Fo[n]} —n]] (1 + %)

pln

Ein Beweis findet sich bei [1977], 22-26.

(c) Eine Untergruppe A von I' von endlichem Index braucht keine Kongruenzgrup-
pe zu sein. Erste Beispiele wurden gleichzeitig von R. FrIckE und G. P1ck (Math.
Ann. 28, 99-118 und 119-124 (1887)) angegeben. Weitere Beispiele findet man
bei [1983], 77-79, und H. PETERSSON (]J. Reine Angew. Math. 250, 182-212 (1971);
268/9, 94-109 (1974)).

(d) Tg[n] und I'°[n] sind fiir n > 1 keine Normalteiler.

Beweis
(d) Man betrachte zunichst den Fall I'g[n]: Fur n > 1 ist sicherlich

M=T= <(1) 1) € To[n].

Giilte I'g[n] < T, so miisste insbesondere JM]~! wieder in I'g[n] sein. Es gilt aber
M7t = (4 9) & To[nl.
Das analoge Ergebnis fiir I'V[2] erhalt man mit M = T'. O

10
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— Kongruenzgruppen der Stufe 2 —

Die Kongruenzgruppen der Stufe 2 sind genau die echten Untergruppen A von T,
die I'[2] enthalten, denn I'[2] C A und I' = I'[1] ¢ A, wohingegen fiir die trivialen
Untergruppen gilt: I'[2] ¢ {E} und I'[1] C T (und somit I' eine Kongruenzgruppe
der Stufe 1 ist).

(2.9) Satz
(a) T/T'[2] ist isomorph zur Permutationsgruppe Ss.

(b) T'[2] wird erzeugt von den Matrizen —E, T? und JT?] 1.

Beweis
(a) Wir wissen nach (2.4) bereits, dass I'/T[2] = SL,(Z/2Z) gilt. Sei nun

E := {(%), (%), (%)} C (Z/27)?. Um nachzuweisen, dass die SL,(Z/2Z) via

Linksmultiplikation E permutiert, betrachte man die Abbildung
¢ :SLy(Z/2Z) — S(E), M — (0 : E — E, e — Me).

Aus der Algebra wissen wir, dass ein Isomorphismus 7t zwischen S(E) und S3
besteht. Durch einfaches Ausrechnen erhélt man:

TToQ: SLz(Z/zz) — 53,

{E —id, T — (2,3),UT > (1,3),
T (1,2), U~ (12,3),U% — (1,3,2)}

Dabher ist ¢ injektiv. Surjektiv ist die Abbildung deshalb, weil die SL,(Z/2Z)
und die S3 beide Ordnung sechs haben. Die Abbildung ist offensichtlich ein Ho-
momorphismus. Daher sind I'/T'[2] und S3 isomorph. Mit dem Isomorphismus
T aus (2.6) gilt daher

p:=mogot:I/T[2] — S5,
{T[2]E — id,T[2]T — (2,3),T[2](—UT) — (1,3),
I'12]] = (1,2),T[2]U — (1,2,3), T[2]U? — (1,3,2) }.

(b) Sei A := (—E,T?, JT?]~1) <T[2].

11
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,C: Klar.

,2:" Sei M = (28) € T'[2]. Iterativ findet man nach endlich vielen Schritten eine
Matrix L € A mit der gilt:
1 r
LM =+ .
==y ;)

Da L € A <T|2],ist LM € I'[2] und damit r gerade. Dann ist M aber auch
aus A, denn es gilt entweder LM = T" € A oder LM = —E-T" € A.

Der Algorithmus 1 liefert gerade das gewiinschte L. (Beachte: Es gilt ent-
weder |a| < |c| oder |a] > |c|, da wegen M € T'[2] der Eintrag a immer
ungerade und ¢ immer gerade ist):

Setze L=Eund M = (?%) und LM = (f';g)

while (Ja| # 1) A (y #0) do

if |a| > || then

Es existiert eine Matrix L; € {T?" | m € Z}, so dass |a| < |y|, denn

<T2>’"LM: T2 A — ((1) 2111) . (j’; g) _ <a+$m'y ,8—1—52111(5)

Setze L=1L;- L.
else

Es existiert eine Matrix L; € {(JT2]~1)" | m € Z}, so dass |«| > |v|, denn

0757 1= (o ) (5 8) = (5 5-og)

Setze L=1L;-L
end
end

Algorithm 1: Auffinden eines geeigneten L

Weil LM € T'[2], reicht die Abbruchbedingung ,(|a| # 1) und (y # 0)”
aus, denn aus det(LM) = 1 folgt direkt 6 = 1. AuBlerdem terminiert der
Algorithmus, da a,c < oo und alle Ungleichungen strikt sind. O

Dann folgt auch das

12
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(2.10) Korollar
Die Untergruppen von I, die I'[2] enthalten, stehen in Bijektion zu den Untergruppen
von I'/T'[2], also von Ss. Die Bijektion ist gegeben durch

7: {A<T|TR]C A} — S<Ss,
{ri2] — {id},
(T[2], T2]T) — {id, (2,3)} = ((23))
(C[2], T2](-UT)) = {id, (1,3)} = ((1,3))
(T[2], T[2]]) = {id, (1,2)} = ((1,2))
(C[2], T2]U, TRJU?) = {id, (1,23),(1,32)} = ((1,23))
[ S3}

Die trivialen Untergruppen von S; entsprechen damit I'[2] und T'.

= = = A

[
[
[
[

(68}

Beweis

Nach Algebra existiert, da I'[2] ein Normalteiler in T ist, eine solche, inklusions-
erhaltende Bijektion. Die Abbildung # leistet das Gewtinschte, da die angegebenen
Untergruppen der Gruppe I' durch den Isomorphismus (2.9a) bei elementweiser An-
wendung bijektiv auf Untergruppen der S3 abgebildet werden. Umgekehrt werden
von 777! die Elemente einer Untergruppe von Sz durch (2.9a) auf die entsprechenden
Restklassen abgebildet. [

Wie wir im ndchsten Theorem beispielhaft feststellen werden, ist die obige Bijektion
# nicht nur durch das jeweilige Erzeugnis (z. B. (I'[2],T[2]])), sondern auch direkt
durch die Vereinigung (z. B. T'[2] UT[2]]) gegeben.

— Die Theta-Gruppe I'y —

Bevor wir uns den Untergruppen der Ordnung zwei und drei widmen, fithren wir
eine Defintion und ein Lemma ein.

(2.11) Definition und Lemma

Die Gruppe I'y := I'[2] UT'[2]] heiflt Theta-Gruppe und wird erzeugt von den Matrizen
J und T2.

13
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Beweis
Wegen (2.9) kennen wir die Erzeuger von I'[2]. Damit bestimmen wir zunédchst die
Erzeuger von (I'[2],T[2]]):

(T2, TR)]) = (=E, T%,JT?] Y, =], T*],JT*]']).

Erzeuger von IT'[2]  Erzeuger von I'[2]]

Da mit J> = —E auch —] = ]! gilt, ergeben sich als Erzeuger gerade | und T2.
Da leichtes Nachrechnen ergibt, dass I'y ebenfalls eine Kongruenzgruppe ist, die
die obigen Erzeuger enthilt, folgt, dass (I'[2],T'[2]]) C Ty. Da ¢(J) = (1,2) und
¥(T?) = p(T?) = ¢(E) = id, ¢ wie in (2.9a), folgt wegen der Bijektion in (2.10), dass
I'y = (I'[2],T'[2]]). Damit folgt die Behauptung. O

(2.12) Korollar
Die Gruppe S3 besitzt drei Untergruppen der Ordnung 2. Diese entsprechen den
Kongruenzgruppen

0[2], I°[2] und Ty.

Beweis
Fiir I'y stimmt die Behauptung nach (2.11). Analog erhilt man die Ergebnisse
[o[2] = (T[2],T[2]T) und I°12] = (T'[2], T[2](-UT)). O

Wir geben nun eine Charakterisierung der Theta-Gruppe.

(2.13) Lemma
Fir M €T gilt M € I'y genau dann, wenn

M=E (mod2) oder M=] (mod 2). 3)
Aquivalent kann man hierfiir auch
a+b+c+d=0 (mod 2) 4)

schreiben.

Beweis
Die Aquivalenz von M € Ty und (3) ist nach Definition klar.
Zu zeigen bleibt (3) < (4).

14
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=" Es gilt:

M=E (mod2)& (a=c=1 (mod2))und (b=d=0 (mod2))
und

M=] (mod2)e (a=c=0 (mod2))und (b=d=1 (mod 2))

Offenbar erfiillt M dann auch die Gleichung (4).
=" Es gelte (4). DaTy <T = SL,(Z) ist det(M) = 1 und damit entweder

(ad=1 (mod2))und ((b=0 (mod 2))oder (c=0 (mod2))) (5)

oder

(bc=1 (mod2))und ((a=0 (mod2))oder (d=0 (mod?2))) (6)
Falls (5) gilt und gleichzeitig b = 0 (mod 2), so gilt ebenfalls

0% a4 btrctd=14+0+ctrl=c (mod 2).

Alsoist M = E (mod 2). Analog fiir c =0 (mod 2).
Falls (6) gilt und gleichzeitig a = 0 (mod 2), so gilt ebenfalls

0 g ibtcrd=0+1+1+d=d (mod 2).

Alsoist M =] (mod 2). Analog fiir d =0 (mod 2). O

(2.14) Korollar
I'y ist eine Untergruppe von I' vom Index 3 und es gilt

I =TyU(T -Ty)U(U?-Ty) =TyU Ty -T)U(Ty-U).

Beweis
Nach dem verallgemeinerten Satz von Lagrange gilt wegen I'y, I'9[2] < T und I'y[2] C
1_‘191
pao TR 6
I:Ty] = T, TR 2 3.
Aufgrund der in (2.9) gezeigten Isomorphie und der Bijektion in (2.10), kénnen die
letzten Behauptungen auch in der SL,(Z/2Z) nachgerechnet werden. Nach (2.3)

15
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gilt, dass I'y in der SL,(Z/2Z) der Menge 0 := {(%g), (?%)} = {E,]} entspricht.
Dann ist die obige Behauptung aber dquivalent zu

SL,(Z/2Z) = § UTO U U248
=:(1)
|

=QUOTUOU.

=:(2)

Offensichtlich befinden sich in (1) bereits die Elemente {E,], T, U2} und in (2) be-
reits die Elemente {E, ], T, U}.

Pr e AT T (AT -
T'f—(a T)(T 6)_(T 6)‘”’
w1 (Y)Y
@G-
-G -(Y-
folgt (1) = SLo(Z/2Z) = (2). 0

Nun koénnen wir mit dem Wissen aus dem ersten Vortrag zu , Untergruppen der
Modulgruppe” einen Fundamentalbereich von I'y angeben:

F(I'y) := FUTFUUF.
Es existiert ebenfalls ein exakter Fundamentalbereich
Fy:={t=x+iyecH]||t|>1,-1<x<1,|t]>1fir —1<x <0}

IFy ist ein Fundamentalbereich, da [F(T'y) ein Fundamentalbereich ist und man durch
Verschieben der Menge {t = x+iy | x > 1lund T € F(Ty)} mittels der (in I'y
befindlichen) Matrix T? eine Punktmenge erhlt, deren offener Kern mit dem von
IFy iibereinstimmt. Die Punkte auf dem Viertelkreis {T = x +iy | ¥* +y> =1, -1 <
x <0, 0 <y <1} werden durch | auf das rechte Kreissegment abgebildet.

16
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I I I
~1/2 0 1/2 1 3/2 i 0 1

Abbildung 2: Fundamentalbereiche von I'y

(2.15) Bemerkungen

(a) Die Benennung der Gruppe I'y rithrt daher, dass der so genannte Theta-Nullwert
() = 0(0;7) (vgl. [2007](L, § 6.7(1))) sie als ,Invarianzgruppe” besitzt (vgl.
Einleitung zu Kapitel III in [2007]).

(b) Die Kongruenzgruppen I'g[2],T°[2] und T’y sind konjugiert in T. Es gilt namlich

2] =] -To[2] -]}, Ty=U-To[2]-U?

(c) Nach [1985](I, § 2.2) ist I'[2] genau die Kommutatorgruppe von GL,(Z).

Beweis
(b) Die erste Konjugationsaussage ist bereits in (2.3) gezeigt. Wegen des Isomorphis-
muses aus (2.9) und wegen (2.10) folgt die zweite Behauptung aus

U-Tol2]- U™ =((123)(23)(321)) = ((13)(321)) = ((12)) =Ty [

— Die Gruppe Ty [2] —

Wie aus (2.10) ersichtlich, besitzt die S3 eine weitere Untergruppe A3 der Ordnung 3
mit Index 2. Mit derselben Methode wie in (2.11), zeigt man, dass die entsprechende
Untergruppe von I'/T[2] die Kongruenzgruppe I'y[2] := ['[2] U (T[2] - U) U (T'[2] - U?)
ist.
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(2.16) Proposition
I'y[2] ist der einzige Normalteiler in I vom Index 2. Die Gruppe I'y[2] wird erzeugt
von den Matrizen T? und —U und es gilt

I =Ty[2JUTy[2] - T. @)

Die Abbildung
x:T— {£1}, M (—1)%ctbethd

ist ein abelscher Charakter von I' mit Kern(x) = I'y[2].

Beweis
Um die Erzeuger von I'y[2] zu bestimmen, benutze man die Darstellung als Erzeu-
gendensystem aus (2.10):

In[2] = (—E,T%,JT?] !, —U, T2U, JT?)'U, ~U2, T2U?, J T2 'UP)

Erzeuger von I'[2]  Erzeuger von I'[2]U Erzeuger von I'[2]U?2

27—1_q7—172
= (~E,12,y12 -, —uy =

(—E, T?,—U) = (T?,-U),
da (-U)%®= —E.

Nun zeigen wir (7) mittels der Isomorphie aus (2.9) und der Bijektion in (2.10), indem
wir die Behauptung in der SL,(Z/2Z) nachrechnen. Dann entspricht aber I'y[2] in
der SL,(Z/2Z) der Menge

(1 0\ /11 (0\\ _ frr5
V{6 1) (o) (1 1)} - (o)
Folglich ist (7) dquivalent zu

SLy(Z/2Z) = N U (N - T).

Offensichtlich sind die Elemente E, U,W und T bereits in der rechten Menge ent-
halten. Da

__ AT\ AT\ (10| 0T\ (1T (0T -
”'T:(i 6)'(6 T):<T T)ZUT und UZ'T:G T)'(ﬁ T>:<T 6)2]’
folgt (7).

Damit ist auch sofort klar, dass der Index von I'y[2] in T gleich 2 ist. Aus der Algebra
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folgt sofort, dass I'y[2] ein Normalteiler ist. Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Sei
dazu I'* eine weitere Untergruppe von I’ fiir die [I' : T*] = 2 gilt:

,C:” Diese Inklusion zeigen wir in zwei Schritten. Zunédchst folgert man aus M € T,
dass M? € T'* gilt. AnschlieSend zeigt man, dass die Erzeuger von I'y[2] auch
in I'* liegen.

Sei also M € T, so dass M? ¢ I'* ist. Da T* < T, ist M € T'* und es gilt
insbesondere, dass weder M noch M? das neutrale Element ist (denn das liegt

jain I'*). Damit gilt ord(M) > 3 und M # M?2. Dann aber existieren mindestens

drei disjunkte Rechtsnebenklassen von I'* in I', ndmlich I'*,I"M und I*M?,
was allerdings ein Widerspruch zur Annahme ist. Demnach gilt fiir alle M € T’

auch M? € T*.
Aus dem gerade Gezeigten folgt, da T, ] und U? jeweils Elemente in T sind,
dass

T? e I*,

J?=-EeT?,

(P =Uu*=UeT"
Dann befinden sich aber die Erzeuger von I'y[2] in I'*, woraus diese Inklusion

I'n[2] C T folgt.

, 2" Angenommen, I'y|2] ; I'*. Dann tibertragt sich offenbar die Inklusion auf die
Rechtsnebenklassen und es gilt [y[2]T & I'*T. Dann gilt mit der disjunkten
Zerlegung T = I'y[2] UTN[2]T aber auch I'" = T*T, da der Schnitt von I'*
und I'*T nicht leer sein kann. Daraus ergibt sich aber direkt mit I' = I'* ein
Widerspruch zu I : ] = 2.

Nun soll gezeigt werden, dass x ein abelscher Charakter ist, also ein Gruppenho-
momorphismus in die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen. Beachtet man,
dass die Gruppe I' von den beiden Elementen T und ] erzeugt wird, bleibt fiir die
Homomorphieeigenschaft (ML) = x(M) - x(L), M,L €T, lediglich

X(MT) = x(M) - x(T) und  x(M]) = x(M) - x(J)
zu zeigen. Zundchst stellt man fest:

X(T) _ (_1)1~O+1~0+1-1 - 1= (_1)10—&-(—1)-1—1—(—1)‘0 _ X(]) (8)
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Dann folgt:

_ aa+b _ (__1\ac+c(a+b)+(a+b)(c+d)
o) =x (2 070)) =0

Damit ist x ein abelscher Charakter.

Zuletzt bestimmen wir noch den Kern von x. Die Kongruenzgruppe I'y|2] ist Teil-
menge des Kerns von ), da die Bilder ihre Erzeuger unter x auf 1 abgebildet werden.
Andersherum muss ein Element aus I'\I'y[2] wegen I = I'y[2] UT'y[2] - T in der Ne-
benklasse I'y[2]T liegen. Aufgrund der Homomorphieeigenschaft gilt dann aber fiir
M e FN[Z]:

XMT) = x(M)x(T) =1-(=1) = —1.

Damit ist MT ¢ Kern(x), also gilt T\I'y[2] Z Kern(x) und es folgt die Behauptung
Kern(x) = I'n[2]. O
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§3 Endliche Untergruppen von I

Betrachten wir zundchst die Elemente M € I' mit endlicher Ordnung. Fiir die gilt

der

(3.1) Satz
Fir £E # M € T sind dquivalent:

(i) M hat die Ordnung 3,4 oder 6.

(i) M hat eine endliche Ordnung.

(iii) |Spur(M)| < 2.

(iv) Es gibt T € H mit Mt = 7.

(v) Es gibt L € T, so dass LML € {£],+U, +U?}.

Beweis
»(1) = (ii):" Klar.

»(it) = (iii):"“ Hat M endliche Ordnung, so haben die Eigenwerte von M alle den

Betrag 1. Denn dann ist fiir ein k € IN die Matrix M* = E und es gilt fiir jeden
Eigenwert A von M: A¥ = 1. Folglich gilt |A| = 1.

Das charakteristische Polynom von M, x(M), lautet (mit s := Spur(M) als
Abkiirzung)

x(M) = x? — Spur(M)x + det(M) = x> —sx + 1.
P

Also haben die Eigenwerte von M die Form

2 1
x1/2:%:I:\/SZ—1:§<S:I:\/52—4). )

Offenbar ware mit Blick auf (9) im Falle s > 2 ein Eigenwert grofler als 1 und
im Falle s < —2 ein Eigenwert kleiner als —1, was ein Widerspruch zu |A| =1
wire. Also: |s| < 2. Zu betrachten bleiben demnach noch die Werte s = 2 und
s = —2. Sei zundchst s = 2. Dann folgt aus dem Satz von CayLEY-HAMILTON

M?>-2M+E=0< M>=2M—E. (10)
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(i)

Falls gezeigt werden kann, dass

M'=nM—-(n-1)E=M-(n—-1)(M—E), neN (11)
gilt, dann hitte M wegen M # E unendliche Ordnung, was ein Widerspruch
zur Voraussetzung wire.

Den Fall s = —2 fiihrt man durch Ubergang zu —M auf den ersten Fall zuriick,
da Spur(—M) = 2 und —M ebenfalls endliche Ordnung besitzt.

Es bleibt also lediglich noch (11) zu zeigen. Wir fiihren eine Induktion nach n
durch:

Ay n=1:M'=1-M-(1-1)-E=M
(IV) Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes n € IN.
(IS)y n —»>n+1:

M =M MY MM — (n —1)E) = nM? — (n — 1)M

O WM —E)— (n—1)M = (21— n +1)M — nE

= (n+1)M — nE

Mit dem Prinzip der vollstandigen Induktion folgt die Behauptung.

= (iv):" Wir zeigen diese Implikation fiir M € SL,(R). Dann gilt diese insbe-
sondere fir M € T = SL,(Z).

Allgemein gilt fir M = (?%) € GL,(C) und 7 € C die Gleichung Mt = 1
genau dann, wenn
ct?+(d—a)t—b=0, (12)

denn

at+b

Mt =17<
cT+d

—Tteat+b=cr?+dt < ct*+(d—a)t—b=0.

Speziell fiir ein M € SLy(R), fiir welches nach Voraussetzung | Spur(M)| < 2
gilt, darf ¢ nicht 0 sein, denn sonst miisste wegen M € SLy(RR) gelten: 2 =
d = £1. Dies aber wire wegen a +d = Spur(M) = £2 ein Widerspruch
zur Voraussetzung. Also ist die Gleichung (12) immer quadratisch und die
Losungen sind entweder beide reell oder komplex konjugiert.
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Fir M € SL»(R) und 7 € HUR ist die Gleichung (12) aber dann dquivalent
zZu

_ll—d ] 2
T—T—i—m\/él—(Spur(M)) .

Denn:
ct?+(d—a)t—b=0

2
reguRT:a—dJr d—a +?
2c 2c c
_a—d+\/d2—2ad+a2—|—4bc

- 2c 42

4(ad—be)—4=0 4 — d d? +a?2 +2ad — 4
+ 12

2c \/4c V4 (a+d)

— —cd 2] \/4 (Spur(M))?

Dann gibt es aber offenbar genau dann einen Fixpunkt in H, wenn
| Spur(M)| < 2 ist.

#(iv) = (v):" Es gelte also Mt = 7 fiir ein T € H. Nach [2007](II, § 2.3, Korollar
A) gilt fiir dieses dann T = Li oder T = Lp fiir ein L € I'. Somit muss M
im Stabilisator von Li oder Lp liegen, also M € I';; oder M € I'p,. Da die
Fixgruppen konjugiert zueinander sind, gilt I; = L™'T ;L und T, = L™T,L.
Dann folgt mit [2007](II, § 2.2, Satz (b)) gerade L~'ML € {+]} oder L"1ML €
{£U, £U?}, also die Behauptung.

W(v) = (i) Wegen (L7'ML)¥ = L~'M*L hat M dieselbe Ordnung wie L~'ML,
denn aus (L"'ML)* = E folgt E = (L"'ML)* = L"'M'L & L = ML &
E = M. Nach Voraussetzung gilt L™'ML € {+£],+U, +U?}. Zu bestimmen
bleiben also nur noch die Ordnungen dieser Elemente. Ausrechnen zeigt, dass
ord(U) = ord(U?) = 3,ord(+]) = 4 und ord(—U) = ord(—U?) = 6 gilt und
somit die Behauptung. O

Zuletzt sollen die endlichen Untergruppen von I eine bestechend einfache Charak-
terisierung erfahren.
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(3.2) Satz
Ist A eine endliche Untergruppe von I', dann ist A in I' konjugiert zu einer der
Gruppen

{E}, {£E}, {+£E,+J}, {E,U,U?} oder {=£E,+U+ U?}.

Beweis
Es gelten die Bezeichnungen aus § 1. Man definiere sich die Matrix S durch

Da S aus einer endlichen Summe symmetrischer Matrizen besteht, reicht es zum
Nachweis der Positivdefinitheit mit Blick auf (1.2) aus zu zeigen, dass jeder Sum-
mand positiv definit ist. Sei L = (7 ?). Dann ist

b (P aptd
L'L = ST
afp+y5 B +0o

Nach (1.3) ist LL positiv definit, da a®> + 9% > 0 und det(L/L) = det(L!) - det(L) =
1-1=1 > 0ist, und somit auch S.

Da fiir festes M € A mit L auch LM ganz A durchléduft, folgt

M'SM = M (Z LfL) M=) MLLM=) (LM (LM)=5S.  (13)
LeA LeA LeA

Da wegen (1.3) a > 0 und det(S) > 0 ist, liegt w(S) = 1 <—b~|—i det(S)) in H.
Setze T = w(S). Dann gilt nach (1.5)
Def. Def.

= wM1xS) = M Yw(s)) = M1,

= w(s) ¥ wmism) =
T

also Mt = 7. Demnach liegt M im Stabilisator von 7. Damit ist A C I'x und weil
A nach Voraussetzung eine Gruppe ist, gilt sogar A < I'r. Da die Stabilisatoren
konjugiert zueinander sind, also I'y;; = ML Mt gilt, darf man ohne Beschrankung
der Allgemeinheit T € F annehmen. Mit [2007](Il, § 2.3) ist dann A als Untergruppe
von I'; aber konjugiert zu einer der Gruppen

{E}, {£E}, {+£E +J}, {E,U,U?} oder {+E,+U4+U?},
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was gerade der Behauptung entspricht. [

Dann folgt offensichtlich das

(3.3) Korollar
Jede endliche Untergruppe von I' ist von der Ordnung 1,2, 3,4 oder 6.
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