Die Dedekind’sche 77 - Funktion
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In dieser Arbeit wird die Dedekind’sche 7 - Funktion eingefiihrt und ihr Transfor-
mationsverhalten unter Modulsubstitutionen beschrieben. Zu diesem Zweck werden
wir uns ebenso mit der bedingt konvergenten Eisensteinreihe G, beschiftigen. Als
interessante Andwendung wird eine Verbindung zwischen der 5-Funktion und der
normierten Diskriminante A* hergeleitet.

§1 Die bedingt konvergente Eisensteinreihe

Die Konvergenz der Eisensteinreihen Gy wurden bisher nur fiir k > 3 bewiesen. Wir
wollen nun den Fall k = 2 betrachten:

=Y n 2+ Y (Y (mt+n)?), teH.
n#0 m#0 neZ

(1.1) Proposition
Die Funktion G, : H > C ist holomorph und fiir T € H gilt:

2 00 .
Gao(T) = %(1 — 24y oy(n) - A7),
n=1
Dabei sei
or(m):= Y d
deN,d|m )
Beweis

Wir verwenden im Beweis die Aussage [2, 5.247]X(4.2) . Demnach gilt:

2
Z(T+n) = )" Zklzmﬁ, VtreH, ke N, k> 2.
nesz

Verwendet man dies erhilt man

Go(t) =20(2)+2 ) () ( (mt +n)~2)

m>1 neZ

— 2€(2) 27(1 Z ZrZ 1 27'czrmr

m>1r>1

o 87'[2 Z Z re2mrmr.

m>1r>1
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Wir begriinden nun, dass die letzte Doppelsumme absolut konvergiert. Offensicht-
lich konvergiert die innere Summe absolut, denn

Z |7’ . eZm’rmT‘ _ Z |1, . e—27rmr1m('r)| < Z |}’ . e—27rmr| <o, VYm>1,
r>1 r>1 r>1
da Im(7) > 0. Wir schitzen nun den Wert der inneren Summe ab. Definiere dazu

fi[l,00] = R, x> x-e 2M7

Diese Funktion ist auf dem gesamten Defintionsbereich monton fallend. Deswegen
kann man abschétzen

00 0
Zrezmrmr < /f(x)dx = /x.e—mendX
r>1 1 1
o0
ielle I i °°
partie e_ntegratlon xe_men ) —1 + / 1 e—mendX
2m7 |4 2mrt
- 1
—2mrt
e 1
= T\~ + 1 =l
2m7t (an ) "
Das bedeutet
Z Z reZm'rmT < Z Ky < 00,
m>1 |r>1 m>1

Damit ist die absolute konvergenz der Doppelsumme gezeigt und wir kénnen die
Terme m und r mit rm = n zusammenfassen. Um zu verstehen, dass sich die zwei
Summen zu einer zusammenfassen lassen interpretiert man die Doppelsumme als
ein Doppelintegral und argumentiert mit dem Satz von Fubini. Es gibt also eine
Umsortierung, die die Doppelsumme in eine einfache Summe tiberfiihrt.

Verwendet man noch 7(2) = %2 folgt die Behauptung, da die Fourier-Reihe eine auf
H holomorpe Funktion darstellt. ]

Die normierte Version der Eisensteinreihe ist demnach definiert durch

1 (o) .
r = —1-24) 2rint,
G, 220 Go(7) L o1(T)e

Wir untersuchen nun das Transformationsverhalten von G, unter Modulsubstitio-
nen. Aus der Fourierentwicklung und aufgrund der Periodizitit der Exponential-
funktion hat man direkt

Gz('l’ + 1) = Gz(’l’).

Weiterhin lasst sich folgendes Verhalten beobachten:
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(1.2) Satz
Fir T € H gilt
Go(—1/7) = T2Gy(7) — 2miT. o

Wir erinnern an dieser Stelle an die Partialbruchzerlegung des Kotangens aus [1,
S.109] VI(4.2),

2z

ZZ——nZ’ zZ € C\Z, (1)
n>1

1
ncot(mrz)=- +

wobei die Reihe auf C\Z lokal gleichméfig konvergiert.

Auflerdem wollen wir im Beweis [2, 5.234] X(3.1) verwenden. Demnach gibt es fiir
jedes Kompaktum K C {(w1,w;) € C x C;wy # 0,w1/wy € R} eine positive Kon-
stante «, so dass

a|myi + my| < |mywq 4+ mows| (2)

fur alle mq, mp € R und (wy, wy) € K.

Beweis
Nach Defintion gilt:
Go(7)= Z n 2+ 2 ( Z (mt + n)*z)
n=£0 m#Q0 neZ
Term fur n=0
—TN—
=Y n?+2.- )} (Z (mt+n)"2+ (MT—TZ)_2> +2- Y (m1)7?
n#0 m>1 \n>1 m>1
T2
= (14+1H+2- ( (mr+n)_2—|—(mr—n)_2> :
3 =5

Dabei verwenden wir 2-Y,,~ (m7) 2 = % s m 2= %C(z) und {(2) = %2_

Daraus ergibt sich

m>1 \n>1

GZ(—l/T):%Z(l-FTZ)-l-Z Y (Z (_g+n)—2+(_ﬂ_n)—z>

_%2(1 + 72) 4 272 Y. (Z (—mt +n)"2+ (mt + n)2>

n>1 \m>1
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Als niitzlich erweist sich die Abkiirzung

Apn = (mT+n)"24+ (mt —n)~2

Auflerdem definieren wir

F(1) = ;?(TZGZ(T) — Gy(~1/7)).

In dieser Differenz heben sich die Terme vor der Summe genau weg und man erhalt

F(T):;? (272 (Z Y An— Y Y Amn>>

m>1n>1 n>1m>1
= Z Z Aml’l - Z Z Amn.
m>1n>1 n>1m>1

Zu beachten ist hierbei, dass die Reihen nicht absolut konvergieren, die Summation
darf also nicht vertauscht werden.

Desweiteren verwenden wir

11, 1

" mt+n—-1 mt+n mrt—-n mr—n-+1
1 1

(mt4+n)(mt+n—1) + (mt—n)(mt—n+1)

mn-

Mit (2) schdzt man ab

|Amn_an| =

1 1 1 1
(mt+n)2  (mt+n)(mt+n—1) T (mt —n)2  (mt—n)(mt —n+1)

B -1 1

N ‘(mr—i—n)z(mr—i—n—l) + (mT —n)2(mt —n+1)

(2) 1 1

< . . +

T wmeitnPm-i+(n—1)  wapm-i—n|*m-i—(n—1)

< 1 n 1

~ g (m2+n2)(m2+ (n—1))Y2 " ay(m2 4+ n2)(m2 + (n —1)2)1/2

1 1

g (m2 +n2)(m2 + (n2 —2n+1)1/2 * ap(m? +n2)(m2 +n? — 2n +1)1/2
c O((m2 +7,12)73/2),
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da die Terme von niedrigerer Ordnung vernachldssigbar sind. Fiir m,n > 0 gilt
(m —n)? > 0 also m? 4+ n? > 2mn > mn. Damit erhilt man schlieflich

|Amn - an| S O((mz +n2)—3/2) C O(m_3/2n_3/2)_

Daraus folgt die absoluter Konvergenz und damit die Vertauschbarkeit der Summen

Y. Y. (Awn—Bun) =), Y, (Awn— Bun)

m>1n>1 n>1m>1

Das impliziert

:(2 Y Aw— ¥ Z“"”")‘(EE ~Bu) - ¥ Z<Amn—an>)

m>1n>1 n>1m>1 n>1m>1
m>1n>1 m>1n>1 n>1m>1 n>1m>1
=2 2 Bum—), ) B
m>1n>1 n>1m>1

Wirft man einen Blick auf die erste Zeile der Definition von B,;;;;, dann sieht man ein,
dass

1 1

Zan:___
=1 mt mT
1 1 1 1 1 1
— + +). — + —
mt+1 mt—1 = mt+n—1 mt4+n mtr—n mt—n+1
Telesko}jsumme
=0.

Andererseits gilt

1 1 1 1
T ) Bun=)_ (m+(n_1)/r_m—(n—l)/r_m+n/T+m—n/T>

m>1 m>1

2(n—1)/t 2n/T
N Z ( n—1)/1)? —m2 (n/T)z—mz)

m>1

Setze furn > 0
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Mit der Partialbruchentwicklung des Kotangens (1) folgt direkt

cp(n):Z# n>0,

2/
m>1 m

was widerum

T Z Bun = ¢p(n —1) — ¢(n)

m>1

impliziert. Zusammenfassend erhélt man eine Teleskopsumme und kann vereinfa-
chen

T- =—TZZan:_Z 1’1—1 (P(Tl))

n>1m>1 n>1

= — ¢(0) + limy (1) = limy oo (n).

Bekanntermaflen ist

iz —iz iz _ ,—iz
cos(z) = %, sin(z) = %.
Setze z := x + iy. Auf cot(z) = Z?rf((j)) angewandt ergibt das

elxX—y + eIty

COt(Z) =i eix—y _ p—ix+y

und dieser Term geht fiir y — —oo gegen i. Da T € H ist, folgt Im(1/7) < 0. Das
heiflt fiir n — oo geht Im(7tn/7) gegen —oo und damit ¢(n) = mrcot(rtn/t) — ﬁ
gegen 7ti. Es folgt

1 1
T-F(7) = limye0p(n) = mi = ETGZ(T) - ng(—l/T). =

Umformen der Gleichung nach G,(—1/7) liefert die Behauptung.

§2 Das Transformationsverhalten der 77 - Funktion

Die Dedekindsche 7- Funktion # : H > C ist definiert durch

7117/12 H 27rzmT
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Die Konvergenz und Holomorphie folgen aus [1, S.140], VIII(2.6), da Y 5_; e2™MT
als geometrische Reihe lokal absolut gleichméfiig auf IH konvergiert. Aufserdem ist
Q ¢ H, deswegen ist 7 nullstellenfrei. Die y#-Funktion weist ein tiberschaubares
Transformationsverhalten auf. So gilt

W(T+1) i(t+1)/12 | H me T+1))

:em'/12 . em’r/12 . H (1 _ p2mimt eZm’m)

m=1 =1
:eni/lz . 17(1,)
Zusammengefasst bedeutet das
n(t+1)=e™/12.y(1), VYreH. 3)

Desweiteren gilt

(2.1) Satz
Es gilt
n(=1/t)=vrt/i-n(t) VtreH.

Dabei ist der Zweig der Wurzel zu wihlen, der fiir positive Argumente selbst positiv

wird. o
Beweis /
Definiere f(7) := % Um eine Reihendarstellung fiir f zu erhalten, werden wir

[1, 5.142] VIII(2.12) auf [],,>; (1 — ¥™™7) anwenden. Demnach gilt fiir f; : H — C
holomorph, f # 0, k € IN und ein auf H absolut lokal gleichmifSig konvergentes

Produkt f(z) =TT5_; fx(z), dass
Y
f k=1 f k
und die Reihe konvergiert lokal gleichméfig auf H. Auf unsere Situation bezogen

ergibt das

/

Z (1 _ eZnimT) 1 S 142] (Hm>1 (1 eZm‘mr)) B (e—m'r/lz . ,7(7_.))/

= (1 ezmin) (TTyor (1 — e20mT)) (e mit/12 (7)) -
_ SR () e Ty () i ()
e~ mt/12. (1) 12 p(7)
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§2 Das Transformationsverhalten der 77 - Funktion

Umformen ergibt

B ;7/(1,) B (1 o eZm’mT)/
f(T) - 17(1_) - mg,l (1 _eznimr)
- Z 27im - emeT N E
- = emeT) 12

geom Reihe 7Ti 2
o <1—24 Y. ) m-e mr””) =

m>1r>1

2 .
12 (1 —24. Z 0.1 7‘(1111’)
n>1

Mit (1.2) folgt

mi
12
2n1mT
—24.- =
12 mgl m- emeT)
:szjf(T) -7/2

f(=1/7) = 41—7TG2(—1/T) =L .22.61) - ﬁ[zm.

Division durch 72 resultiert in

4

1 1
S F(-1/7) = F(1) + 5= @
Setze g(y) = ’7(( )\)[, y > 0. Dann gilt
g'(y) _ nGy)vy-u'i/y) - (=i/y*) —y(i/y)((y) - vy)" 1)y
gly) 7*(iy)y n(i/y)
_n'G/y), 0 oyGy) 1
=yt T T ) T 2y
. . 1
= f(i/y)(=i/y*) —i- f(iy) — 2
Fiir die letze Gleichheit setzt man 7 = iy in (4) ein und verwendet 1/i = —i. Das

zeigt ¢’ = 0, somit ist ¢ konstant. Es existiert ein v € C mit (i/y) = v - \/y - 11(iy).
Betrachtet man y = 1, folgert man direkt ¢y = 1. Wir haben nun die geforderte
Behauptung fiir T = iy gezeigt. Der Identitdtssatz schliefst den Beweis ab. O]
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Es gibt einen interessanten Zusammenhang zwischen der 7 - Funktion und der nor-
mierten Diskriminante

. 1
1728( —Gs )'
wobei G; und G die normierten Eisensteinreihen sind.
(2.2) Satz
Es gilt % = A*. o
Beweis

Offenbar ist f := 1?* holomorph auf H, da 7 das ist. Nach Definition der #- Funktion
ilt:
g f(T) _ ezmr 1—[ (1 . eZm’mr)24 — le(iT 4. TeH

m>1

Damit hat f eine Fourier-Entwicklung mit Koeffizienten « f(O) =0und a f(l) = 1.
Mit (2.1) und (3) erkennt man

flr+1) = f(7)
f(=1/7) = (/D)2 f(r) = 7% f (7).

Da bekanntermafsen 7 +— 7+ 1 und T — —1/7 die Modulsubstitutionen erzeugen,
folgt f € Syp. Aus [2, S.310] XII(4.2) wissen wir S;p = C- A%, also f = A - A* fiir
A € C. Wegen ap+ (1) =1 = ag(1) ist A = 1 und die Behauptung folgt. O

Erinnern wir uns an Theta-Reihen aus [1, S.113] VI.5. Demnach nennt man fiir u, v €
Cund z € H,

@(u v; ’l' Z o7t (n+u)?t+27mi(n+u)o
nez

die Theta-Reihe in 7 zur Charakteristik (#,v). In [1, S.114] VI.(5.3) wird das Trans-
formationsverhalten beschrieben. Fiir alle u,v € C, T € H gilt

O(—v,u;—1/1) = \/T/i-e’mj“v-@(u,v;r). (5)

Dabei ist der Zweig der Wurzel zu wahlen der fiir T = iy positiv ist. Wir interessieren
uns an dieser Stelle fiir den Spezialfall der Charakteristik (0,0):

0(1) :==0(0,0;7) = ) et (6)
nezZ

Das Transformationsverhalten (5) vereinfacht sich dann zu

0(—1/71) =V7/i-0(7).
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Betrachtet man nun den Quotienten ¢(7) := 6(7)/7n(7), T € H, erkennt man di-
rekt

Y(—-1/7) =¢(1r), TeH.
Auflerdem ist ¢ holomorph auf H, da # auf H nullstellenfrei ist. Aus der Reihen-
darstellung (6) kann man ablesen

O(t+2) = Z <e7rin2*r.627rin2> _ Z TN T
nez nez

Mit dem Transformationsverhalten der 7 - Funktion (3) zusammen ergibt das

_ 9(T+2) _ Q(T) _ T
P(T+2) = n(t+2) e7i/6 . (1) =¢ /6'1/’(T)-

Als Ankniipfung an den vorangegangenen Vortrag erkennt man, dass
$(Mr) = v(M)y(r), VM €T,

mit einer 12. Einhheitswurzel v(M). Dabei ist I'y < T die Theta-Gruppe, die Unter-
gruppe der Modulgruppe erzeugt von den Matrizen

(0 -1 > (12
=0 0) m=n)

10
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