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Modulformen zu Kongruenzuntergruppen §1 Modulformen zu einer Kongruenzgruppe

Der erste Teil des Vortrags wiederholt zunédchst nochmal die wichtigsten Grundlagen aus der
Funktionentheorie 2 und verwendet dabei die Bezeichnungen aus [Kril2]. Das Ziel dabei ist, ers-
te Aussagen tiber ganze Modulformen zu Kongruenzgruppen herzuleiten mit dem Wissen tiber
die volle Modulgruppe I' und anschliefsend eine Dimensionsabschidtzung anzugeben. Im weiteren
Verlauf wird dann noch die Gruppe der Spitzenformen, eine Untergruppe der Menge der ganzen
Modulformen ndher betrachtet.

§1 Modulformen zu einer Kongruenzgruppe

Zunéchst erinnern wir an einige Grundlagen:

(1.1) Definition (Modulgruppe I')
Die volle Modulgruppe ist definiert durch

1‘:{(? Z) la,b,c,d € Z,ad —bc =1} =SL(2,2) o

(1.2) Definition (Hauptkongruenzgruppe)
Fir einn € Z ist

I'[n]:={M eT|M = E(mod n)}
die Hauptkongruenzgruppe (mod n). o

(1.3) Definition (Kongruenzgruppe)
Wenn es zu einer Untergruppe

ACT
ein n € IN gibt, sodass
Tn] C A,

heifst A Kongruenzgruppe.
Alle Kongruenzgruppen haben endlichen Index in T, da alle I'[n] endlichen Index in T haben. (vgl.
[KK07] Korollar 11.3.2). o

(1.4) Definition (Abelscher Charakter von A)
Ein Gruppenhomomorphismus
x:A—{zeCllz| =1}
heif3t abelscher Charakter von A.
Dabei heifst
x(M)=1VMeA

trivialer Charakter und wird mit 1 bezeichnet.

Ein abelscher Charakter wird als endlich bezeichnet, wenn es ein m € IN gibt mit x" =

Wenn I'[n] C A und x(M) =1 fiir alle M € T'[n] gilt, sagt man, dass x ein Charakter mod n von A
ist. o
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Wir betrachten zwei Beispiele fiir endliche abelsche Charaktere.

(1.5) Beispiel 4 b
Mit der Bezeichnung I'g[p] = {<c d) €T| c=0(mod p)} und A =Ty[p], p € P>, Primzahl ist

das LEGENDRE-Symbol ein abelscher Charakter:

p 1,  wenn d quadratischer Rest modulo p ist.
x(M) = () = —1, wenn d quadratischer Nichtrest modulo p ist.

0, wenn d Vielfaches von p ist.

Fir M, L € Ty[p] gilt

c-b+d-d v (d-d ltiplikatio [ d d
) = (g L) = (70) " (50) () (5)

= x(M)-x(L)
und es ist x(E) = 1, also ist x ein Gruppenhomomorphismus und mit x> = 1 (der Fall x(M) = 0
kommt nicht vor) ist x ein endlicher abelscher Charakter. o

Das folgende Beispiel ist insofern bedeutsam, da wir im spéterem Verlauf noch einmal darauf
zuriickkommen werden.

(1.6) Beispiel

0 —1 1 2
— - 2 o
R S N HE

{1, falls M € T[2],

M) =
xo(M)=1 ") falls M ¢ T[2).

Dabei wird I'[2] von —E, T? und JT?]~! erzeugt und es ist Ty = T'[2] UT[2] - J (vgl. [KK07] 11.3.4)),

also x9(T'[2]) = {1} und xo(T[2] - ) = {—1}.
Betrachte also die Homomorphismen

Xo:To — To/T[2], M — M mit xy(Ts) = {E,J}

_ 1, wenn M = E
X :To/T[2] ={E,J} — {1}, x5(M) = _
-1, wenn M =]
Dann ist xj o x4y = xs ein Homomorphismus mit x5 = 1, also ist xy ein endlicher abelscher

Charakter. o

Fiir den Beweis des ndchsten Lemmas benotigen wir noch eine Aussage tiber die Hauptkongru-
enzgruppe I'[n]:

(1.7) Bemerkung
I'[n] ist Normalteiler mit endlichem Index in ', d.h. M~ 'T[n]M = I'[n]. o
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Beweis
Als Kern des Homomorphismus ® : T — SL(2;Z/nZ), M — M ist I'[n] Normalteiler mit endli-
chem Index in T'. (vgl. [Kri12] XI.3.3, [KKO07] Satz I1.3.2) O

Damit kommen wir nun zum

(1.8) Lemma

Wenn A eine Kongruenzgruppe ist, so ist jeder abelsche Charakter mod n von A ein endlicher
Charakter. o
Beweis

Zunéchst verwenden wir den kleinen Satz von Fermat, nach dem fiir eine Gruppe G gilt, dass ¢/°l = e
fur alle g € G.

Desweiteren ist nach Bemerkung(1.7) I'[n] ein Normalteiler mit endlichem Index in T, also ist auch
der Index in A endlich. Es ist also auch A /T'[n] eine endliche Gruppe der Ordnung m bei geeigneter
Wahl von m.

Mit dem kleinem Satz von Fermat gilt also LT [n] = (LT [n])™ = T[n] fiir alle L € A, wobei I'[n]
das neutrale Element in A/T[n] ist. Also ist L™ € I'[n] und da yx als abelscher Charakter (mod n)
ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt x(L)" = x(L™) = 1. O

(1.9) Definition
Im folgendem seien nun A eine Kongruenzgruppe, x ein abelscher Charakter von A und k € Z.
Wenn fiir eine Funktion f : H — C gilt, dass

(MK.1) f holomorph auf H ist und
(MK.2) flxL = x(L)- f fir alle L € A, mit f|;L(t) = (c +dt) ¥ f(L7) gilt und

(MK.3) f|¢M fiir alle M € T bei co holomorph ist, also fiir alle > 0 ist |f[M(z)|, Im(z) > B
beschrankt

so heifst diese Funktion f ganze Modulform vom Gewicht k zur Kongruenzgruppe A und zum Charakter
X (vgl. [Kri12] XII.7) und [KKO07]. IL.1.4)

Die Menge aller ganzen Modulformen vom Gewicht k zu A und x ist ein Vektorraum tiber C und
wird mit My (A, x) bezeichnet.

Fiir den trivialen Charakter schreibt man auch M (A) := M (A, 1). o

Direkt aus der Definition erhilt man somit
My = Mg (T).

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel einer ganzen Modulform vom Gewicht 2 zur Kongruenzgrup-
pe I's und zum Charakter xy (vgl. Beispiel(1.6)).
(1.10) Beispiel
Mit 8(7) = ¥cp €77, T € H ist
ot e ]1\/12(1"19,)(19),

da gilt:
Die Theta-Reihe ¢ ist holomoph auf H und oo, da |}, e™"'T| beschrankt fiir Im(7) > B fiir alle
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B > 0. Damit ist auch ¥* holomorph auf H und co. Mit der Theta-Transformationsformel (vgl.
[Kril0] V1.5.4) folgt fiir die Erzeuger ], T? von T'y:

Ol (r) 28 T 1 6 1) = () - 64(0)
194|2T2( ) 19 (T2 ) _ 194(_(_'_2) FOURIngEntw. 194(’[) :Xﬁ(TZ) .194(_[)'

Fir T und U = —T]J folgt weiterhin mit [Kril2] Satz XII.4.14:

Hr+1) =0 (1) +12- 91— 2)

Wir erhalten also:

*TT) = S (t+1)

#Y2U(7) = 772 04 (1 - ) = —(8(7) — 8(0))*
Da die Theta-Reihen & holomorph in co ist, gilt dies auch fiir 94|, M fiir alle M € T.

Also sind (MK.1), (MK.2) und (MK_.3) erftillt. o
(1.11) Bemerkung

Mi(A, x) - Mi(A X') © Mg (A x - X0), 1)

da das Produkt von auf IH und oo holomorpher Funktionen wieder holomorph auf H ist, ist (MK.1)
erfiillt, und fiir beliebige f € My (A, x) und g € M (A, ') gilt

(f-Qlksl(t) = (cr+d)"FD(f-g)(L1) = (ct+d) " f(L1) - (cT+d) " g(LT)
= fleL(7) - gLiL(T
= x(L)-f(r)-x'(L)-g(7)

= x(L)X'(L)-(f-g)(7),

womit auch (MK.2) erfiillt ist. Desweiteren sind f|;M und g|yM in oo beschrankt und daher mit
obigen Umformungen auch (f - §)[xM = f|xM - g|xM fiir alle M € T, also ist (MK.3) erfiillt. o

(
)

Eine erste triviale Existenzbedingung erhdlt man, wenn man in (MK.2) L = —E schreibt:
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(1.12) Proposition
Es sei k € Z, A eine Kongruenzgruppe fiir die gilt, dass —E € A und y ein abelscher Charakter
von A ist.

Ist x(—E) # (—1)*, dann folgt My (A, x) = {0}. o
Beweis
Wir setzen —E in (MK.2) ein und erhalten:

fl(=E)(x) = (=17 f(1) = X(=E) - f(7)

= (_
= (=1)¥ = x(—E) oder f(t) =0V T € H.
Also gilt fir x(—E) # (—1), dass My (A, x) = {0} ist. 0

Mit Hilfe von Definition(1.9) erhalten wir einen Isomorphismus zwischen den ganzen Modulfor-
men zu A und den zu A konjugierten Untergruppen.

(1.13) Proposition
Es sei wieder k € Z, A eine Kongruenzgruppe, x ein abelscher Charakter von A und M € I'. Dann
gilt fiir xpr mit

am(K) == x(MKM™!) fiir alle K € M~'AM : 2)

XM ist ein abelscher Charakter von M~!AM und die Abbildung
D : M (A, x) = M(M'AM, xum), f = flkM, 3)
ist ein Vektorraumisomorphismus. o

Beweis
Wir zeigen zunichst, dass x s ein abelscher Charakter von M~1AM ist.
Esist K € M—1AM, also ist MKM~! € MM AMM~! = A. Man erhilt damit

Charakter von A

xm(K) - xm(L) = x(MKM™") - x(MLM™) X(MKLM™") = xum(KL)

Desweiteren ist M~ AM eine Kongruenzgruppe, da sie I'[n] enthalt (I'[n] C A Bemerkugg(1.7) I'n] C
M~1AM) und wie bereits gesehen ist x) ein abelscher Charakter.

Es miissen also noch (MK.1) bis (MK.3) tiberpriift werden:

Zu (MK.1): Sowohl f als auch T — (¢t + d)~* sind holomorph auf H, es folgt also die Holomor-
phie von f|yM = (ct +d)~*f(M7) auf H.

Zu (MK.2): Fur L € M~1AM existiert ein N € A, sodass L = M~ !NM.

FML(T) = (fleM)|(M™NM)(7)
= (fliN)[xM(7)
"= XN fleM(T)
R (L) fleM(T)
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Zu (MK.3): Esist (f|xM)[xN = f|xMN und da M € T istauch MN € T, also ist f|yMN holomorph
in oo, da f € Mg(A, x)-

Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung ® ein Isomorphismus ist:

® ist ein Homomorphismus und da aus f|;M = g|;M direkt f = g folgt, ergibt sich auch die
Injektivitat.

Fiir ein ¢ € M (M 1AM, xu) sei f := g|xM~! und dies ist in M (A, x), damit M~ €T

D(g) € M(MM 'AMM ™, xpp1) = Mi(A, x)

ist.
Mit f|yM = g folgt also die Surjektivitit. O

§2 Die Fourier-Entwicklung

Bei genauerer Betrachtung von (MK.3) aus §1 ist es sinnvoll, sich die Fourier-Entwicklung in
beliebigen Spitzen von A ndher anzuschauen, um dann mit deren Hilfe spater eine Dimensionsab-
schdatzung anzugeben.

(2.1) Satz
Seien k € Z, A D T'[n] eine Kongruenzgruppe und yx ein abelscher Charakter mod n von A. Zu
jedem f € My(A, x) und M € T besitzt f|;M eine Fourter-Entwicklung der Form

fleM(T) = Y ap(m; M) - 2™/, T € H, 4)
m=0

welche fiir jedes € > 0 auf der Menge {7 € H | Im(7) > ¢} absolut gleichm&gig konvergiert.
Dabei sind die Fourier-Koeffizienten a(m; M) eindeutig bestimmt und erfiillen

ap(m; LM) = x(L) - af(m; M) ftr alle m € No, L € Aund M €T. ()
o

Beweis
[[n] ist nach Bemerkung(1.7) ein Normalteiler in T, also gilt M['[n]M~! = T'[n]. Es gilt zudem
[[n] C A, also x|rj; = 1 und daraus folgt f[xN Nl X(N)-f Nl - f und damit ist f €

My (T'[n]). Mit Proposition (1.13) folgt dann f|M € M (T'[n]). Betrachte nun
g(T) :== flyM(nt), T € H.

Da nt € H, ist ¢ holomorph auf H und in co.
Esist T" € T'[n] und daher gilt:
glr+1) = flMnt+n)
= flM(T"(n7))
= (fEM)T"(n7)
M= flmin)

= g(7)
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somit ist ¢ periodisch mit der Periode 1. Nach [Kri10]V.4.3 und da g holomorph in co ist besitzt g
also eine FourIier-Entwicklung der Form

die fir Im(7) > 0 absolut gleichméfig konvergiert und eindeutig bestimmte Koeffizienten hat.
Wenn man nun in f|;M(nt) T durch © substituiert erhalt man

3G,) = FleM(T) = 3 aglms M)l

also die Behauptung.
Zeige zuletzt noch (5). Es ist:

fleLM(t) = (flkL)[xM(7)
= (L) fleM()
= x(L)- i og (m; M)e™me/n,
m=0
Die Behauptung folgt somit aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten. 0

§3 Der Ubergang zur vollen Modulgruppe

Nun werden zwei Moglichkeiten dargelegt, um aus ganzen Modulformen zu Kongruenzgruppen
ganze Modulformen zur vollen Modulgruppe zu konstruieren. Dazu eine rein algebraische Uber-
legung:

(3.1) Lemma

Es sei U eine Untergruppe einer Gruppe G mit endlichem Index m. Ist g, ..., g ein Vertretersystem
der Rechsnebenklassen von G nach U, also

G =] ug; (6)
=1

wobei es eine disjunkte Vereinigung ist und ¢ € G, so ist auch g1g, ..., gmg ein Vertretersystem der
Rechtsnebenklassen. o

Beweis

G besitzt genau m Rechtsnebenklassen nach der Untergruppe U nach Vorraussetzung.

Die Rechtsnebenklassen Ugy, ..., Ug sind paarweise disjunkt, und gébe es in Ug1g, ..., Ugng zwei
Rechtsnebenklassen mit Ug;g = Ug;g miti # j so wiirde auch Ug; = Ug; folgen, ein Widerspruch.
Also sind auch die g1g, ..., gmg ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von G nach U. O

Wir wenden diese Uberlegung nun auf Modulforman an:
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(3.2) Korollar
Seien k € Z und A eine Kongruenzgruppe vom Index m in I'. Desweiteren sei Mj, ..., M;, ein
Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von I nach A und sei f € My (A). Dann gilt:

1.

m

Sp(f) = Z%f\ij € My,
i

m

n(f) == [T fleMj € M.

=1

Sp(f) heift die Spur von f. o

Beweis

Aufgrund von f|xL = f mit L € A nach (MK.2) hingen die Definitionen von Sp(f) und 7t(f) nicht
von der Wahl der Vertreter der Rechtsnebenklassen ab. Denn seien M, M’ Vertreter der selben
Rechtsnebenklasse, so existiert N € A mit M = NM'. Da x(N) = 1ist folgt f|yM = f|;M .
Aufgrund von f[M € My(M~tAM) nach Proposition(1.13) ist f|;M holomorph auf H, also auch
die Summe.

Nach Lemma(3.1) ist M1 M, ..., M;, M ein Vertretersystem fiir beliebiges M € I'. Dariiberhinaus ist
Sp(f)[kM = XLy fkM;M und da die Darstellung vom Vertreter unabhéngig ist erhalt man so

Sp(f)[xM = Sp(f).

Da f|xM holomorph in oo ist, ist auch die Summe holomorph in co.

Mit
()M (T) = (ﬁﬂij) M(T) = (cT+d) ™ (ﬁf|ij> (M)
- ﬁf!ijM — n(f)
folgt dies fiir 77(f) analog. O

§4 Negatives Gewicht und ganze Modulfunktionen

Wenn das Gewicht k nicht positiv ist, so sind die Ergebnisse dhnlich den Resultaten zu M.

(4.1) Satz
Seien k € Z, A eine Kongruenzgruppe und yx ein endlicher abelscher Charakter von A. Dann gilt:

a) My(A, x) = {0}, fallsk <0
b) Mo(A) = C und My(A, x) = {0}, falls x # 1. o
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Beweis
Firm € Nmit " =1,k # 0und f € M (A, x) gehort g := " nach Bemerkung(1.11) zu My, (A).
Betrachten wir gemaf Korollar(3.2) 77(g) € My, mit [ := [ : A].

a) Aufgrund von lkm < 0 und [KKO07] Satz IIL.1.5 folgt 7t(g) = 0. Es ist 7(g) = [1iL; g[xM; = 0,
und aufgrund des Identiatssatzes gibt es keinen Nullteiler, es existiert also ein j mit g|M; = 0.
Damit ist dann g[;M;(t) = (¢t +d) ™% - g(M;T) = 0 und es folgt, dass ¢ auf H Null ist. Da
g = f™ gilt, muss also auch f = 0 sein.

b) Fiir die Konstanten gilt offensichtlich (MK.1) bis (MK.3), es gilt also C C My (A).
Zeige also noch, dass fiir jedes h € Mg(A) gilt, dass & konstant ist. Betrachte dazu i := h —
a;,(0) € Mo(A). Dann ist i = It|oE und a;(0,E) = 0. Ohne Einschréankung konnen wir M; =
E, ..., M, als Vertretersystem wahlen und es gilt:

! !
Jim (k) (iy) = ylgggh\oMj(iy) = lim (hloE(iy)) - ylggggh\oMjﬁy)
Mit Satz(2.1) und «;(0, E) = 0 folgt aus der absolut gleichméafigen Konvergenz der FOURIER-
Entwicklung auf H:

lim (h|oE(iy)) = ylgl;lo m;l a; (m; E) - e 2mmy/m —

Yy—roo

Man hat dann limy,« 77(h)(iy) = 0 und da 71(h) € My und My = C ist (k) = 0. So erhalt
man /1 = 0. h ist also konstant.

Sei nun x # 1. Aufgrund des ersten Teils folgt mit ¢ € My(A), dass g = f™ konstant ist. Also
ist auch f konstant. Aufgrund von (MK.2) ist also f = 0, ansonsten gédbe es ein L € A mit

X(L) #1und f|yL = x(L)f < f(i) = x(L) - f(i) ein Widerspruch.

§5 Positives Gewicht

Falls nun k > 0, das Gewicht also positiv ist, erhdlt man tiber die ersten Fourier-Koeffizienten
eine Abschitzung iiber die Dimension des Vektorraums ganzer Modulformen von Gewicht k zur
Kongruenzgruppe A und zum Charakter yx.

Dazu zunichst die Aussage iiber f anhand der ersten Fourier-Koeffizienten.

(5.1) Satz
Seien k € IN, A eine Kongruenzgruppe und yx ein abelscher Charakter mod n von A.
Sei A*:={L e Alx(L) =1} und I := [T : A*]. Ist f € M(A, x) und M € T mit

lkn
af(m,M) Ofiro<m < 15 (7)

soist f =0. o

10
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Beweis
Wir kénnen f € My (A, x) auch als f € Mg (A*) betrachten. Nach Korollar(3.2) ist dann 7t(f) €
M. Desweiteren kann man

g=m(f) = ) ag(m)e?™"

m>0

schreiben. Nach Satz(2.1) bekommt man
FIM(T) = Y ap(m; M) - 2/
m=0

Setzt man dies nun ein gilt bei Wahl eines Vertretersystems Mj, ..., M; von I'/ A, wobei ohne Ein-
schrankung M; = M sei:

I
n(f) = f\kM'l_!f\ij
=

0 . I oo '

Z af(m;M) . emeT/n H Z Déf(m; M]') . emer/n
m=0 j=2 m=0
m=[42]+

| o
(xf(m;M) . g2mimt/n H Z af(m; M]-) . p2mimT/n
1 j=2m=0

—_ E (Xg(m)ezmm'r

m>0
und mit Koeffizientenvergleich erhélt man direkt

ocg(m):Ofﬁrogmgil;.

Dann gilt bereits nach [Kri12] Korollar XII.4.7 ¢ = 0 und damit auch f = 0 analog zum Beweis von
Satz (4.1)a). O

Damit kénnen wir nun auch folgende Abschitzung fiir die Dimension von IMy (A, x) beweisen.

(5.2) Korollar
Es gilt

dim M (A, x) < [llkg] +1. o

Beweis
Wir betrachten den Monomorphismus

DCf(O, M)
¥ Mi(A, x) — CBIFL F o :
ar([52], M)

11
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Dann gilt

lkn

dim My(A, x) < dimCl#)1 = 35

+ 1L

Zeige also noch, Y ist ein Homomorphismus und injektiv.
Wegen (af + bg)|xM = af| M + bg|xM und der Eindeutigkeit der Fourter-Koeffizienten ist

an s (0, M) + bag (0, M)
Y(af +bg) = : =a¥(f) +b¥(g),
ang([53], M) + bag ([53], M)

also ist ¥ ein Homomorphismus.
Seien nun f, g € M (A, x) mit ¥(f) = ¥(g), also

ar(0, M) ag (0, M)

ar (13, M) wg([13), M)
und dies ist gleichbedeutend mit

af (0, M) — ag (0, M) 0

ap(B2]+1,M) — ag((%2],0M))  \o

Es gilt also af_o(m; M) = 0 ftr alle 0 < m < l{‘—;, also mit Satz(5.1) f — ¢ = 0 und demnach f =g,
also ist ¥ injektiv. O

§6 Spitzenformen

Seien k € Z, A eine Kongruenzgruppe und x ein abelscher Charakter von A. Wir nennen f €
My (A, x) Spitzenform, wenn f| M fiir alle M € T in co eine Nullstelle hat, also a¢(0; M) = 0 gilt
(vgl.[Kri12] XIL.1). Den Unterraum der Spitzenformen bezeichnen wir mit Sy (A, x).

Aus Proposition(1.13) folgern wir damit unmittelbar:

feESHAX), MET = f|yM € Sy (M 'AM, xum), (8)
Und falls f : H — C ist, definieren wir wie in [KKO07] I1I.1.5(1)
fiH=R, T (Imt)"2.|f(7)]. )

(6.1) Satz
Es seien k € IN, A eine Kongruenzgruppe, x ein abelscher Charakter mod n von A und f €
My (A, x) gegeben. Dann gilt:

a) f ist A-invariant, also f(Lt) = f(7) fur alle L € A.

b) Genau dann wenn f eine Spitzenform ist, ist f auf H beschrankt.

12
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) Wenn f € S(A, x), so gilt ap(m; M) = O(m*/?) fiir alle m € N und M € T. o
Beweis
zu a) Unter Verwendung von [Kril2]XI.1.1c) (Im Mt = ﬁfﬁﬁz Im 7) und (MK.2) aus §1 erhilt man
flLr) = (ImLt)*2-|f(L7)|
detL k/2
(mlmﬂ |f(LT)]
CET (Im )2 (e +d) - f(LT)|
= (Im0)*?|flL(7)|
(MK.2)
=7 (Im7)*2- [x(L) - f(7)]
Ix|=1
= (Im0)*?-|f(7)]
= f(7)
zu b) Wir wissen bereita aus [KK07], dass
U MF
1<j<I

mit [ := [[: A], A := {£L|L € A} und M;, ..., M; ein Vertretersystem der Rechtsnebenklas-
sen von I nach A ist.
Es gilt also:

f ist beschrankt auf H

f ist beschrankt auf F(A)
& f ist beschrankt auf M;F
& f(Mjt)ist beschrénkt fiir T € F.

Nun ist

Im(7)""%- | [ M;(7)]
yk/2 . ]f|ij(T)] mit T = x +iy

Und damit folgt weiter:

f(Mjt)ist beschrénkt fiir T € F
& Y2 - flkM;(7) ist beschrankt auf .

Desweiteren wissen wir, dass

f|kM i 2m'm'r/n’

13
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also

y*/2 . f|xM;(7) ist beschrénkt auf IF
=2 le(O,Mj) =0fur0<j <l

(21)

& Déf(O,‘M) =0VM e F(HN e 0<)< [: Dcf(O;M) = Déf(o; NM]') = X(N)Déf(O;Mj) = 0)

& f ist eine Spitzenform.

—_~—

zu ¢) Da f eine Spitzenform ist, gilt mit (8), dass f|;M eine Spitzenform und damit f|;M auf H
beschrénkt ist. Es existiert also nach b) eine Konstante C < oo mit

FleM(t) < Cfiirallet € H, M € T. (10)
Mit [Kril0] Satz V.4.3 und g(7) = f|yM(nT) ergibt sich
ag(m) = / ¢(T)e 2Ty
liy/n,iy/n+1]
= / fliM(nt)emT 4y
liy/n,iy/n+1]
t::Tn / f‘kM(t)e—Zm'mt/nldt
n
[iy,iy-+n]
t:ﬁ-iy 1

n
o /f!kM(x+iy)e—2mm(x+iy)/ndx
0

—_

n
— E . eany/n . /f’kM<x + iy)eme‘mx/ndx‘
0

Also ergibt sich fiir die FOurier-Koeffizienten von f nach Satz(2.1):

n
1 .
fle(m;M)] — |E'€2”my/n'/f|kM(X+iy)-ezmmxmdx]
0
1 n
. ;'eznm”/”-/lflkM(X+iy)-e‘z"im"/”ldx
0

S|

n
. g2mmy/n / FleM(x + iy)|dx
0

n
1 —
= - Cemmy/m g =k/2 /f!kM(x +iy)dx
0
n
< % . eany/n 'y—k/2 X /Cdx
0

le(my/n —k/2 C

Yy

14



Modulformen zu Kongruenzuntergruppen §6 Spitzenformen

Setzen wir nun y = % ein, erhalten wir

.C = 627'[/71 . mk/Z .C.

—k
(s )| < @/ L
- m

Somit folgt af(m; M) = O(m*/?). O

Zuletzt noch eine Aussage iiber Spitzenfromen zum Gewicht 2 iiber I'y[2].

(6.2) Korollar
Es gilt:

S2(Io[2]) = {0} o
Beweis

Es ist I')[2] eine Untergruppe von I' mit Index 3 und Vertretersystem E, ], U? (vgl.[Kri12] XL3).
Fir f € $5(T[2]) ist dann aber

n(f) = f-flo] - flaU* €S

nach Korollar(3.2) und da die Nullstellen in co im Produkt erhalten bleibt. Nach [Kril2] XII.4.1 ist
S aber gleich {0}, also ist f = 0.
Es folgt S5»(T0[2]) = {0}. O
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