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§1 Einleitung

Grundlage dieser Arbeit sind Ausschnitte aus dem Buch Elliptische Funktionen und
Modulformen, 2.Auflage von Koecher und Krieg. Es werden die Seiten 111, 115, 116
und 118-122 behandelt. Zu Beginn werden einige Ergebnisse aus der Funktionen-
theorie eingefiihrt, die fiir den weitern Verlauf wichtig sind. Zunachst wird das Ver-
halten von Kreisen unter gebrochen linearen Transformationen betrachtet. Im wei-
teren Verlauf richtet sich der Blickpunkt auf die obere Halbebene H. Insbesondere
wird die Automorphismengruppe der oberen Halbebene untersucht. In der oberen
Halbebene betrachten wir Orthogonalkreise und deren Verhalten unter den Auto-
morphismen von H. Dabei soll genauer auf die spezielle orthogonale Gruppe und
die Untergruppe der speziellen linearen Matrizen eingegangen werden.

Im Paragraph 3 ist das Ziel die Lange eines Weges in C bestimmen zu konnen.
Dazu wird eine Metrik, genannt die hyperbolische Metrik, eingefiihrt. Von dieser
Metrik werden einige Eigenschaften gezeigt und schliefSlich eine direkte Darstellung
gefunden.

§2 Einfithrung

Zu Beginn sollen einige Ergebnisse der Funktionentheorie angegeben werden, die
im Folgenden nur benutzt werden. Nachzulesen sind die Beweise beispielsweise in
[1] und [2].

Zunichst werden einige Notationen eingefiihrt.

Die obere Halbebene wird mit
H := {7t € C;Im(7) > 0}
bezeichnet, der Einheitskreis mit
E:={zeC;z| <1}
und fiir G C C ein Gebiet in C ist
Aut(G) := {¢ : G — G; ¢ biholomorph }
eine Gruppe beziiglich Komposition, genannt Automorphismengruppe.

Im Folgenden hat eine Matrix M € Mat(2 x 2, K) in der Regel die Form

(1Y
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mita,b,c,d € K.
Die spezielle orthogonale Gruppe vom Grad 2 ist definiert als
SO(2;R) := {U € GL(ZR); U ! = UT und det(U) =1}
und die Gruppe der speziellen linearen Matrizen vom Grad 2 in R als
SL(2;R) := {U € GL(2;R); det(U) = 1}.
Dabei ist SO(2;R) eine Untergruppe von SL(2;R).

(2.1) Definition
Fiur M € GL(2;C) ist die Abbildung

at+b

®,: C A, Mt i = ——,
M —-C, T— Mt o d

eine meromorphe Funktion auf C, die auch als gebrochen lineare Transformation
oder als Mobius-Transformation bezeichnet wird.
Ein Beispiel einer solchen Abbildung ist die Cayley-Transformation

T—1
T+1

chZH—)]E,TH

Diese Abbildung ist biholomorph mit

1
(®c) '=®-1:E—H, zn—>111Lz.

§3 Verhalten von Kreisen

Zu Beginn wird das Verhalten von Kreisen und Geraden unter gebrochen linearen
Transformationen betrachtet.

— Kreise und Geraden unter gebrochen linearen Transformationen —

Hier soll das Verhalten von Kreisen in C unter gebrochen linearen Transformationen
untersucht werden.

Nach [2] kann jeder Kreis in C durch eine Gleichung der Form
ATT+BT+Bt+C=0mit A,CER,A#0und BeC
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geschrieben werden. Des Weiteren hat der Kreis dann den Mittelpunkt m = —B/A
und den Radius r mit > = (|B|> — AC)/A2 Fiir A = 0 und B # 0 sind dies ge-
rade die Geraden in C. Umgekehrt stellt eine solche Gleichung stets einen Kreis
beziehungsweise eine Gerade da.

(3.1) Satz
Unter gebrochen linearen Transformationen geht die Menge der Kreise und Geraden
in C in sich tiber.

Beweis
Die gebrochen linearen Transformationen werden von den Abbildungen ¢, : T —

T4+a mita € R, und ¢ : 7 — —%, erzeugt. Somit gentigt es zu zeigen, dass unter
diesen beiden Abbildungen die Menge der Kreise und Geraden in sich iibergeht. Sei
T ein beliebiger Punkt eines Kreisbogens. Dann erfiillt T die Kreisgleichung

ATT+ BT+ BT+ C=0.

Es gilt

z=9(1) & ¢ (z2) =T
Dabei sind

1T 17— mita € Rund
PSRN
¢I . T-

¢

Fiir beide Abbildungen wird nun nachgerechnet, dass auch der Bildpunkt z eine
Kreisgleichung erfiillt. Zundchst wird die Abbildung ¢, betrachtet. Es gilt

ATT+BT+BTt+C=0
& Aiz—a)Z—-a)+B(z—a)+BEz—a)+C=0
&  Azz+ (—Aa+B)z+ (—Aa+ B)z+ Aa®> — (B+B)a+C =0
& ﬁzf—l—gz—l—ﬁf—l—é:O,
wobei _
A=A€cR,
B=—-Aa+BeCund

C=Aa*>~(B+B)a+CeER.
R
€
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Zudem gilt

IB|> — AC = A%4® — BuAx — BAx + BB — A%a® + BaAa + BAx — CA
= BB — CA > 0 nach Voraussetzung.

Und damit gilt 7 = @‘};fé > (0. Somit bleibt die Behauptung noch fiir die Abbildung

@1 zu zeigen. Dazu gehe man analog zu oben vor und erhilt:

ATT+BT+BT+C=0

—-1/-1 -1 —1
¢>A(—(—))+&—+B—+C:O
Z ya ya ya

1 _
AL gl glic—p
zZ z y4

& Czz+ (—B)z+ (—B)z+ A=0

i

o Azz+Bz+Bz+C=0,

wobei
A=CEeR,
B=-BeCund
C=A€cR
Zudem gilt
B - AC=|-B)-CA

= |B|2 — AC > 0 nach Voraussetzung.

Demnach ist 7 =

.
BEAC > 0. O

— Die obere Halbebene und der Einheitskreis —

Hier werden die Automorphismen der oberen Halbebene IH genauer betrachtet und
dann das Verhalten von Orthogonalkreisen unter diesen.

Die Automorphismen der oberen Halbebene IH sind genau die Abbildungen

opm:H — H, 7 — Mt, wobei M € SL(2;R).
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(3.2) Lemma
Die Gruppe Aut(H) wird erzeugt von den Abbildungen

Ty :T+— T+a,a € R der Translation,
D, :t — A1, 0 < A € R der Drehung und

1 )
[ :T — —— der Inversion.
T

Beweis
Mit [2], S.265 folgt

0 (T)_ar—kb_{@:%TJr%, wenn ¢ = 0
M - T Yat+b _ a 1 1
CT+d m_E_C_ZT+d/C’ Wennc#o

Tb/d o Da/d(T)/ wenn c =0
Tyjc0oDy/2010Ty/(T), wennc # 0.

(3.3) Korollar
Die Gruppe SL(2;R) wird erzeugt von den Matrizen

1 « A0 0 -1
(0 1),(xEIR, (O w),o;uem, (1 0).
(3.4) Definition

Ein Orthogonalkreis von H ist jeder in H gelegene Teil eines Kreisbogens bezie-
hungsweise jede Halbgerade in IH, der beziehungsweise die auf der reellen Achse
senkrecht steht. Im Falle eines Kreisbogens ist es ein Halbkreis mit Mittelpunkt auf
der reellen Achse.

(3.5) Bemerkung

Die Abbildung T — A1, A > 0, kann man aus den Abbildungen 7 — 7+ &, a« € R,
und T — —1/7, zusammensetzen. Dazu nutzt man die Hua-Identitédt, welche besagt,
dass mit Ay =1

wr=—A-[p—(r+A)7H7

Betrachtet wird die Abbildung D, : H — H, T — At. Dann existiert, da A # 0, ein
# € R* mit #*> = A und ein 57 € R mit uyy = 1. Des Weiteren sei T;,(T) = T + 1 und
I(t) = —7 1. Dann gilt

o(t) =At=pPt=—(—[u—(t+y)~""
=IoT,0loT,oloT,(1).

-1
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(3.6) Proposition

Unter den Automorphismen von H gehen Orthogonalkreise in Orthogonalkreise
tiber.

Beweis

Nach der letzten Bemerkung gentigt es, die Behauptung fiir die Erzeuger der Au-
tomorphismengruppe von IH zu zeigen, also fiir die Abbildungen T — —1/7 und
T — T + a. Dabei gilt die Behauptung fiir die Translation T — 7 4« fiir &« € R, da
es sich lediglich um eine Verschiebung auf der reellen Achse handelt. Somit bleibt
die Behauptung fiir T — —1/7 zu zeigen. Dazu erinnern wir uns daran, dass sich

jeder Kreis in C in der folgenden Darstellung schreiben ldsst. Dabei gilt fiir Ortho-

gonalkreise B € R, da der Mittelpunkt von Orthogonalkreisen m = —% € R ist,

da dieser auf der reellen Achse liegt. In dieser Kreisgleichung wird T durch —1/z
ersetzt, da fiir (1) = —1/7 gilt, dass ¢~ '(t) = —1/7. Folglich ist fiir geeignete

0#A,B,CeR
+
&S A (_—1 (_—1> +
z z
< Al—B 1+l) +C=
z z
& Czz+ (-B)(z+z)+A=0.
Fiir A := C,B:= —B und C:=A gilt g,g,é € R und
Azz+B(z+2)+C=0
ist ein Orthogonalkreis. Dabei ist A=0wenn C =0 ist, das bedeutet, dass Kreise
mit Mittelpunkt (0,0) und alle Geraden durch diesen Punkt auf Geraden abgebildet

werden. Fiir alle anderen Kreise und Geraden fiir die C # 0 gilt, ist das Bild ein
Kreis, da A # 0. ]

— M als homogener Raum —

Zujedem T € H, mit T = x + iy, existiert ein M € SL(2;R), mit T = Mi. Ein Beispiel

fiir ein solches M ist
M— 1 x VY 0 .
01 0o 1/ VY

Seien M, L € SL(2;R) zwei Matrizen mit T = Mi = Li. Mit ([2], XI(1.1)) gilt dann
(L=IM)i = i. Folglich existiert ein K € SL(2;R) mit L~'M = K. Somit erfiillt K auch
die folgenden Eigenschaften

M =LK und Ki =i.



Hyperbolische Geometrie §3 Verhalten von Kreisen

(3.7) Proposition
Fir K € SL(2;R) sind dquivalent:

) Ki=i
i) K = (_"‘ﬁ ‘i),mitzxz—i—ﬁzzl

iii) K € SO(2) := {M € SL(2;R); M orthogonal}

. .. L 1 —i . -1 _ ei(” 0

iv) Fir C := (1 ; ) gilt CKC™* = (O g—i<P>'
Beweis
)< ii)

Sei (f‘; ‘g) mit &, B, 7, € R. Dann gilt

Ki:i@((x 'B)i:i
v o

Sait+pf=—7+0di
& a=46,8=—vund, da K € SL(2;R), gilt det(K) = a®+ > =1.

ii) = i)
Da K € SL(2;R), gilt det(K) = a? + 2 = 1 und somit ist

Comp( )=

Also ist K orthogonal und somit K € SO(2).
iii) = ii)

) -7 «
Dabei folgt aus K € SL(2;R), dass det(K)= ad — py = 1. Zudem gilt, da K € SO(2),

dass K~! = KT. Somitista = 6,y = —B und folglich K = (—“,B ’5), mit a? + p% = 1.

Sei K=(j’; ‘B) € SO(2). Dann ist KT = <j'; ?) und K1 = _Miﬁy o —B\
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ii) = iv)
o

—p

=) (5 905
_ (1 —.i) ( (a +ip)/2 (a—iﬁ)/Z)
1 i (—B+ia)/2 (—B—in)/2

Dazu sei K = ( ’5 ) Dann folgt

_1(&-1—1}5—!—1’/3-1—0& «x—i,B—i—i,B—oc)
S 2\a+ifp—ifp—a a—if—if+u

N (a;iﬁ oc—oz'ﬁ)
_ (e;‘P 69,.4,),

da |a +iB| = 1 und folglich & + if = €', fiir ein ¢ € Rund a — i = & + i = e~ '%.
(iv) = (ii)

ip
Es gilt CKC~! = (6 0

0 g—ifP) mit ¢/? = a + ib. Durch Rechtsmultiplikation von C

a b

und Linksmultiplikation mit C~! ergibt sich K = (b .

a? 4+ b* = 1.

) und da |e/?| = 1, gilt
0

Wie zu Beginn eingefiihrt gilt

SO(2;R) := {U € GL(ZR); U~ ! = U und det(U) = 1} und
SL(2;R) := {U € GL(2;R); det(U) = 1}.

Dabei ist SO(2;R) eine Untergruppe von SL(2;R). Denn die Einheitsmatrix E liegt
in SO(2;R), da det(E) = 1 und E = ET = E~!. AuBerdem gilt fiir M € SO(2;R)

det(M™!) = det(MT) = det(M) = 1 und mit (MT)T = M auch M~! = MT € SO(2;R).
Fiir zwei Matrizen M, N € SO(2;R) gilt

det(MN) = det(M)det(N) =1

10
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und wegen
(MN)™' = N"'M~' = N"M" = (MN)" gilt MN € SO(2;R).

Folglich ist SO(2;R) eine Untergruppe von SL(2;R) und es kann der folgende Quo-
tientenraum gebildet werden

SL(2;R)/SO(2;R) := {L*SO(2;R); L € SL(2;R)}.
Es liegt allerdings keine Faktorgruppe vor, da SO(2;R) kein Normalteiler ist. Denn

(1) }) € SL(2;R) und N = ((1) _01> € SO(2;R) gilt

wom= (o 7 (1 %) (0 1)
-(3' )0 1)

(-1 =2
S \1 1)
Allerdings ist

—1—2‘1_12#—11_—1—2T
1 1 - \-1 -1 -2 1) 1 1 '
Somit liegt M~!NM nicht in SO(2; R) und folglich ist SO(2; R) kein Normalteiler in

SL(2;R). Es liegt also kein Faktorraum sondern ein so genannter homogener Raum
Vvor.

Die Gruppe SL(2; R) operiert von links auf dem Quotientenraum SL(2;R)/ SO(2; R)
folgendermafsen

beispielsweise fiir M = <

(M,L*SO(2;R)) — (ML)SO(2; R) mit M € SL(2;R).

(3.8) Lemma
Die Abbildung

¢ :SL(2;R)/SO(2;R) — H, L +SO(2;R) — Li

ist mit der Proposition (3.9) eine unter der oben genannten Operation vertragliche
Bijektion.

11



Hyperbolische Geometrie §3 Verhalten von Kreisen

Beweis
Seien L,L € SL(2;R) und M € SO(2;R) mit LM = L. Dann gilt L * SO(2;R) =
L *SO(2;R). Zunichst wird die Vertriglichkeit der Abbildung unter der oben ge-
nannten Operation gezeigt:
¢((ML)SO(2;R)) = (ML)i

Mg@(LSO(2;R)) = M(Li) = (ML)i.
Dabei ist ¢ bijektiv, da ¢ injektiv und surjektiv ist. Zundchst soll die Injektivitat
bewiesen werden. Dazu seien L, L aus SL(2;R) mit

¢(L*SO(2Z;R)) = ¢(L *SO(2;R)

Li=Li

L' =i

es existiert ein M € SO(2;R) mit L™!L = M
= L*SO(2;R) = L*SO(2;R).

LUl

Die Surjektivitdt von ¢ folgt sofort aus Satz(3.9), den wir als nidchstes beweisen und
der besagt, dass zu jedem 7 € H eine Transformation N € SL(2;R) mit Ni = 7
existiert. ]

Daher schreibt man auch

H = SL(2;R)/ SO(2R).

Mit Hilfe der Proposition (3.7) kann zudem eine verschérfte Transitivitdtsaussage
bewiesen werden.

(3.9) Satz
Seien 71, » € H, 7y # 1. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes A > 1 und eine
eindeutig bestimmte Transformation 7 — M1, M € SL(2;R), sodass

MTl =i und MTZ = AL

Beweis
Nach [1], (VII (2.10),(2.11) und (4.3)) sind die Automorphismen von H gerade die
Transformationen

at+b

o mit M € SL(2;R).

(I)M:I[—I—>]H,TI—>

12
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1 —Re(Tl)

Fir 7j € H wahle N = \/m <0 Im(7)

) € SL(2;R). Dann gilt
q)N(Tl) = NTl =iund
T — Re(Tl)

CI)N(Tz) = NT2 = Im(Tl)

Gesucht wird nun eine Abbildung &, die i festhilt und Oy (1) auf Ai mit A > 1
abbildet. Mithilfe der Cayley-Transformation ist es moglich, dieses Problem in den
Einheitskreis zu verlagern. Das heifit gesucht ist nun ein Automorphismus von E,
der Null festhilt und ®¢(Pn(12)) geeignet abbildet. Denn es gilt

q)C(q)N(Tl)) = q)c(l) =0 € [E und
Pc(Pn(T2)) = p € E.

Sei also ¥ eine biholomorphe Funktion von E mit Fixpunkt Null. Dann hat ¥ nach
[1], VII(2.5) die Form

Y:E — E,z— e'zve[0,2m).

Also gilt
¥ (Pc(Pn(11))) = ¥(0) =0 und
¥ (@c(Pn(n2))) = ¥ (1) = ep,
wobei hier v = —arg(®c(Pn(72))) zu wihlen sei. Dann ist ¥(®c(Pn(T2))) =

el i =s € (0,1). Zuriick transformiert in H ergibt sich
D1 (F(Pc(Pn(m)))) = ¥e-1(0) =i und

P 1 (F(@e(@n())) = ¥e 1(s) = i1
ey

= AL

Dabei gilt mit s € (0,1), dass HS > 1. Somit ist die Existenz einer Matrix M mit
Mt = iund M1 = Ai gezeigt und es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen.

Um die Eindeutigkeit nachzuweisen, sei M’ € SL(2;R) und A’ > 1 mit
M/Tl =iund Msz = /\/i.
Dann gilt fir K = M'M~! € SL(2;R)

Ki =iund KAi = A,

13
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denn

MM =Mty =iund MM i = M0 =MNi.

Da K € SL(2;R) mit Ki = i, folgt mit der Proposition (3.7), dass K = (_{Xﬁ 5) mit
a? + B% = 1. Mit KAi = Ai gilt
x B\, aAi+p /-
= = A
(5 =228
& ari+ = Ni(—PAi+a)
& A = A und somit K = +E.

Damit ist die Transformation T — MT eindeutig bestimmt.

§4 Eine invariante Metrik auf H

In diesem Kapitel geht es um die Lange eines Weges in C. Es wird eine Metrik auf H
definiert, die so genannte hyperbolische Metrik. Um diese explizit angeben zu kon-
nen, muss im weiteren Verlauf das Doppelverhiltnis definiert werden. Zunéachst soll
die hyperbolische Metrik aber definiert und einige Eigenschaften aufgezeigt werden.
Dazu wird zunéchst die Definition eines Weges wiederholt.

(4.1) Definition
Eine Funktion v : [a,b] — H eines reellen Intervalls nach H heist Weg von y(a)
nach v (b), wenn v stetig und stiickweise stetig differenziebar ist.

(4.2) Definition
Im Gegensatz zur euklidischen Lange von 7y nennen wir

G

M= Vi)~ o)

die H-Lange oder hyperbolische Lange von 7.

Die hyperbolische Lange eines Weges ist unabhidngig von der Parameterdarstellung
des Weges.

14
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(4.3) Bemerkung
Fiir eine Matrix M € SL(2;R) wird die Abkiirzung

M’)’Z:q)MO’)/

genutzt. Aus der [1], (XI(1.1)) bendtigen wir diese Identitdten fiir gebrochenlineare
Transformationen

d det(M) det(M)

ECI)M(T) = ct+d)? und Im(M7) = mlm(r)
Mit diesem Wissen folgt
(M7 (2))'] _ [ @u(r(2)(1(2))]
Im(M7(2))  Im(v(z)) |(Cie§)]\f;)|2
det

7' (2)
Im(y(z))
Damit erhalten wir das niachste Lemma.
(4.4) Lemma
Fiir jedes M € SL(2;R) ist
L(M7y) = L(7).

Beweis
Um die Behauptung zu beweisen, gentigt es die gerade gezeigte Identitit einzuset-
zen. Es ergibt sich

p
_ [ MY @)
L) = / I (M(£)) ¢

/
" T
= L(7). O
(4.5) Definition
Fir z,w € H wird
|z;w|, := inf{L(7); ¥ Weg in H von z nach w}
der H-Abstand oder der hyperbolischen Abstand von z und w genannt.

15
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(4.6) Lemma

Der hyperbolische Abstand von z und w definiert eine Metrik auf IH, die H-Metrik
oder hyperbolische Metrik. Die so definierte Metrik besitzt folgende Invarianzeigen-
schaft

|Mz, Mw|;, = |z,w|;, fiir M € SL(2;R).

Beweis
Die Invarianzeigenschaft folgt sofort mit (4.4), denn mit L(y) = L(Mvy) gilt

|Mx, My|, =inf{L(7y), v Weg von Mx nach My}
=inf{L(M17),y Weg von Mx nach My}
=inf{L(7Y),y Weg von x nach y }
=[x yln-

Nun wird gezeigt, dass es sich bei dem hyperbolischen Abstand um eine Metrik
handelt. Dazu werden die folgenden Punkte bewiesen:

1 [x,y[n =0
2 lxylh=0&x=y
3 [x,yln < |x,zl[n + |z, yln

4 |x,yln = ly, xln

Zu 1): Fir x # y existiert mit Satz (3.9) ein M € SL(2;R) mit Mx = i und My = Ai,
A > 1. Mit der Invarianzeigenschaft gilt dann

%, yln = [Mx, Myl = [i, Ail, > 0.

Denn im nédchsten Satz wird gezeigt, dass |i, Ai|;, = log(A) und da A > 1 ist, ist dies
grofier Null. Der Fall x = y wird in Punkt 2) bewiesen.

Zu 2): Aus 1) folgt sofort, dass fiir x # y der hyperbolische Abstand |x,y|;, > 0 ist.
Es gentigt also zu zeigen, dass |x, x|, = 0. Dies ist erfiillt, da fiir den Weg v : [0,1] —
H; 7 +— x gilt,
=0
(@]
f)/
x,xX|p = | —=d¢ =0.
o s Im7y(8)

16
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Zu 3): Es gilt

|x, y|, =inf{L(7), v Weg von x nach y}
<inf{L(+y), ¥ Weg von x nach y und geht durch den Punkt z}
=inf{L(y),y Weg von x nach z und von z nach y}
=inf{L(y),y Weg von x nach z} + inf{L(vy), ¥ Weg von z nach y}
=[xzl + |z yln-

Bleibt noch Punkt 4) zu zeigen:

Zunidchst wird dazu eine Zwischenrechnung bewiesen. Dazu sei y ein Weg von x
nach y, das hei3t v : [4,b] — H mit y(a) = x und (b) = y, dann ist v~ : [a,b] —
H, t — v(b+ (a — b)t) der Riickweg von y nach x. Dann gilt mit Substitution von
s=b+ (a—1t).

t

b —\/
= [

[ W+ a=D)
/ Imy(b+ (a—1t))

_ el
b/ d

Im 7 (s)

b
7' ()]
/Im’y(s)ds

v)-

AN

Damit erhélt man 4), wenn man in (x) das gerade gezeigte einsetzt, wie folgt
|x, y|, =inf{L(7),y Weg von x nach y}

© inf{L(vy),y Weg von y nach x}
=y, x|p- O

Wegen der genannten Invarianzeigenschaft heifdt diese Metrik auch die invariante
Metrik. Fiir den weiteren Verlauf benétigen wir die folgende Proposition.

(4.7) Proposition
Zu zwei verschiedenen Punkten z, w € IH gibt es genau einen Orthogonalkreis durch
z und w.

17
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Beweis

Nach (3.9) und (4.6) genitigt es die Behauptung fiir die Punkte z = i und w = iA, A >
1 zu beweisen. Denn fiir alle z,w € H existiert ein M € SL(2;R) mit Mz = i und
Muw = Ai. In diesem Fall ist die Halbgerade {iy : y > 0} der einzige Orthogonalkreis
durch die beiden Punkte.

O

-
>
~
=

Abbildung 1: Orthogonalkreise in IH

Im Folgenden bezeichne v, den Orthogonalkreis von z nach w. Dieser ist in der
IH-Metrik die kiirzeste Verbindung zwischen z und w. Damit entsprechen die Or-
thogonalkreisbogen den Strecken in der euklidischen Geometrie.

(4.8) Satz
a) Fur z,w € H gilt |z, w|;, = L(yzw) und 7z ist bis auf Umparameterisierung
der einzige Weg in H mit dieser Eigenschaft.
b) Es gilt |i, Ai|, =logA, A > 1.

Beweis
Sei z # w. Dann sei M nach (3.9) mit Mz = i und Mw = Ai, A > 1. Dann folgt
M, = i ri- Es bleibt zu zeigen, dass

i, Ai|y, = L(viai) =

Tt~

1
—d¢ = logA.
z ¢ g

18
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Dabei gilt L(y; »;) fl 1d§ logA mit ;5 : [1,A] = H, t — it, denn

A
|')’1/')u'( )‘

—dt
Im Yi, /\z( )

L(vixi) =

H-Ih—\

/\
[
A
/ = logA.

1

Somit belbt noch |7, Ai|;, = L(7; i) zu zeigen. Dazu sei 7y ein Weg in H, der i und Ai
verbindet, mit Parameterdarstellung v = (&), « < ¢ < Bund y(a) =i, y(B) = Ai.

Dann gilt mit (&) = x(&) + iy({)

()

Das bedeutet L(y) > log(A) = L(1y; ;) fiir alle Wege die i und Ai verbinden. Folglich
gilt |i, Ai];, = log(A). Zuletzt ist noch zu zeigen, dass v; ); der einzige Weg mit H-
Lange log(A) ist, der i und Ai verbindet. Dazu betrachtet man die gerade gezeigte
Abschidtzung und zeigt, dass die Gleicheit nur fiir 7; ); gilt. Bei der Ungleichung
1) gilt die Gleichheit genau dann, wenn x’ = 0 gilt. Das heifit, dass der Weg nur
senkrecht verlaufen kann. Dabei kann sich die Richtung nicht d&ndern, da sonst bei
Ungleichung 2) nicht die Gleichheit gilt. Damit folgt aber y’ > 0 fiir fast alle . Damit
ist 7; »;, bis auf Umparameterisierung, der einzige Weg  mit L(7y) = log(A).

0]
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— Explizite Formeln fiir den H-Abstand —

Es seien z, w € H, dann definiert das Doppelverhiltnis

D(z,w) :=

zZ—w
Z—W
Fir alle M € SL(2;R) gilt dann mit [1], (XI(1.1))

lxMzMwy:ﬁglﬂgl

(z —w)

(cz+d)(cw+4d)

\(cz +d)(cw+4d)
1

= D(z,w).

zZ—w

zZ—w

Aufierdem gilt fiir A > 1

D(i, M) =

i—i)
i+m‘
1-A
b
A-1
=

Mit (3.9) existiert fiir alle z,w € H ein M € SL(2;R) , sodass

D@ﬂgsz&JmozD@Aoz%i%emJ)

Folglich gilt
0<D(z,w) <1.

Mithilfe des Doppelverhiltnisses ist es nun moglich eine explizite Formel fiir den
H-Abstand anzugeben.

(4.9) Proposition
Fiir alle z,w € H gilt

1+ D(z,w) |z —w| + |z — w|
= log

,wl, = log—— 2 — — :
2wl %81 — D(z,w) |z —w| — |z — w|

20
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Beweis
Mit (3.9) darf wieder von z = i und w = Ai mit A > 1 ausgegangen werden. Es ist
bekannt, dass |i, Ai|;, = log A gilt. Damit folgt die Behauptung aus

(T pii) ~s (1)

A+1

AL14A-1
_ p S
= log ( AF1—A+1 )

A+1

(2]

= logA. [

Die Invarianz-Beziehung des hyperbolischen Abstandes ldsst sich nun noch ver-
scharfen.

(4.10) Satz
Fiir zwei Punktepaare (z,w) und (z/,w’) in H x H sind dquivalent:

i) |z, wly = |2/, @',
ii) D(z,w) = D(z/,w’)
iii) Es gibt ein M € SL(2;R) mit Mz = z/ und Mw = w'.

Beweis
i) = ii)
Wie gerade gezeigt wurde, gilt |z, w|, :logHDE ; Demnach folgt aus |z, w|, =
|Z /w/|h
1+ D(z, 1+D(Z,w
) )
N 1+ D(z,w) :1+D(z’,w’)
1—D(z,w) 1-D(z,w")
& (1+D(zw))(1-D(Z, ) = (1+D(z,w'))(1 - D(z,w))
& 1+ D(z, w) D(Z,w'") — D(z,w)D(z',w') =1-D(z,w)+ D(Z,w') — D(z,w)D(Z',w'")
& 2D(z,w) —2D(Z,w') =
& D(z,w) = D(Z,a).
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ii) = i)
Nach Voraussetzung gilt D(z, w) = D(z/,w") und somit folgt sofort

B 14+ D(z,w)\ 1+D(w")\ _ .,
o =1 ) <o) =

i) & iii)
Mit Satz (3.9) existiert zu 7, 7" € H ein M € SL(2;R) mit
Mt =iund Mt = Ai , A > 1.
Somit existieren zu z,w € H ein M und ein M’ mit
Mz = i und Mw = Ai sowie
M'w =iund M'w = A'i.

Da aufSerdem |]\7Iz, ]\7Iw|h = |z, w|y, gilt, reicht es, die Behauptung firz =2’ =i, w =
Aiund w' = A'i mit A, A’ > 1 zu zeigen. Es gilt, mit |z, w|, = |2/, w'|;,

|z, w|, = |Mz, Mwl|;, = |i, Ail, = |2/, @], = |[M'2, M'w'|;, = |i, \'i|,

Da bekanntlich |7, ui|;, =logy, folgt daraus logA =logA’ und somit A = A’. Weiter
folgt
Mz =i = M’z und
Mw = Ai = M'w'
= M Mz=27und
= M 'Mw=u

Damit folgt iii) aus i) mit M = M’~*M. Die Riickrichtung folgt aus der Invarianzei-
genschaft der hyperbolischen Metrik. U

Die oben bewiesene Proposition liefert uns noch ein weiters Ergebnis.

(4.11) Proposition
Jedes Kompaktum K von H ist enthalten in einer H-Kreisscheibe mit dem H-
Mittelpunkt i

Diy:={zeH;|zi|, <r}, r>0.
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Beweis . .
Nach der Proposition (4.9) ist die Abbildung z — |z,i|;, = log%
nimmt somit auf jedem Kompaktum K ihr Maximum r an. Somit ist K in D;, ent-
halten. O

(4.12) Definition
Es wird

stetig und

Keri={weH;|z,w|,=r}mitze Hund r >0

ein H-Kreis mit H-Mittelpunkt z und H-Radius r genannt.

Mit dem gerade gezeigten Satz (4.10) folgt

M,CZ,V I:{MZU,'ZU € ICZ,V}
={Muw; |z,w|, = r}

MéO){Mw; |Mz, Mw|;, = r}

:ICMz,r-

(4.13) Lemma
Jeder H-Kreis ist ein euklidischer Kreis in H und umgekehrt. Fiir z = x + iy € H ist
w=u-+iv € kK, r > 0 gleichwertig mit

1452 \? 25y \° el —1
2

(u=x) (U_l—s2y) _(1—32 T e
Beweis

Zunichst ist w € K, mit D(z,w) = s gleichbedeutend, da

wl, =1 & logit2Z®) _
P 51-D(zw)
1+D(z,w)
< 1-D(z,w)
& 1+ D(z,w) =¢(1—-D(z,w))
< D(zw)(l1+4e€)=¢ -1
& D(zw)—er_l—s
e+ T
Dabei gilt zudem die folgende Aquivalenz
e —1 1+s
s = P Sr= log(l_s).
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Nun ist es moglich zu zeigen, dass ein H-Kreis dquivalent zu einem euklidischen
Kreis in H ist.

D(z,w) =5
|Z—ZU| =3
@ -
&z —w| =s|z —w|
Sy (x—up+(y - o) = sy/(x =)+ (y+0)?
-+ (y-o)’ =[(x )’ + (y +0)7]
&1 - (x—u)*+(y—0)° =s*(y +v)?
o, y—0)? _ 2y +0)?
Slr—u)y+ 1—s2 o 1-—¢2
o =P Sy+o)? B
S(x—u) + 2 12 =0
22,2 2 2 2.2
@(x—u)2+y s°Y° — 2yv + 25°yv + v — §°V _

1—3s2

e(x—u)?+0* 20

1+s2 o ((A+)y\
=YY +( 1—s2 )

elx—u) + (v— (1j22)y)2

Damit ist genau dann w € K, 7 wenn

1—3s2

2sy 2
1—s2) "

0
(L)’ s
(

1452, 2 2sy 2
1_52)]/) :(1_52) :

Dabei liegt der euklidische Kreis komplett in IH, da der Radius U Kleiner ist als die

1—s2
y-Koordinate des Kreismittelpunktes %fzi y, da mit s < 1 gilt, dass 2sy < (1 +s?)y.

Somit ist gezeigt, dass jeder IH-Kreis ein komplett in IH gelegener euklidische Kreis
ist. Nun wird von einem euklidischen Kreis mit Mittelpunkt a + ib und Radius 0 <
p < b ausgegangen. Dann sei s so gewdhlt, dass gilt

iz wlp=re (u—x)2+ (v—(

2s 0 . 1—s2
T :E<1undwahlez:a+zl+szb.
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Die Eindeutigkeit von 0 < s < 1 gilt, da
2s  _p
1+s2 b
& §f— 25% +1=0

b+ /b% — p?
0

= 81/2:

mit pg-Formel. Dabei gilt da p < b, dass \/b?> — p? und s1,, = bty 0 Vsz_pz < 1.

/b2 2
Zunidchst wird s1 = w < 1 betrachtet. Das fiihrt allerdings zu einem Wider-
spruch zu p < b, denn es gilt

/2 — 2
s1=—bjL ﬁ P <1

& b+ /b2 —p2<p
& \/ PP —p?<p—b.
DN

_\/—/
>0 <0
_ 2_ 52
Also gilt s = sp = # < 1. Durch Einsetzen von x = Re(z) und y = Im(z)

ergibt sich mit p = £b

14 s2

(—a)+ (0—b)? = ( 25 b)z.

1—s2
1—s2

(—a)+ (0—b)? = (1 - (;22)5)2

Durch analoges Riickwartsrechenen der obigen Rechnung ergibt sich die Behaup-
tung. U

Erweitert man die rechte Seite mit ( ) erhélt man
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