Fagnano-Integral und Weierstrafd’sche o-Funktion
Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie II, 07.01.2013

Jonas Gallenkdmper

Ziel dieses Seminarbeitrags ist, das FAGNANO-Integral zu berechnen und dessen Zu-
sammenhang zu speziellen Gittern, sowie weitere entsprechende Resultate zu erar-
beiten. Weiter wird eine Einfiihrung der WEIERSTRASSschen o-Funktion vorgenom-
men, die in den folgenden Vortrdgen eine zentrale Rolle spielen wird.

Die Ausarbeitung richtet sich nach dem Werk “Elliptische Funktionen und Modul-
formen” von Max KoEcHER und ALoys KRigG [1].

§1 Bekannte Definitionen

Wir werden zunéchst zwei bekannte Definitionen der vergangenen Vorlesungen wie-
derholen.

(1.1) Definition (Gamma-Funktion)

Sei s € C, Re(s) > 0, dann ist die Gamma-Funktion wie folgt definiert:

(o)
T'(s):= /ts_le_t dt.
0 o
Diese ist wohldefiniert, wie wir in der Funktionentheorie I bereits gesehen haben.

Stets sei () = Zw; + Zw» ein Gitter in C und (w1, wy) eine Basis von Q).

Damit erinnern wir an die
(1.2) Definition (Weierstrafd’sche g-Funktion)
Wir definieren zu Q)

p(2) == pz) =22+ L (z-w)?-w?)
weO\{0}
furallez € C\ Q. o

Die Reihe konvergiert auf jedem Kompaktum in C, das keine Gitterpunkte enthalt,
absolut gleichméfiig (vergleiche [3] X.(3.4)).
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§2 Das Fagnano-Integral

Den Ursprung des FAGNANO-Integrals findet man in der folgenden Fragestellung:
Wie ist es moglich,

X
/ dt
) \/p(t)
zu berechnen, wobei p ein reelles Polynom dritten oder vierten Grades sei.
In der Analysis II haben wir diese Fragestellung bereits fiir Polynome von erstem

und zweitem Grad mit rationalen, trigonometrischen, hyperbolischen Funktionen
und der Exponentialfunktion gelost, wie zum Beispiel

X
dt L
——— =sinh™ (x).
0/ Vi2+1 (x)

FaGNANOs Integral ist nun wie folgt definiert:

(2.1) Definition (Fagnano-Integral)
Fiir x € [0,1] sei

Zur Berechnung des FagNaNo-Integrals beginnen wir mit dem Spezialfall F(1) in
der

(2.2) Proposition

Es gilt
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Beweis

Wir beginnen mit der Wohldefiniertheit des mittleren Integrals und zeigen dann die
beiden Gleichungen.

Esgilt1—t* = (1—t)(1+t++>+13) > 1—t > 0 fiir alle t € [0, 1]. Wir schétzen ab:

1 1

1
— 21— t’o -

0

also konvergiert das Integral nach dem Cauchy-Kriterium.
Fiir die erste Gleichung betrachten wir die Substitution x = +~2 und erhalten

Zum Beweis der zweiten Gleichung beginnen wir rechts mit

(0]

F(1/4)2:/x fe " dx - /y e Y dy

://xy e~ () dx dy
00

_ / (xy)~Te (HY) gp,
]R+><R+

wobei wir FUBINT im letzten Schritt anwenden. Nun nutzen wir die Transformati-
onsformel fiir Kreise, welche aus der Analysis III bekannt ist. Wir betrachten den
Diffeomorphismus

2 2
Y :(0,00) x (0,71/2) = R} xRY, (r,¢) — <:2;?§2((:PP))> '
Es gilt
— 2rcos?(¢p) —2r%sin(¢) cos(¢)
- <2rsin2(¢) 2r% sin(¢p) cos(¢p) )
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und damit

| det(DY)| = ]2r3 c0s2(4>) sin(2¢) + 23 sin2(¢) sin(2¢)|
= |2r%sin(2¢) (cos?(¢) + sin?(¢))]|
= 2r3sin(2¢),

wobei wir sin(¢) cos(¢) = 1 sin(2¢) und sin(2¢) > 0 fiir ¢ € (0, ) genutzt haben.
Nun wollen wir uns wieder unserem Integral zuwenden:

/ (xy)*%e*(”y) dA

= / (r* cos?(¢) sin2((p))_%e_rz(sm2(¢)+cosz(4’))2r3 sin(2¢) dA
(

sin(2
(0,00)%(0,7) 2
oo 5 .
- 4\/§/e’2dr/ ——— dg
, . sin(2¢)
%
— 42 / ! de,
2 s /sin(2¢)
wobei wir
/ e dr = 7 (siche [5], Seite 334)
zusammen mit e = ¢ ()7 fiir das erste Integral genutzt haben, sowie

sin(2(§ +t)) =sin(2(F —t)) fur t € [0, F] fiir das zweite Integral.
Wir nehmen eine letzte Substitution

t = y/sin(2¢)

_arcsin(#?)

t
und d¢p = ——dt
2 4) V1 — t4

vor, also
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und erhalten

i 1
1 1 ¢t
—d¢p = / - dt
0/ sin(2¢) ¢ : tyvl—tt
P
-/ dt.
s V1-t
Insgesamt gilt also
1
1
r(1/47 =4v2r | dt,
(1/4) [ A=
was dquivalent zur Behauptung ist. O]

Das gewonnene Wissen mochten wir nutzen, um die EISENSTEIN-Reihen zum Gitter
Zi + Z zu berechnen.

(2.3) Satz
Es gilt fiir Q:=Zi+ Z

8
[(1/4) sowie g3(Q)) =0.

$(Q) = —5 o

Erinnerung: Fiir ein Gitter () in C mit Basis (w1, w;) haben wir in der Funktionen-
theorie II g» und g3 wie folgt definiert:

2= (w1, wn)) = g2(Q) :=60- G4(Q) := 60 - Z w™* und
weO\{0}

g3 = g3((wy, w2)) 1= g3(Q) := 140 - G¢(Q) :=140- Y w™ .
we\{0}

Weiter werden wir folgende Ergebnisse der Funktionentheorie II nutzen.
Fiir 0 # A € C gelten

$2(AQ) =A"*%(Q) und g3(AQ) = A"°g3(Q) (1)

(vergleiche [3], Seite 245).
Den Zusammenhang zur p-Funktion zeigt die Differentialgleichung aus [3] X.(3.6):

% =40 — 90 — g5 (2)
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Zudem waren ¢, g3 fiir T € H:= {z € C| Im(z) > 0} wie folgt definiert:

(1) == g((1,1)) = % (1 + 240 - i o3(m) ezmmT> und 3)
m=1

52(0) = ga((r 1)) = FL (1 ~504- Y as(m) ehf””) @
m=1

mit der RtEmaNNschen o-Funktion

os(m):=)_ d° seR

deN

dlm
(vergleiche [3], Seite 249).
Hier ist Vorsicht geboten, letztere nicht mit der WeiErRsTRASSschen o-Funktion aus
dem 3. Paragrafen zu verwechseln.
Fiir unsere speziellen Gitter Zi + Z und spéter Zp + Z stimmen die Definitionen
der g» und g3 mit T = i, beziehungsweise T = p liberein.
Weiter seien fiir k = 1,2, 3 und einer Basis (w1, w»)

e = p(wr/2) mit w3 (= W+ wy

definiert.
Kommen wir nun zum

Beweis
Mit Q = Zi+ Z = i(Zi+ Z) und (1) folgt sofort

$(Zi+27Z)=g3(i(Zi+2)) =i %¢(Zi+Z) = —g3(Zi + Z),

also g3(Zi+Z) = 0.
Mit (3) erhalten wir

: L (2n)t s _
2(Q) =g(Zi+Z) = (i) = ( 12) (1 +240- ) o3(m)e 2”’”) > 0.
m=1
Damit existiert nun nach (1) ein A € R, sodass g2(AQ)) = 4 gilt.
Weiterhin gilt mit (1) g3(AQ)) = 0.
Im néchsten Schritt bringen wir das Polynom 4x® — 4x = 4x(x —1)(x + 1) (vergleiche
(2.2)) mit eq, e und e3 in Zusammenhang. [3] X.(3.13) liefert uns

4% —gox — g3 =4x° —dx =4dx(x — 1) (x +1) = 4(x —e1)(x —e2) (x —e3),
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und da e; < e3 < ep nach [3], Seite 245 gilt, erhalten wir ey = —1, p(A/2) =ex =1
und e3 = 0. Weiter ist nach [3] X.(3.22) g reell und ¢’ < 0 auf (0,A/2), also p streng
monoton. Eben dieses Resultat aus [3] besagt zudem lim, | p(x) = .

Mit der Substitution x = p(t) berechnen wir nun

0

i @' ()
1/ 4x3 4x /\/4p —4p(t) at

A/2
A2

/ %4@ p(t) "

/\/2
B 0
-/ \/ A0 — 40 " ©)

wobei wir noch p"?(t) = 40%(t) — g2 (t) — g3 verwendet haben (vergleiche (2)).
Nun liefert uns Proposition (2.2)

I'(1/4)?

A=
24/ 27

und mit (1) folgt
r(1/4)8

__ 14 —
£(0) = Mg (A0) = .

Nun koénnen wir das FAGNaNoO-Integral, wie in (2.1) beschrieben, berechnen.

(2.4) Korollar
Fir QO =Zi+Z und 0 < R < 1 existiert ein ¢ € (0,1/2] mit

/ r(1/4) z
V1-— t4 2V2m
wobei § eindeutig durch
r(1/4)*
on(@) = TS ©)
bestimmt ist. o
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Beweis

Sei
_T(1/4)?
22

dann gilt g»(Q)) = 4A* und weiterhin g3(Q)) = 0 nach Satz (2.3).
Mit der Differentialgleichung o> = 40> — g2 — ¢3 (siehe (2)) und p := pq folgt wie
in (5) im Beweis zuvor

'(s)
A= A/\/ﬁlp gz@ 5) — _/\/\/4p — 4N (s )ds

Nun substituieren wir x = p(s) und danach x = A2/t? und erhalten mit (6)

[ee]

R R "
e=n [ A/ a=[ 2
VAx3 — ANy N
A2IR? VA4x3 — 4 4%x " /4)\6 4);22 A4 " 1—t

Die eindeutige Wahl in (6) ist nach [3] X.(3.22) moglich, denn demnach wird (0,1/2]
mit pq bijektiv auf [A?,00) abgebildet. Dazu beachtet man g n(Az) = A2pa(z)
(vergleiche [3], Seite 245) und somit pn(1/2) = A2p a0 (A/2) = A% mit prq(A/2) =1
aus dem letzten Beweis. U

— pl)y=1-1> —

Wir mochten im Weiteren die entsprechenden Ergebnisse iiber Sechseckgitter erar-
beiten. Dazu starten wir analog zur Proposition (2.2) mit dem

(2.5) Lemma
Es gilt

7 /1 _ J7T(1/6)
/ Vaxd—4 Om 6-T(2/3)
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Beweis

Die Existenz der Integrale folgt mit der gleichen Begriindung wie in der Proposition
Q2 firl—t=1-t)(FP+t*+L+2+tH)>1-t>0.

Zur ersten Gleichung geniigt erneut die Substitution x = t~2:

[ (1) ;dx_]"d_x

SVI=6 ) 28x) V1-a3 S Va4

Auch die zweite Gleichung wird mit demselben Verfahren wie in der Proposition
(2.2) gezeigt. Wir starten mit

[(1/2)-T(1/6) = //e(x+y)x1/2y5/6 dx dy.
00

Nun nutzen wir den Diffeomorphismus

r 2
¥ : (0,00) x (0,7/2) — R:. x R%, (r,¢) — (7:22((3)’))) .
Es gilt
B cosz((p) —2rcos(¢) sin(¢)
DY = (sinz(qb) 2r cos(q) sin(@)) )

und damit
| det(DY)| = |2rcos3(gb) sin(¢) + 2rsin® (¢) cos(¢p)]

= |2r cos(¢) sin(¢) (cos®(¢) +sin®(¢) )|
= 2rcos(¢) sin(¢),

da alle Faktoren positiv sind.
Angewendet auf das Integral erhalten wir somit

co 71/2

r(1/2)-r(1/6) = / / (rcos?(¢)) 12 (rsin?(¢)) > 02r cos(¢) sin(¢) dep dr

2

e "rY3sin"2/3(¢p) dep dr

o\%

1
12
=2 [ r V3" gy /31‘_2— dt

1
1
2/3/
VI
0

/
Z
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wobei wir die Substitution t = sin?/3(¢) im vorletzten Schritt genutzt haben. Nun
erinnern wir uns noch an I'(1/2) = /& (siehe [2] VIIL(3.8)) und erhalten die Be-
hauptung. O

Zur Vorbereitung der E1sENSTEIN-Reihen zum Sechseckgitter Zp + Z brauchen wir
noch eine Abschitzung zwischen der - und der {-Funktion.
Erinnerung: Die RtEMaNNsche {-Funktion wird wie folgt definiert:

()= (%) fiir s > 1.

n=0

Auch hier ist wieder wichtig, diese nicht mit der WEIERsTRASSschen (-Funktion aus
dem 3. Paragrafen zu verwechseln.

(2.6) Hilfssatz
Seien s > 1 und m € N, dann gilt

m < os(m) < {(s)m® o
Beweis
Es gilt

os(m) d\° & [1\°
— —_ < —_ —
oy (4) <L (5) —wo

dlm n=1
denn es existiert zu jedem d genau ein n mit % = %
Die erste Abschdtzung ist klar. O

Mit dieser Vorbereitung werden wir den folgenden Satz beweisen.

(2.7) Satz
Sei p = 1(1+iv/3). Es gilt

473 -T(1/6)°

$2Zp+2) =0 und g5(Zp+2) = 2550 v ¢

Beweis
Mit p? = p — 1 und (1) erhalten wir

§2(Zp+Z) = 8:(Zp+Z(p— 1)) = g2(p(Zp + Z)) = p* - $2(Zp + Z),

10
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also ¢2(Zp+2Z) =0,da p~* # 1 gilt.
Aus (4) folgt

_ _ (2n)® - rrim(1+iv/3)

m=1

. (27-[)6 - m —7Tm
= = (1—504.;“;(—1) os(m) e ﬂ)

Wir bemerken, dass o5(m) e~"™V3 gine monoton fallende Nullfolge ist, denn es gilt
mit Hilfssatz (2.6)

—n(m+1)v/3 5
os5(m+1)e ™" < (m+1> _5(5).6_7“/5
o5 (m) e=7mmV3

wobei {(4) = 7*/90 aus [2] VL(4.6) bekannt ist. Mit dem Lesniz-Kriterium folgt,
dass g3 positiv ist.

Mir der Identitdt in (1) folgern wir die Existenz eines A € RY, sodass das Gitter
Q = AM(Zp + Z) sowohl g3(Q)) = 4 als auch weiterhin natiirlich g>(Q) = 0 erfillt.
Im nichsten Schritt betrachten wir das Polynom 4x% —4 = 4(x — 1)(x* + x + 1). Es
ist x = 1 die einzige reelle Nullstelle. Zudem ist pn(x) = p(x) nach [3] X.(3.19) fiir
alle x € R\ Q reell. Damit gilt e; = p(A/2) = 1 nach [3] X.(3.13).

Weiter folgt lim, g p(x) = 0. Dazu betrachtet man wie im Beweis von [3] X.(3.22)
fiir e > 0 klein genug 0 < t < € und erhilt p/(t) = —2t3 4+ O(€) < 0, also muss der
Pol von p positiv sein.

Da nach [3] X.(3.19) sowohl p als auch g’ reell auf (0, A/2] sind und nach [3] X.(2.9)
A/2 die einzige Nullstelle von ¢’ auf (0,A/2] ist, ist p streng monoton fallend und
es gilt mit der Substitution x = p(t)

A

2
4O dt:/dt:&
.

0

T dx
1/ Vaxrd—4 ) \Jap3(t) — 4

N\>‘\O

Dabei schliefien wir den vorletzten Schritt wieder mit der Differtialgleichung aus
(2) p2(t) = 49°(t) — g20(t) — g3 und ©'(t)](g1/2) < 0 wie bereits im Beweis von

11
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Satz (2.3) in der Rechnung (5).
Mit Lemma (2.5) folgt nun

L VET(1/6)

3-T(2/3)
und somit aus (1)

_ 6. 4 -T(1/6)°
g3(Zp+Z) =A g3(Q) 36 °F(2/3)6 : 0

12
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§3 Weierstrafd’sche o-Funktion

Wir werden nun die WEIERSTRASSsche o-Funktion und ihre logarithmische Ablei-
tung, die WEIERSTRASSSChe (-Funktion einfithren. Diese werden in den folgenden
Vortrdagen weiter behandelt. Unser zentrales Ergebnis wird die LEGENDRE-Relation
sein.

(3.1) Definition (Weierstraf3’sche o-Funktion)
Zu einem Gitter Q) in C definieren wir das Produkt

o(z) == 0(zQ) =z [] <1— i) e tE(E),

0#we) w

Zur Wohldefiniertheit und den ersten Eigenschaften folgt eine

(3.2) Bemerkung
(a) Das Produkt der o-Funktion ist auf jedem Kompaktum in C absolut gleichmaéfig
konvergent.

(b) o ist eine ganze Funktion mit Nullstellen erster Ordnung genau in w € (.
(c) o ist ungerade. o

Beweis

Wir nummerieren die w € Q \ {0} nach ihrem Betrag aufsteigend und erhalten so
die Folge (ax)keny C Q mit limy 4 |ax| = oo . Dabei spielt die Reihenfolge fiir meh-
rere w gleichen Betrags keine Rolle.

Der WEIERSTRASSSche Produktsatz (siehe [2] VIII.(1.10)) liefert uns die Ergebnisse (a)
und (b), wobei man in dessen Beweis schauen sollte. Dort wird die absolut gleichma-
BBige Konvergenz auf jedem Kompaktum aus den in (a) gezeigten Voraussetzungen
allgemein gezeigt.

(a) Es gilt
00 3
PR e x s
k=1 |ak| weN\ {0} |ak|

tir alle R > 0 nach dem Konvergenzlemma ([3] X.(1.10)). Mit dem ersten Teil
des Beweises des WEIERSTRASSschen Produktsatzes folgt die Behauptung.

13
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1t aus (2], Seite unda spezie
(b) Mit E, aus [2], Seite 163 und speziell

B (2)=(1-2) i)

w
folgt die Behauptung aus dem WEIERsTRASSschen Produktsatz.

(c) Da mit w auch —w ganz Q) durchlduft, folgt bereits, dass 0(z) = —o(—z) gilt.x]

Als néchstes folgt die angekiindigte logarithmische Ableitung von ¢ in der

(3.3) Definition (Weierstraf$’sche {-Funktion)
Wir definieren

S A CI N 1 1 z
0(z) = (zQ) = o(z) z +w602\{0} (z oo’ w2>
tir z ¢ Q) (vergleiche [2] VIIL.(2.12)). o

Auch hier halten wir eine kurze Bemerkung fest.

(3.4) Bemerkung
Die Reihe in { konvergiert auf jedem Kompaktum, das keine Gitterpunkt enthilt,
absolut gleichmaflig. Zudem ist auch { ungerade. o

Beweis
Sei K ein solches Kompaktum in C, sowie

. z
C:=maX,cx |z|, und c:=min ,ci ‘——1‘.
we\{o} W

Da K keine Gitterpunkte enthalt, gilt c # 0.

Weiter ist
1 n 1 n z z2
z—w w w?  wiz—w)

und somit fiir alle z € K
1 1 z

<[c]*- )

Aus dem Konvergenzlemma (siehe [3] X.(1.10)) folgt die Behauptung.
Analog zur vorherigen Bemerkung erhilt man, dass { ungerade ist. [

14



Fagnano-Integral und Weierstrafy’sche o-Funktion §3 Weierstrafd’sche o-Funktion

Bevor wir zur LEGENDRE-Relation kommen, noch eine vorbereitende

(3.5) Bemerkung
Es gilt

Weiter ist 7 : () — C
N(w) = n(w;Q) = fz+w) —{(z), zeC\Q (7)

ein von z unabhéingiger Gruppenhomomorphismus. ©

Beweis
Wegen (3.4) erhalten wir fiir z € C \ Q)

Wegen p(z + w) = p(z) fir alle w € Q gilt

WD) — ozt w) + p(2) = —plz) + () = 0

fiir alle z € C \ Q). Also ist die Definition von # von z unabhéngig.
Weiter gilt mitz € C\ Qauchz+w € C\ Q fiir w € Q) und somit

n(w) + (@) =0((z + @) + @) = {((z+ @) +{(z + ') = L(2)
={(z+ (w+ @) = E(2)
= (w+ '),
also haben wir einen Gruppenhomomorphismus. [

(3.6) Satz (Legendre-Relation)
Es gilt fiir Q) = Zw; + Zwy

n(wa) - wy —n(wy) - wy =27, falls Im(wy/wy) > 0. o

15
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Beweis

Zum Beweis werden wir {(z) tiber den positiv orientierten Rand eines verschobenen
Periodenparallelogramms P := {(u; w1, wy) (vergleiche auch [3], Seite 220) integrie-
ren. Dabei sei u so gewihlt, dass 0 im Inneren von P liegt. Wir schliefien dann bereits
mit dem Residuensatz ([2] VI.(1.5))

/C(z) dz = 27ti,
P

da ¢ genau in der 0 einen Pol der Ordnung 1 in P hat, denn die Reihe von ( ist
holomorph in P.
Weiter gilt fiir das positiv orientierte Integral:

u+wyp U+wi 4wy U-+wq u
[i@az= [ i@a+ [ @d+ [ (@d+ [ (@)
oP u u+twy Uu+wi+wy u+wq
U+wy u
= / C(z) —C(z+wy)dz+ / C(z) = C(z+ wy) dz
u , utw .
1. und 3?, Integral 2. und ;rlntegral
(7)

= —f(w1) w2 = (wi - (=17(w@2))),
wobei wir die Integrationsrichtung wegen Im(w; /w2) > 0 eindeutig festlegen konn-
ten. Il

Als eine kleine Erweiterung notieren wir das
(3.7) Korollar
Fir w,w’ € Q gilt
Nw) o —nW) w e2niZ. o
Beweis
Zu Q) = Zwq + Zw, mit Im(wq/w;) > 0 wihlen wir a,b,a’,b’ € Z so, dass
w=a-w1+b-wpund ' =a"-w;+V - w; gilt. Wir benutzen die Homomorphie-
Eigenschaft (3.5) und rechnen
1)~ @
= a-n(w) & +b-yglw) & —a -ylw) w—-b nw) w
= ad -n(wy) wy+ab -n(wy) wy+ba -n(wy) - wy+bb -n(w) - ws
—aa' -y(wy) - wy —a'b-y(wy) - wy—ba-n(w) wy—bb -y(wy) - wy
= @b (glwn) @ — () @) +ab - () w2~ p(wn) @)
= db-2mi+ab - (—2mi) €2miZ

16
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nach der LEGENDRE-Relation (3.6). U]

Zum Schluss mochten wir noch die Auswirkungen von Dreh-Streckungen des Git-
ters auf o, ¢ und 7 festhalten.

(3.8) Korollar
Seien 0 # A € C und Q) ein Gitter in C, dann gilt:

(@) c(Az;AQ) = A -0(z,Q),
(b) Z(Az;AQ) = 1 -(z;,Q) und

(© 7(Aw;AQ) = . y(w; Q). .
Beweis
Zu (a):
z 2\2
0£werQ w
( Az ) £+l(£)2
= Az H 1—— ) - -erwm2\0w
0#£we) Aw
=A-0(z,Q).
Zu (b):
1 1 1 Az
(AzAQ) = —+ Y ( +_+_>
Az weACT {0} M —w w  w?
1 1 1 Az
T weg\‘,{o} (m too T —/\zwz)
= StT ( L1y i)
= % (2, Q).
Zu (c):

Seiz € C\ (), sodass Az ¢ (), dann gilt mit (b):
1(Aw; AQ) = L(Az + Aw; AQ) — Z(Az; AQ)

== ((z+w, Q) - (z0))

(w; Q). O

Hier werden die folgenden Vortrage ankniipfen.
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