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1 Einleitung

1 Einleitung

In diesem Vortrag werden wir uns ausfiihrlich mit der Weierstrass’schen Sigmafunk-
tion auseinandersetzen. Dabei werden wir zundchst ihr Translationsverhalten auf
einem Gitter () untersuchen, da diese Funktion an sich noch keine elliptische Funk-
tion zum Gitter () ist. Anschliefend werden wir mit Hilfe der Sigmafunktion die
elliptischen Funktionen iiber () etwas nédher charakterisieren konnen. Wir werden
einen Existenzsatz herleiten, der fiir gegebene Null- und Polstellen in einem Peri-
odenparallelogramm eine elliptische Funktion konstruiert. Dariiber hinaus werden
wir mit Hilfe der Liouville’schen Sitze zeigen, dass alle elliptischen Funktionen, die
die gleichen Nullstellen und Pole besitzen, sich nur um eine Konstante unterschei-
den koénnen. Somit lassen sich alle elliptischen Funktionen durch die Sigmafunktion
darstellen.

Als letzten grofieren Abschnitt werden wir dann einen Zusammenhang zur Wei-
erstrass’schen p-Funktion herstellen. Dabei lernen wir eine alternative Schreibweise
der p-Funktion sowie ihrer Ableitung kennen. Aufierdem werden wir eine Art "Wur-
zel" fiir eine Funktion finden, die eine elliptische Funktion zum Gitter 2() darstellt.
Als Abschluss dieser Arbeit werden wir dann die sogenannte Sigma-Relation herlei-
ten.

Die gesamte Ausarbeitung basiert dabei auf den beiden Abschnitten 2 und 3 im §3
des Kapitels I in [2]. Wir werden ebenfalls hdufiger niitzliche Resultate und Defini-
tionen aus dem Skript [1] verwenden.
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2 Grundbegriffe

Bevor wir uns dem eigentlichen Transformationsverhalten der Weierstrass’schen Sig-
mafunktion widmen, mochte ich zundchst an dieser Stelle die wesentlichen Begriffe
aus den bisherigen Vortragen wiederholen. Dabei sei () stets ein Gitter in C und wir
konnen direkt den wichtigsten Begriff dieser Ausarbeitung definieren:

(2.1) Definition.
Die ganze und ungerade Funktion ¢ : C — C mit

0(z) :=0(z,Q) =z H (1—5) - exp (E—i—% (5)2)

0£wen w

heifst die Weierstrass’sche Sigmafunktion. Sie ist auf jedem Kompaktum von C ab-
solut gleichmifiig konvergent und besitzt genau an den Stellen z € () Nullstellen 1.
Ordnung. Die logarithmische Ableitung von ¢ wird als Weierstrass’sche Zetafunk-
tion bezeichnet:

(0 =iem=23 =1+ T (Zo+u+a)

zZ—wWw w w

tiir z € ). Dabei ist die Zetafunktion ebenfalls ungerade und auf jedem Kompaktum
in C, das keinen Gitterpunkt enthilt, absolut gleichmafsig konvergent. o

Aus dem letzten Vortrag konnen wir dariiber hinaus festhalten:
(2.2) Bemerkung.
a) Esgilt ' = —p.
b) Die Abbildung 7 : () — C definiert durch
N(w) :=n(w,Q) =z +w) = {(2)
ist ein von z unabhédngiger Gruppenhomomorphismus.

c) Fiir beliebige w,w’ € Qist n(w) - ' — (') - w € 2miZ. o
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Nachdem nun alle nétigen Grundbegriffe bekannt sind, kénnen wir uns in diesem
Abschnitt der Ausarbeitung dem Transformationsverhalten der Sigmafunktion wid-
men. Da ¢ eine ganze und nicht-konstante Funktion ist, kann ¢ keine elliptische
Funktion zum Gitter () sein. Dennoch wollen wir die Sigmafunktion auf ihr Verhal-
ten unter den Translationen z — z + w fiir w € () untersuchen. Dazu definieren wir
die Abbildung x : Q — {+1} durch

() = 1 , falls w/2 € O)
MYI=Y 21 fallsw/2 ¢ O

und erhalten damit den

(3.1) Satz.
Fiir alle w € Q und z € C gilt

o(z+w) = x(w) - @WE2) (), o
Beweis:

Falls z € Q) ist, so ist auch z + w € Q fiir alle w € Q und somit nach (2.1) dann auch
0(z) = 0(z+w) = 0, das heilit die beiden Gleichungsseiten sind 0. Es sei daher
z ¢ Q. Die Definition der Zetafunktion liefert dann ¢’(z) = o(z) - {(z), woraus
wiederum

d (a(z+w)) _ d(z4+w) -o(z)—o(z+w)-0'(z)
dz o(z) o(z)?
J(z+w)-@(z+w())—a(z+w)-§(z)

o(z+ w)
= W"?(w)

fiir alle w € Q) folgt. Wir erhalten nun

% (% . e—n(w)Z) _ % e 12 (1 () — () =0,

das heifst

und damit insbesondere
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hingen nicht von z ab. Da ¢ ungerade ist, liefert z = —% die Gleichung

clw/2
P(w) = —U((_w/;) = -1, 1)

falls & ¢ () ist. Daher betrachten wir nun den Fall 0 # § € (). Da Q) diskret ist,
existiert eine natiirliche Zahl n > 1 mit ' := 2 "w € Q) und %w’ =211y ¢ Q. Ist
z ¢ Q, soistauch 2’ := z + w ¢ O und weil 77 ein Homomorphismus nach (2.2) ist,
gilt

_ O(Z + Zw) —17(2w) (z4w)

IIJ(ZCU) - O'(Z) e
U(Z + Zw) . U(Z + w) . e—21y(w)(z+w)
o(z+ w) o(z)
0(Z+w) )t CETW) ) twr)
o(2') o(z)

= p*(w),

da i nicht von z abhiangt. Damit ist ¢(w) = p(2"w’) = (¥(w'))*" = 1 nach Glei-
chung (1). Insgesamt folgt nun ¢ = x und damit die Behauptung, da diese Gleich-
heit ebenfalls fiir z = w = 0 leicht einzusehen ist. O

Als direkte Folgerung aus diesem Resultat erhalten wir das

(3.2) Korollar.
Setzt man f(z) := 9z=4) fiir g,b € C, s0 gilt fir allew € Qund z € Cmitz & b+ ()

o(z—D)
flz4+w) = ell(w)(b=a) - f(z). o

Beweis:
Es seien a,b € C, dann gilt

o(z—a+w)
flztw) = U(z—b-i—cu)
X(w) (z—a+w/2) O'(Z—a)
- x(w) - enl@GEtrw/2) g (z —p)
_ pi@)v-0). <Z —4)
o(z—b)
= 1@ b=a)  £(z)
fiurallew € Qund z € Cmitz ¢ b+ Q. O
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4 Existenz und Darstellung von elliptischen
Funktionen

Schliefilich werden wir in diesem Abschnitt dieser Ausarbeitung mit Hilfe der Wei-
erstrass’schen Sigmafunktion die Existenz und Darstellung von elliptischen Funk-
tionen untersuchen. Dazu sei f eine nicht-konstante elliptische Funktion zum Gitter
() und P ein Periodenparallelogramm.

Wiederholt man die Null- und Polstellen gemaf ihren Vielfachheiten, so besagt einer
der Liouville’schen Satze X(2.5) aus [1], dass es a4,...,a, € P sowie by,...,b, € P
gibt, so dass aj, . .., ar genau die Nullstellen und by, . . ., b, genau die Pole von f sind.
Ferner liefert der Liouville’sche Satz X(2.6) aus [1] die Abelsche Relation

ai+...+a, =by+...+ b (mod Q).

Wir wollen nun untersuchen, ob dieses notwendige Kriterium auch hinreichend sein
kann mit dem

(4.1) Satz (Existenzsatz).

Es seien ay,...,a, und by, ..., b, zwei endliche Folgen in C, fiir welche die Mengen
{;1+Q,...,a, + Q} und {b1 + Q, ..., b, + O} disjunkt sind und fiir die

wy:=by+...4by—(m+...+a,) €Q
ist. Dann ist
o(z—ay)-...-0(z—ay)
o(z—0b1)-...-0(z—by)
eine elliptische Funktion, die genau an den Stellen a; 4- (), .. ., a, + Q) Nullstellen und

an den Stellen by 4- (), ..., b, + Q) Pole jeweils mit Vielfachheit gemafs Wiederholung
besitzt. o

f(z) := e @)z

Beweis:

Nach (2.1) ist die Sigmafunktion eine ganze Funktion, das heifit das Produkt von
Sigmafunktionen und der Exponentialfunktion ist wieder ganz. Da ¢(z) genau Null-
stellen in z € () besitzt, ist f insbesondere meromorph und besitzt nur die angege-
benen Null- und Polstellen. Es bleibt somit f(z + w) = f(z) fir alle w € Q und
z € C zu zeigen.
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Mit Korollar (3.2) erhalten wir

_ @) z+w) | @) b-a)  CE=01) ) (b—a) T2 1)

fiz+w)=e e b e 7z b))
o nlwn) ) 4 (@) (b —m) 4ot (br—ay)) T2 —01)  o(z—ar)
c(z—by)  o(z—b)

= f(z) - e Mwo)wtn(w)w

Nach Bemerkung (2.2) ist 17(w)wy — (wp)w € 27iZ und dadurch f(z + w) = f(z)
tir alle w € Qund z € C. O]

Die Liouville’schen Sitze besagen auflerdem, dass eine ganze elliptische Funktion
konstant ist. Dividiert man nun zwei elliptische Funktionen, die die gleichen Null-
stellen und Pole besitzen, so ist das Resultat eine ganze elliptische Funktion und
somit konstant. Somit unterscheiden sich zwei elliptische Funktionen mit den glei-
chen Null- und Polstellen nur um einen konstanten Faktor und wir kénnen aus dem
Existenzsatz (4.1) folgern:

(4.2) Satz (Darstellungssatz).

Ist f eine elliptische Funktion zum Gitter (3 und hat f in einem Periodenparalle-
logramm P Nullstellen bei ay,...,a, und Pole an den Stellen by, ..., b, (gezdhlt mit
Vielfachheiten), dann gibt es eine Konstante C und ein

wy:=b1+...+b,—ay—...—a, € Q
mit der Eigenschaft
L o(z—m—wy)-o(z—ax)-...-0(z—ay)
flz)=¢ o(z—by)-...-o(z—by) ' ©

Beweis:
Die Abelsche Relation als Folgerung der Liouville’schen Sitze liefert die Existenz
von

CUO = b1+...+br_a1_..._ar 6 Q,

so dass mit dem Existenzsatz (4.1) die Existenz der elliptischen Funktion

o(z—ay)-...-0(z—ay)
o(z=by)-...-0(z—1by)’

g(z) = 6777(“)0)2 .
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die genau die gleichen Null- und Polstellen wie die Funktion f hat, folgt. Die Liou-
ville’schen Sdtze besagen nun weiterhin, dass sich f und ¢ nur um eine Konstante
unterscheiden konnen, das heifst es gilt

f(z) =D-g(2)
fir ein D € C. Da wy € Q ist, ist auch —w, € ) und es folgt mit Satz (3.1)

—wp)(z—wp/2) .

o(z — a1 — wp) = x(—wp) - el o(z —ay).

Dabei ist 17 als Gruppenhomomorphismus ungerade und wir erhalten mit

1

C = D ’ X(_wo) . 61’]((4)0)'(4)0/2

und weil x(—wy) - e"(@0)@0/2 £ ( jst:

x(—wp) - ell(@o)wo/2
X(_wo) . el(wo)-wo/2 'g(z)

fz)=D-

wo)wo/2  —n(wp)z o(z—ay)-...-0(z—a)
= C-x(—wp) -/ el “o(z—b1)-...-0(z—by)
y oz—m)-...-o(z—ar)
o(z—=by)...-0(z—by)
o(z—ay —wp) -0(z—ap)-...-0(z—ay)
o(z—by)-...-0(z—b)

= C- x(—wy) - e~ N@o)(z=wo/2

=C.

5 Die Weierstrass’sche p-Funktion

Den Darstellungssatz fiir elliptische Funktionen kénnen wir ebenso auf das bereits
bekannte Beispiel aus [1], die Weierstrass'sche @-Funktion, anwenden. Zunéchst
werden wir eine Darstellung der p-Funktion mittels der Sigmafunktion herleiten
mit dem

(5.1) Korollar.
Firz,w € C\ Q gilt
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Beweis:

Die beiden Gleichungsseiten sind auf jeder Umgebung, die keinen Gitterpunkt ent-
halt, stetig. Da die Gitterpunkte diskret in C liegen, finden wir um jedes w € C \ Q
mit 2w € () eine Umgebung, auf der die beiden Gleichungsseiten stetig sind und
daher auch an der Stelle w diese Gleichheit gelten muss. Deswegen konnen wir ohne
Einschrankung 2w ¢ () annehmen.

Es sei nun w fest. Dann hat die Weierstrass’sche gp-Funktion wie bereits aus [1]
bekannt (vgl. Satz X(3.4)) genau Pole 2. Ordnung in den Gitterpunkten aus (2, und
damit ebenso p(z) — p(w) in z € 0+ Q) einen Pol zweiter Ordnung. Auflerdem ist
2w ¢ O, so dass w # % fur 1 < i < 3 ist, wobei durch (w1, w,) eine Basis von Q)
gegeben und w3 := w1 + w; sei. Da p(z) — p(%) fiir alle 1 < i < 3 nach Korollar
X(2.11) aus [1] genau eine doppelte Nullstelle in z = % hat, ist somit auch p(w)
verschieden von p(%!) fiir 1 < i < 3. Es folgt daher mit Korollar X(2.11)(b) aus [1],
dass p(z) — p(w) zwei einfache Nullstellen in z € w+ Q und z € —w + Q) hat, da p
eine gerade Funktion und w # —w mod () ist.

Wir kénnen nun die elliptische Funktion p(z) — p(w) nach dem Darstellungssatz
(4.2) auch schreiben als

2 ofw) — 0(zt+w) o(z—w)
0(2) ~ p(w) = D- TS

mit einer Konstanten D € C. Da w ¢ Q) ist, ist nach (2.1) auch o(w) # 0, so dass wir
C := D - 0?(w) definieren kénnen und erhalten dadurch

oot = L)

Wir werden nun ein paar Grenzwertbetrachtungen durchfithren, um die Konstan-
te C bestimmen zu konnen. Diese Grenzwertbetrachtungen finden dabei stets auf
Umgebungen statt, die keine Gitterpunkte aus () aufier dem betrachteten Grenzwert
enthalten. Dazu betrachten wir zunéchst

lim (22.0(2+w)-0(z—w)>.

20 02(z) - 0% (w)

Das Multiplizieren von ﬁ mit z hebt bei der Produktdarstellung der Sigmafunktion
den Vorfaktor weg, so dass nur das absolut lokal gleichméfiige Produkt tiber alle von
0 verschiedenen Gitterpunkte betrachtet werden muss. Bei diesem Produkt kann je-
doch der Limes reingezogen werden und die einzelnen Faktoren konvergieren dann
gegen 1. Dadurch konvergiert ebenfalls das gesamte Produkt gegen 1.
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Der Zshler des rechten Terms konvergiert ferner gegen —o?(w), da ¢ nach (2.1)
ungerade ist, und es folgt

. r(z+w) o(z—w)\ _
i (2 )~

Widmen wir uns nun dem Grenzwert

lim (2% - (p(2) = p(w)))-

z—0
Die Laurent-Reihe von p(z) bei z = 0 hat nach Satz X(2.7) und Satz X(2.8) aus [1]
die Form

1 2
p(z):Z—2+azz +...,

und damit in z = 0 wie bereits mehrfach erwédhnt einen Pol zweiter Ordnung. Somit
folgt
lim (22 p(z)) = lim (1 +2*- (a2 +...)) =1

z—0 z—0

und daraus wiederum
lim (2% (p(z) — p(w))) = 1.

z—0

Diese beiden Grenzwerte besagen nun, dass die Gleichung (2) nur dann richtig sein
kann, wenn C = —1 ist, und wir erhalten schliefslich

o) = ote) = -

— Die Ableitung der p-Funktion —

Da wir durch geschicktes Ausnutzen des Differenzenquotienten aus dem grade be-
trachteten Korollar die Ableitung der Weierstrass’schen p-Funktion herleiten kon-
nen, betrachten wir nun das

(5.2) Korollar.
Firz € C\ Q gilt

10
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Beweis:
Esseiz € C\ Q. Ferner sei w € C in einer Umgebung von z, die keinen Gitterpunkt
von () enthilt, das heifst insbesondere, dass w ¢ () ist. Daher gilt nach Korollar (5.1)

o) = ote) =~

Daraus folgt wiederum fiir z # w

pz) —plw) ozt w) oz-w)

z—w  0%(2)-0%(w) z-w

U(Z + w) ( (Z — w)) (z—w) /W' +1/2-((z—w) /w')?
== 1-— -e .
02(z) - 0?(w) 07&1;[60 w’

Da das rechte Produkt nach (2.1) lokal gleichmaBig konvergent ist, konnen wir den
Grenziiberganz w — z in das Produkt ziehen. Somit multiplizieren wir dort nur
noch iiber Einsen, so dass das Produkt bei diesem Grenziibergang 1 wird. Insgesamt

erhalten wir
czt+w) oz—w) _ o(22)

woz 02(z)-02(w) z—w  o*(z2)
und
&)1232 KJ( Z:Z(w) — p/(z),
also
¢ (z) = —(;(1?2 0

Somit haben wir eine alternative Darstellung der Ableitung der Weierstrass’schen
o-Funktion durch die Sigmafunktion gefunden. Wir wissen bereits aus [1], dass ¢’
genau an den Gitterpunkten aus () Pole dritter Ordnung besitzt (vgl. Satz X(2.8) aus
[1]). Dieses Resultat kénnen wir nun auch direkt aus Korollar (5.2) herleiten:

Die Sigmafunktion besitzt genau dann eine Nullstelle in z, wenn z € () ist. Ferner ist
fiir z € ) auch 2z € ), das heif3it o’ hat nach Korollar (5.2) einen Pol der Ordnung
3, da die hohere Ordnung durch ¢(2z) im Zihler gehoben werden kann. Dartiber
hinaus liefert die neue Identitit aus diesem Korollar: Ist z € (), aber 2z € (), so ist
0(2z) = 0 # o(z) und damit hat dann ¢’ in z eine einfache Nullstelle (vgl. Satz
X(2.9) aus [1]).

11
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— Eine elliptische Funktion zum Gitter 200 —

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die vorherigen Resultate eine Funktion
liefern, die das Quadrat einer meromorphen Funktion ist. Diese ist dann zwar keine
elliptische Funktion zum Gitter (), aber dafiir zum Gitter 2(). Zundchst erhalten wir
eine weitere Folgerung mit dem

(5.3) Korollar.
Firze C\Qundw € Q, ¥ ¢ Q gilt

o) -0 (5) = (erz<w>z/z G “’/2)))2, o

o(z) o(w/2

Beweis:
Nach Korollar (5.1) gilt

w c(z+w/2) 0(z—w/2)
p(z) —p (E) T 2() 2(w/2)

Esist & ¢ () und somit x(w) = —1. Daher erhalten wir mit Satz (3.1):

a<z+%> =U(z—%+w)

— _1.¢1@0)(z—w/2+w/2) (z B %>
= —¢llW)z. (z — %) .

Dies konnen wir in die obige Gleichung einsetzen und erhalten wiederum

W\ g CE—w/2) (e oz—w/2) \?
p(z)—p(—) — ¢l(w) ' 20) 2w/ <ef7( )/z'a(z)-v(w/2)> . O

Somit haben wir gerade gezeigt, dass p(z) — p(%) fiir w € O\ 2Q) das Quadrat einer
meromorphen Funktion ist, und dadurch die Definition

) — ofw — _pll(w)z/2 o(z—w/2)
\/@() o(w/2) == —elw)z/2 T

tir 5 ¢ () moglich ist. Dabei stellt diese Defintion keine elliptische Funktion zum
Gitter ), sondern eher zum Gitter 2Q) dar. Dies werden wir nun etwas naher be-
trachten mit dem

12
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(5.4) Korollar.
Fir wy € O\ 2Q) ist

2) — ofw — _phwo)z/2 0(z—wy/2)
\/p() plao/2) i~ 0(z)-o(wy/2)

eine elliptische Funktion der Ordnung 4 zum Gitter 2(). Dabei sind alle ihre Pole
einfach und liegen in () und ihre Nullstellen sind ebenfalls alle einfach und liegen
in % + Q. o

Beweis:

Wir wissen bereits aus (2.1), dass die Sigmafunktion genau einfache Nullstellen in
allen z € Q) besitzt. Es ist somit 0(%2) # 0 und der Nenner der oben definierten
Funktion weist nur einfache Nullstellen in allen z € O auf. Da diese nicht von
0(z — %) oder der Exponentialfunktion, die stets ungleich 0 ist, gehoben werden
konnen, liegen also genau in den Gitterpunkten z € () einfache Pole vor. Analog
besitzt ausschlieBlich der Zzhler eine einfache Nullstelle in %¢ + Q mit Hilfe des
Transformationsverhaltens der Sigmafunktion, so dass die oben definierte Funktion

genau einfache Nullstellen in %2 + () hat.

Widmen wir uns nun dem Translationsverhalten. Mit Korollar (3.2) und w € Q
erhalten wir

_ (w202 0242w — wp/2)
\/p(z +2w) = plwn/2) = =< o(z+2w) - o(wy/2)

1 0(z 42w — wy/2)

— _ell(wo)z/2 : . ell(wo)w
o(wp/2) (z+2w)
_ ez, L pewwz TZZ@0/2) e
o(wo/2) (z)
= \/p o(wy/2) - e (wo)w—1(w)wy

= \/ p(z) — p(wo/2),
da 1 nach Bemerkung (2.2) ein Gruppenhomomorphismus sowie
N(wo)w —n(w)wy € 2iZ

ist. Da die definierte Funktion meromorph ist und ihre Pole genau in den Gitter-
punkten aus 2() liegen, ist sie somit eine elliptische Funktion zum Gitter 2().

Wir betrachten nun ihre Pole in einem Periodenparallelogramm, ohne Einschrén-
kung konnen wir dies in der Grundmasche des Gitters 2Q) tun. Es sei dazu (w1, w»)

13
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eine Basis vom Gitter () und dadurch (2wj,2w,) eine Basis vom Gitter 2Q). Die Pole
liegen in den Gitterpunkten des Gitters (), das heifit in unserer Grundmasche liegen
Pole ausschlieSlich in 0, w1, wy und wj + wy. Somit gibt es insgesamt genau 4 Pole
und unsere oben definierte Funktion ist eine elliptische Funktion zum Gitter 2() der
Ordnung 4. O

— Eine alternative Darstellung der Diskriminante —

Wir werden im weiteren Verlauf eine alternative Darstellung der Diskriminante des
Gitters () herleiten, indem wir die bisherigen Resultat auf die Standardbezeichnun-

gen
Wi
=0(2)
fur 1 < k < 3 und w3 := wj + wy, wobei (w1, w;) eine Basis des Gitters () sei (vgl.
Korollar X(2.11) aus [1]), anwenden. Da %t ¢ () ist, erhalten wir mit Korollar (5.3)

-a=o(3)-o(3)
— (eﬂ(wl)ws/‘l. o(ws3/2 —w1/2) )2
0(w3/2) - 0(w1/2)

— pllw)ws/2 ( U(w2/2) )2
0'((1.)3/2) %7'((4]1/2)

w3 wy
ov-e=o(3)-0(3)

— (en(wz)wg/@ o(w3/2 —wp/2) )2
o(w3/2) - o(wy/2)

— pllw2)ws/2 ( U(wl/z) )2
0'((,()3/2)-(7((02/2) '

Nimmt man zusétzlich Satz (3.1) hinzu, so gilt

aa=o(2)-o(%)

_ (emwl)wzm_ o(w2/2 — w1 /2) )2
o(w2/2) - o(w1/2)

2
— (eﬂ(wl)wz/‘l L )@/ 2—wr /24w /2) o(wz/24 w1/2) )

und

X)) © o(w2/2) -0 (w1 /2)

— o (w)w2/2 ( o(ws/2) )2
0(w2/2) - o(w1/2))

14
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Wir haben somit eine alternative Schreibweise der Diskriminante
A:=16- (61 — 62)2(62 — 63)2(63 - 61)2

von () mittels der Eta- und Sigmafunktion gefunden.

— Die Sigma-Relation —

Als Abschluss dieser Ausarbeitung werden wir nun die sogenannte Sigma-Relation
herleiten mit dem

(5.5) Satz (Sigma-Relation).
Fiir alle u, v, w,z € C gilt

c(u+v)o(u—o)-oc(z+w)or(z—w)
+o(v+w)o(v—w)- -o(z+u)o(z—u)
+o(w+u)o(w—u)-o(z+0v)o(z—0v) =0. o

Beweis:
Es gilt allgemein

U-V)(Z-W)+(V-W)(Z-U)+(W-U)(Z-V)
=UZ-UW-VZ+VW+VZ-VU-WZ+WU+WZ-WV -UZ+UV
=0

Da () diskret in C liegt konnen wir wieder aus Stetigkeitsgriinden u,v, w,z € C \ Q

annehmen. Definiert man nun U := p(u), V := p(v), W := p(w) und Z := p(z), so
folgt

(p(u) = p(0))(p(2) - @( )
+ (p(v) = p(w))(p(2) -
+ (p(w) — p(u))(p(z) — ()) 0.

Wir konnen nun Korollar (5.1) anwenden und erhalten dadurch

(=) ()

)
(. (=
w—l—u UZ+U'UZ—U
*(‘ 2(w) - o2(u) )(‘ 2(z) - 2(0) ):0'
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Dies kann man zusammenfassen zu

und es folgt nun

cu+v)o(u—ov)-o(z+w)o(z—w)

o*(u) - 0?(v) - o (w) - 0*(2)
c(v+w)o(v—w) -o(z+u)o(z—u)
0*(u) - 0*(v) - *(w) - 0*(2)
c(w+u)o(w—u)-o(z+v)o(z — )
o*(u) - 0?(v) - > (w) - 0*(z)

c(u+v)o(u—o)-o(z+w)or(z—w)
+o(v+w)o(v—w) -o(z+u)o(z—u)

=0

+o(w+u)o(w—u)-o(z+v)o(z—v) =0,

da 0?(u) - 02(v) - 0?(w) - 0?(z) # 0 ist.
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