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1 Codes

1.1 Einleitung

Im Folgenden beschreiben wir eine Moglichkeit, aus gegebenen Codes neue zu kon-
struieren. Wir werden diese Konstruktion daraufhin nutzen, um aus dem erweiterten
Hamming-Code extremale Typ II Codes der Langen 16, 24, 32 und 40 zu konstruieren.
In den Beispielen geben wir Codes immer durch ihre Erzeugermatrizen an. Ist also C
ein Code und M eine Matrix, so steht C = M dafiir, dass C der Zeilenraum von M ist.

1.2 Grundbegriffe

Definition 1.1

Die Abbildung b : F} x F} — F,, (x,y) = X, x;y; ist eine Bilinearform auf F’.
Identifizieren wir IF, mit {0, 1} C Z, so definieren wir B : F} X F} — Z, (x,y) = XL, X;yi
undw : F) — Z, x = B(x, x).

Klar: B(x,y) = b(x,y)(mod 2) fiir alle x, y € IF}.
Mit w(x) bezeichnen wir das Gewicht eines Vektors x € F.

Definition 1.2

Eine Abbildung ¢ : F; — [} heillt Isometrie, wenn ¢ ein Isomorphismus ist und
w(p(x)) = w(x) fiir alle x € F] gilt.

Ist C < ] ein Code, s0 heiBit ¢(C) ein zu C isometrischer Code.

Lemma 1.3
Es ist ¢ genau dann eine [sometrie, wenn ¢ eine Permutation der Koordinaten beschreibt.




Beweis: Sei (ey,...,e,) die Standardbasis von F. Dann gilt w(x) = 1 genau dann
wenn x = e; fiir ein 7, es muss also fiir alle 1 < i < n gelten: ¢(¢;) € {ey,...,e,}. Da g
bijektiv ist, induziert ¢ also eine Permutation der ¢;, also eine Permutation der Koordi-
naten. Auf der anderen Seite ist jede Permutation der Koordinaten ein Isomorphismus,
der das Gewicht eines jeden Vektors erhilt; also eine Isometrie. O

Definition 1.4

Sei C < F] ein Code.

Ist w(x) € 2Z fiir alle x € C, so heilit C gerade.

Ist w(x) € 4Z fiir alle x € C, so heit C doppelt gerade.

Ist C € C*, so heifit C selbstorthogonal. Gilt Gleichheit so nennt man C selbstdual.
Mit w(C) := min{w(x) | 0 # x € C} bezeichnen wir das Minimalgewicht des Codes C.

Das Minimalgewicht lisst sich wie folgt berechnen.

Lemma 1.5

Sei 0 # C < F ein Code der Dimension k und H eine Kontrollmatrix von C - das heil3t
He F(zn_k)xn eine Matrix mit vollem Rang und C = Kern(H).

Dann ist w(C) die minimale Anzahl linear abhingiger Spalten in H.

Beweis: Dak > 0 besitzt H linear abhiingige Spalten. Sei also m die minimale Anzahl
abhiéngiger Spalten in H. Nach Lemma (1.3) sind alle Permutationen der Koordinaten
Isometrien, dndern also insbesondere nicht das Minimalgewicht. Damit kénnen wir oB-
dA annehmen, dass die ersten m Spalten von H linear abhéngig sind, jedoch keine m — 1
der ersten m Spalten. Das bedeutet, dass der Vektor (1’” 0”_’”) im Kern von H, also in
C liegt. Damit folgt w(C) < m. Umgekehrt sei v € C mit v # 0 und @ := w(v) minimal.
Dann stellt v € Kern(H) eine lineare Abhéngigkeit von a Spalten von H dar und es folgt
a = m. i

Wir werden ab nun iiberwiegend doppelt gerade selbstduale Codes (kurz: Typ II Co-
des') betrachten. Ist C ein Typ II Code, so ist C = C*. Da (F?, b) regulir ist folgt damit
sofort dim(C) = 7, insbesondere ist n gerade.

1.3 Konstruktion

Bei der folgenden Konstruktion, die auf Turyn zuriick geht, identifizieren wir das Ten-
sorprodukt zweier Vektoren mit ihrem Kroneckerprodukt. Dadurch konnen wir FI®F7' =
5™ schreiben.
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Satz 1.6
Seien Cy,...,Cy < Fjund Xi, ..., X; < F) Codes und es gelte F)' = X1D X, ... D X;i.

k
Dannist 7T := T(C;, X;) := @ X; ® C; < F}" ebenfalls ein Code.

i=1
Sind alle C; selbstorthogonal,selbstdual oder Typ II, so hat 7" die jeweilige Eigenschaft
ebenfalls.

Fiir den Beweis benotigen wir zuerst ein kleines Hilfslemma.

Lemma 1.7
Seien ¢,d € Fj und x,y € FJ'. Dann ist b(x ® ¢,y ® d) = b(x,y) - b(c,d) und w(x ® ¢) =
w(x)w(c).

Beweis: Mit dem Kroneckerprodukt ist x ® ¢ = (xlc Xc ... xmc) sowie y®d =
(yld . ymd). Damit ist b((x @ ¢,y ® d) = X2, Yioy XiViCkdx = 2oiey XiVi 2opey ki =
2ty xiyib(c,d) = b(x,y) - b(c, d).

Dass w(x ® ¢) = w(x)w(c) ist, folgt ebenfalls aus der Form von x ® c. O

Beweis von Satz (1.6): Seien alle C; selbstorthogonal. Es reicht zu zeigen, dass die
Erzeuger von T senkrecht aufeinander stehen. Haben wir ¢ € C;, d € C; sowie x € X;,
yeEX;soist b(x®c,y®d) = b(x,y)b(c,d) = 0, denn fiir i = j ist b(c,d) = 0 und fiir
i # jistb(x,y) =0.

Nun angenommen, dass alle C; selbstdual sind. Dann gilt dim(C;) = 5 und da das Ten-
sorprodukt direkte Summen erhélt, erhalten wir dim(7) = >\, dim(X;)5 = %*. Da wir
T C T+ bereits gesehen haben, folgt jetzt aus Dimensionsgriinden die Gleichheit, also
ist T selbstdual.

Sind zu guter Letzt alle C; Typ II, das heil3t selbstdual und doppelt gerade, so haben
auch alle Erzeuger von T ein Gewicht in 4Z und damit ist dann auch 7 ein Typ II Code.
O

Beispiel: Seien C und D gegeben durch

0
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0
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—_ = = O
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—_— = O

1
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1
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—_ 0 = =

11 1
I 1 0
01 0
1 0 0

S oo
S O = O

und X durch X = (1 1 1). Es sind C, D Typ II (genauer isomorph zum erweiterten
Hamming-Code) und T(C, D, X, X*) < F3* ist isomorph zum Golay-Code. Dies ent-
spricht Turyns urspriinglicher Konstruktion?, die wir in dieser Arbeit verallgemeinern.
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Sowohl der erweiterte Hamming-Code als auch der Golay-Code sind besondere Typ II
Codes, sogenannte extremale Codes. Diese haben eine besonders hohe Minimaldistanz,
die niitzlich fiir das Dekodieren eventuell mit Fehlern behafteter Nachrichten ist.

Definition 1.8 (/7, 8])
Ist C ein Typ II Code, so gilt immer d(C) < 4 +4 [2”—4J Gilt Gleichheit, so nennt man C
extremal.

Es sind bisher extremale Typ II Codes in ] fiir n = 8, 16, 24, 32,40, 48, 56, 64 bekannt.
Weiterhin existieren extremale Typ II Codes nicht, sobald n > 39523,

Wir untersuchen nun, wie wir systematisch extremale Typ II Codes konstruieren konnen.
Dazu benétigen wir den Einsvektor 1 := (1 I ... 1) e .

Lemma 1.9
Sind C; Typ II Codes, so gilt w(T') < n. Eine genauere obere Schranke ist

ming.scq1,. g W((ier Ci) - W(@iel Xi).

Beweis: Seiv = (1 0 ... ()) € F}.DaF} = @le X;, liegt v damit in der Summe
der X;. Da die C; Typ II Codes sind, enthalten sie alle den Vektor 1 und damit gilt
v® 1 e T. Mit Lemma (1.7) ergibt sichw(v® 1) =1-n = n, alsoist w(T) < n.

Fiir die zweite obere Schranke sei () # [ C {1,...,k} beliebig. Seien v € EBH X; und
¢ € (i Ci jeweils Vektoren ungleich 0 mit minimalem Gewicht. Wie im ersten Teil ist

dann v ® ¢ € T und es gilt wieder w(v ® ¢) = w(v)w(c). Da wir fiir alle I C {1,...,k}
eine obere Schranke an w(7') erhalten, ist w(7T') auch durch das Minimum nach oben
beschrinkt. O

Diese Tatsache sagt uns bereits, dass das Finden extremaler Codes mit der in Satz (1.6)
beschriebenen Konstruktion nur dann moglich ist, wenn m < 5 gilt. Auflerdem sollte
w(C; N C;) fiir alle i # j moglichst groB sein. Dies ist fiir Typ II Codes gegeben, wenn
dim(C; N C;) = 1, denn dann enthilt C; N C; nur den Nullvektor und den Einsvektor,
alsow(C;NC;) = n.

Sollten wir es mit Codes zu tun haben, bei denen dim(C; N C;) > 1 fiir manche i, j, so
sollte w(X; + X) in diesem Fall moglichst groB gewihlt werden. Dass diese Uberlegung
relevant und bei mehr als 2 Codes unumgiinglich ist, zeigt das folgende Lemma.

Lemma 1.10
Seien C, D, E Typ Il Codes mit dim(CND) = dim(CNE) = 1. Dann gilt dim(DNE) > 2.
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Beweis: Da C,D,E Typ Il Codes sind, gilt 1 € C,D,E und C,D,E C (1)*. Wir
konnen also C, D, E als Unterrdaume von V := (1)*/(1) auffassen und werden dies ab
jetzt auch tun. Auf Vistdurch g : V — F, x + (1) — @ + 27 eine quadratische Form
definiert und C, D, E sind maximal isotrope Teilrdume von V. Das und die Tatsache, dass
V = C @ D ¢ilt, erlaubt es, Basen (cy,...,c;) von C und (dy,...,d;) von D zu finden,
sodass g(c;) = g(d;) = 0 fiir alle i, by(c;, c;) = by(d;,d;) = 0 fiir alle 7, j und schlieBlich
b,(ci,d;) = 0;;, ebenfalls fiir alle i, j. Hierbei ist b, die von g induzierte Bilinearform,
sodass g(x+y) = q(x) +q(y) +b,(x,y) fiir alle x,y € V gilt. Eine Basis von E hat nun die
Form (e;,...,e;) mite; = d; + a; mit a; € C, also a; = Z’;ZI a;jc; fiir geeignete a;; € .
Angenommen in V gelte D N E = {0}. Dann miissen die a; eine Basis von C bilden und
die Matrix A definiert durch A;; = a;; wire als Basiswechselmatrix invertierbar.

Nun verwenden wir, dass auch E ein isotroper Teilraum von V ist, dass also g(e;) =
b,(e;,e;) = Ofiir alle i, j. Wir erhalten 0 = g(e;) = g(d;+a;) = q(d;))+q(a;)+b,(d;, a;) = a;;
sowie 0 = b,(e;,ej) = by(d; +a;,d; +a;) = b,(d;, d;) + b,(d;, a;) + by(a;,d;) + by(a;,a;) =
b,(d;,a;)+by(a;,d;) = aj+a;;. Damit ist A schiefsymmetrisch. Nun ist aber A eine k X k
Matrix und k = % Mit dem folgenden Lemma ist k ungerade und damit kann A nicht
vollen Rang haben, also keine Basiswechselmatrix sein, und es folgt DN E # {0} in V.
O

Lemma 1.11
Sei C < F; ein Typ II Code. Dann ist n € 4Z.

Beweis: Da C doppelt gerade ist, ist C C (1)*. Da C selbstdual ist, folgt 1 € C und
damit - wieder da C doppelt gerade - n = w(1) € 4Z. O

Aus der Theorie quadratischer Formen ist bekannt, dass extremale Codes genau dann in
[F} existieren, wenn n € 8Z.

Beispiele: Seien C, D, E wie folgt definiert.

D=E=

o - O O
— o O O

0 1
1 0
11
I 1

o = O O
- o O O

0 1
1 0
1 1
1 1

o O = O
O = =
—_— O = =

11 1
11 0
0 1p 0
1 0 0

SO O
o o = O

Diese Codes sind isometrisch zum erweiterten Hamming-Code, also Typ II Codes. Wei-
terhin gilt dim(C N D) = dim(C N E) = 1 sowie w(D N E) = 4.
Wir wihlen die folgenden orthogonalen Zerlegungen des F’g firk=2,3,4,5:

Ar=(10),4,=(0 1)




Xlz(l 1 1),X2:((1) i (1))
le(} (1) (1) (1)),1/2:(1 1 0 1),Y3:(1 11 o)

1 0001 10011
Zl‘(01111)’22‘(01010)’23‘(10101)

Kombinieren wir nun jeweils C, D beziehungweise C, D, E mit den orthogonalen Zer-
legungen, so erhalten wir - wie eine kurze Rechnung in Magma ([1]) zeigt - extremale
Typ II Codes der Liangen 16, 24,32 und 40.

2 Gitter

2.1 Motivation

In diesem Abschnitt widmen wir uns einer Konstruktion von Gittern, die von H.-G.
Quebbemann stammt ([10]), mit dem Ziel, Gitter mit einem moglichst groBem Mini-
mum zu konstruieren. Interpretieren wir die Gitterpunkte als Mittelpunkte von Kugeln
mit gleichem, maximalen Radius ohne das sich die Kugeln iiberschneiden, so kdnnen
auf diese Weise durch Gitter Kugelpackungen im R” beschrieben werden. Allgemeiner
wird eine beliebige liberschneidungsfreie Anordnung von Kugeln im R” als Kugelpa-
ckung bezeichnet, wobei eine solche Anordnung im Allgemeinen nicht mehr durch ein
Gitter beschrieben werden kann. Das klassische Problem der dichtesten Kugelpackung
ist fiir n = 1 trivial 16sbar, wurde fiir n = 2 von Fejes To6th und fiir n = 3 von T. C. Hales
([4]) gelost, ist aber schon fiir n > 4 ungeldst. Die dichteste, von einem Gitter induzier-
te Kugelpackung, ist hingegen bis n = 8 bekannt. Es stellt sich nun heraus, dass das
Minimum eines Gitters im Wesentlichen proportional zu der Dichte der resultierenden
Kugelpackung ist, weshalb es berechtigt ist bei einem gro3en Minimum eines Gitters
eine hohe Dichte der Kugelpackung zu erwarten.

2.2 Einleitung

Ahnlich wie wir uns in dem ersten Teil auf Codes iiber dem Grundkorper F, beschrinkt
haben, wollen wir auch Gitter nicht in ihrer allgemeinsten Form betrachten und be-
schrianken uns auf Gitter iber dem Grundring Z.

Definition 2.1

Sein € Nund V := (R", ¢g) ein reeller quadratischer Vektorraum. Ein Gitter in V ist ein
freier Z-Modul L € V vom Rang n zusammen mit der auf L eingeschrinkten quadrati-
schen Formg|, : L - R.




Die durch eine quadratische Form ¢ : R* — R definierte Bilinearform » : R* x R" —
R, (x,y) = g(x +y) — g(x) — g(y) werden wir im Folgenden kurz mit b, bezeichnen.
Ein Gitter L nennen wir ganz, wenn b,(L, L) C Z ist und gerade, wenn b,(x, x) € 2Z fiir
alle x € L gilt. Da b,(x, x) = 2q(x) fiir alle x € L gilt, liegen fiir ein gerades Gitter L
die Werte der quadratischen Form ¢|, offenbar in Z und aus der Definition von b, folgt
unmittelbar, dass gerade Gitter ganz sind. Ein Gitter L heilt positiv definit, wenn die
Bilinearform b, positiv definit ist.

Definition 2.2
Das zu einem Gitter L duale Gitter ist gegeben durch

L*={xe L&R| b (x,L) CZ}.

Ist B eine Basis von L, so ist die zu B duale Basis eine Basis von L*. Fiir ein ganzes
Gitter L gilt L € L und L*/L ist eine endliche abelsche Gruppe, welche Diskriminan-
tengruppe von L heiBt. Ein Gitter mit trivialer Diskriminantengruppe, d.h. L = L, ist
unimodular.

Sei L nun ein ganzes Gitter in dem reellen quadratischen Vektorraum (R”, g).

Definition 2.3
Das Minimum von L ist gegeben durch

min(L) := Or;rtlxienLq(x) .

Der Zusammenhang zwischen dem Minimum eines Gitters und der Dichte der entspre-
chenden Kugelpackung ergibt sich nun aus

(SIS

5 Imin(L))* - vol(S,
D(L):(@) .V01<Sn):(2mm( ) ol ),
/L

wobei D(L) die Dichte der Kugelpackung, vol(S,) das Volumen der n-dimensionalen
Einheitskugel und u(L) die Minkowski-Zahl

bezeichnet. Offenbar hingt die Dichte der Kugelpackung in gegebener Dimension n
lediglich von der Minkowski-Zahl des Gitters ab. Schrinken wir uns auf die Betrach-
tung unimodularer Gitter ein, so ergibt sich als weitere Vereinfachung, dass D(L) jetzt
ausschlieBlich von dem Minimum von L abhéngt. Das Minimum eines unimodularen
geraden Gitters L ist durch [ 5;] + 1 nach oben beschrénkt ([8]). Unimodulare gerade
Gitter L mit min(L) = | 5;] + 1 heiBlen extremale Gitter.




2.3 Konstruktion

Sei (L, g) ein positiv definites gerades Gitter von geradem Rang n € 2N. Fiir die folgen-
de Konstruktion miissen wir zunédchst eine Polarisation von L ermitteln, d.h. zu einer
Primzahl p zwei Z-Moduln M, N bestimmen, sodass (M, ﬁq) und (N, %q) wieder gerade
Gitter mit derselben Diskriminantengruppe wie L sind und zudem L = N + M sowie
pL = N N M erfiillen.

Dazu wihlen wir zunichst p € P teilerfremd zu |L# / L| . Dann ist die durch ¢ induzierte
quadratische Form

qg:L/pL - Z/pZ, x+ pL — q(x) + pZ
nicht ausgeartet, da

by(X, L/pL) = 0 & by(x,L) C pZ & b(=,L) CZ &> = € L*,
p p

was wegen p { |L#/L| aber % € L, also X = 0 impliziert. Damit ist (L/pL, g) eine re-
gulédre quadratische Form iiber Z/pZ und aus der Klassifikation regulédrer quadratischer
Formen iiber endlichen Korpern ist bekannt ([5]), dass

n/2 n/2-1
(L/pL,q) EQ_DI H oder (L/pL,q) =NEF,D C_Dl H .

In dem ersten Fall ist (L/pL, g) hyperbolisch, also gibt es singulire A,A” < L/pL mit
A=A+ A"=(A)"und L/pL = A® A’. Um daraus eine Polarisation von L zu erhalten,
liften wir A und A’ wieder nach L&R, d.h. wir setzen M := ¢~ !(A) und N := ¢~ !(A"), wo-
bei ¢ : L — L/pL die kanonische Surjektion ist. Dann gilt L = M +N sowie pL = MNN
und dass (M, éq) sowie (N, éq) wieder gerade Gitter sind folgt unmittelbar daraus, dass
A und A’ singulir sind. Weiter ist [L*/L| = |M*/M| und wegen M C L C L* C M* gilt
L*/L < M*/M, also stimmt die Diskriminantengruppe von M mit der Diskriminanten-
gruppe von L iiberein. Analog zeigt man L*/L = N*/N.

Mithilfe der Polarisation von L konnen wir nun die allgemeine Konstruktionsvorschrift
formulieren:



Satz2.4 ([10])
Sei B eine Untergruppe von A™, m € N, und

B’ = (A,)mﬂBJ‘ = {(Zl,---,zm):zi EA,,qu(bi,Zi) :O \7’ (b],...,bm) GB}
i=1

Setzen wir C := B®& B’ < (L/pL)", so gilt g"(C) = {0}, C = C* und
A=AL,AA,B)={xelL"|xeC}

mit der quadratischen Form ¢ = iq’” ist ein Gitter mit Diskriminantengruppe A*/A =
(L*/Ly™. Ist (L, g¢) unimodular, so ist auch (A, §) wieder unimodular.

Beweis: Direkt aus der Definition von B und B’ folgt g"(C) = {0}, was b’é”(C, C) = {0}
und damit C € C* impliziert. Betrachten wir C nun als FF,-Vektorraum, so folgt aus

dim(C) = dim(B) +dim(B’) = k + dim(B*) — dim(B* N A™)
N——
=k
nm  nm
=k+ -k —=—
(nm — k) > >
die Gleichheit, d.h. C = C*. Da Z ein Hauptidealbereich ist, ist A endlich erzeugt
(als Untermodul des endlich erzeugten Z-Moduls L™ vom Rang nm kann A von nm
Elementen erzeugt werden) und torsionsfrei, also frei. Wegen g"(C) = {0} ist ¢"(A) C

pZ und somit g wohldefiniert. Die letzte Behauptung folgt aus
A#/A:(Lm)#/LmE(L#/L)m 0

Bevor wir auf diese Art und Weise jetzt Gitter konstruieren, betrachten wir noch zwei
Spezialfille der obigen Konstruktionsvorschrift, welche sich aufgrund ihrer Struktur
leicht untersuchen lassen.

Lemma 2.5 (Konstruktion I, [10])
Wihlen wir B = {(x,...,x) | x € A} < A™, so gilt

B ={Gi.....20) 1z € A" und ZZIZI' =0}.

Das so gebildete Gitter A(L,A,A’,B) bezeichnen wir mit A(L,A,A’,m) oder
A(L, M, N, m).

Beweis: Sei (z,...,2,) € (A")". Da b nicht ausgeartet ist, gilt 0 = 32, bs(x,z;) =
bs(x, Y12, z;) fiir alle x € A genau dann, wenn 7", z; = 0 ist. O




Lemma 2.6 (Konstruktion I, [10])
Seien oy, . .., 0, Endomorphismen von A und B = {(x+01(y),...,x+0,()) | x,y € A}.
Dann ist

B = {(zl, ey Zm) t 7 € A mit ZZI Zi= ZZI o (z) = 0},

wobei o7 den zu o; adjungierten Endomorphismus auf A” beziiglich b; bezeichnet.

Offenbar geht die Konstruktion I als Spezialfall oy = ... = 0, = id4 aus der Konstruk-
tion II hervor.

Beweis: Sei(z,...,2,) € (A’)". Analog zu Lemma (2.5) gilt 0 = 2| bs(x+0:(y), 2;) =
by(x, X1y 2)+bg(y, Xty 07 (z)) fiir alle x, y € A genaudann, wenn }.72, z; = 2112, 01(z;) =
0 ist. O

Das folgende Lemma liefert eine Abschitzung fiir die Minima der gemél Konstruktion
I gebildeten Gitter A(L, M, N, k), welche sich nachher in den Beispielen als niitzlich
erweisen wird.

Lemma 2.7
Sei (M, N) eine Polarisation von (L, q) beziiglich p € P und k € N. Wenn d =
min(L, g) = min(M, ;;q) = min(, %q) ist, gilt

min {Zd, {ﬁ
p

} < min(A(L, M, N, k), ) < pd

Beweis: Aus Satz (2.4) und Lemma (2.5) ergibt sich, dass wir das Gitter A explizit
durch
k
A= {(m+n1,...,m+nk):m€M,ni EN,Z,_ln,- EpL}

angeben konnen. Sei 0 # A € A beliebig. Wir unterscheiden drei Fille, wobei die von
Null verschiedenen Eintriige von A € A C L* 0oBdA die fiihrenden Eintrige seien:
1.Fall: 4 = (4,0,...,0), 44 # 0. Dann ist 4; = px € pL fiir ein x € L und somit
g = 5q(px) = pg(x) = pd = 2d.

2.Fall: 1 = (14,...,4,,0,...,0), 4; # 0V i € {1,...,s} und s > 2. Hier haben wir
Aly..., ;€ N,yalsoist (1) = Y1, %q(/li) > sd > 2d.

3.Fall: 1 = (Ay,...,4), 4; # 0V i. In diesem Fall gilt g(1) = % Zf-‘zl q(d) > %kd.

Fiir die obere Schranke sei x € L mit g(x) = d. Dannist px € pL=NNM = NONNNM =
N N pLund somit 4 = (px,0,...,0) € A mit g(1) = pg(x) = pd. O

Beispiele: 1) Das Gitter Eg ist unimodular, besitzt also eine triviale Diskriminanten-
gruppe. Insbesondere ist p = 2 kein Teiler von |E§/Eg| und wir konnen auf die oben
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beschriebene Art und Weise eine Polarisation (M, N) von (Eg, g) mit g(x) = % Z?zl xl.2
bilden. Da M und N ebenfalls gerade und unimodulare Gitter sind, gilt min(Eg, q) =
min(M, 1g) = min(N, 1¢g) = 1 und aus Lemma (2.7) folgt, dass (A(L, M, N, k), §) fiir
k € {2,3,4,5} extremal ist. Insbesondere gilt min(A(L, M, N, 3),3) = 2 und weil das
Leech-Gitter das eindeutige gerade unimodulare extremale Gitter vom Rang 24 ist ([2]),
muss (A(L, M, N, 3), g) isometrisch zu dem Leech-Gitter sein.

2) Sei L das Leech-Gitter und (M, N) eine Polarisation zu p = 2 mit min(L) = min(M) =
min(N) = 2. Aus Lemma (2.7) folgt dann min(A(L, M, N, k), q) € {k,k + 1} fiir k = 2,3
und min(A(L, M, N, k), q) = 4 fiir k > 4.

3) Wir miissen uns aber nicht auf die Untersuchung unimodularer Gitter beschréinken,
da Satz (2.4) und die beiden Konstruktionen sich auf beliebige gerade positiv definite
Gitter von geradem Rang anwenden lassen. Sei e; das i-te Standardbasiselement des
R® und (R®, g) ein quadratischer Modul mit b, als Standardskalarprodukt, also g(x) =
%2?21 xl.z. Wir betrachten das Gitter Eq = (fi,..., foy mit f; = ¢;;0 — e fiir 1 <i <5
und f = % (e +...+e4—e5—...—eg)in dem reellen quadratischen Vektorraum V' :=
(B¢ ®R, qlg, 4z)- Das Gitter Eg ist gerade mit [E#/Eq| = 3. Die kleinste Primzahl p fiir die
Eq/pE¢ hyperbolisch ist, zu der wir also eine Polarisation (M, N) von E4 konstruieren
konnen, ist p = 7. Es gilt E¢/7E¢ = < firenns f6> und mit Magma ([1]) berechnen wir eine
Zerlegung E¢/7E¢ = A @ A’ mit singuldren Unterrdumen A, A’ (beziiglich g) gegeben

durch
0) (0} (1 0) (0} (1
of 1] [0 of {1] |0
of |6] |5 ,_[lo] [4] |2
A:<1’0’o> ”ndA:<1’0’o>
6| |2| |4 af (1] |4
5) o) \o 6) \o) \o

beziiglich der Basis fi,..., fs. Es gilt min(Ee,¢) = min(M,1g) = min(N,1q) = 1
und Lemma (2.7) liefert uns die Abschidtzung 1 < min(A(Eq, M, N, k),q) < 7 fiir
1 < k < 6. Konstruieren wir die Gitter nun konkret mit Magma, so erhalten wir
min(A(Eg, M,N,k),q) = 1 fir 1 < k < 5 und min(A(E¢, M, N, 6),§) = 2. Berech-
nen wir damit die Dichte D(A), so stellt sich heraus (vgl. [3]), dass in den entspre-
chenden Dimensionen eine wesentlich hohere Dichte erreicht werden kann. Die Dich-
te eines Gitters hdangt aber nur von der Ordnung der Diskriminantengruppe und dem
Minimum ab und nach Satz (2.4) gilt A*/A = (E}/Es)", also erhalten wir mit Kon-
struktion I und II stets Diskriminantengruppen gleicher Ordnung. Es stellt sich also die
Frage ob wir mit der Konstruktion II Gitter mit einem gréfSeren Minimum konstruieren
konnen. Tatsédchlich wird man beispielsweise in dem Fall £ = 5 schnell fiindig, indem
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wir oy = 05 = 03 = id4 wahlen und o4, o5 durch

04(A1) = A1 + Ay, 04(Ay) = Ay + Az, 04(A3) = A3+ Ay,
0'5(A,'):A1+A2+A3 firl <i<3

definieren, wobei A; die oben angegebenen Basiselemente von A bezeichnen. Fiir das
so konstruierte Gitter A gilt min(A) = 2 und [A*/A| = |Ef/Eq|® = 3°. Die Dichte der

. . 30 15
dazugehorigen Kugelpackung ist dann (4/ @) - vol(S30) = 0.06415 - vol(S 30).
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