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§1 Relevante Operationen der Modulgruppe

(1.1) Definition (Modulgruppe)
Es bezeichne T := SL(2,Z) = {A € Z**?|det(A) = 1} den Kern der Determinante
auf (GL(2,Z),-) := ({A € Z**?| A invertierbar}, ), genannt die Modulgruppe. ¢

Da die Determinante multiplikativ ist, operiert die Modulgruppe I' durch Linksmul-
tiplikation auf den Urbildern M,, := {A € Z?*?|det(A) = m} der Determinante.
Dabei ist I'\M,, = {TA|A € M,,} die Menge der Bahnen dieser Operation. Die
oberen Dreiecksmatrizen der Form V := {(25)[ad = m,0 < b < d} bilden ein
Vertretersystem.

(1.2) Lemma

Die volle lineare Gruppe GL(2, C) operiert durch Modulsubstitution (M, z) +— ®p(z)
auf der Riemannschen Zahlenkugel € := C U {co}. Die Einschrankung auf die Mo-
dulgruppe I' < GL(2,C) ldsst sich zu einer Operation auf H einschranken, die wir

schreiben kénnen als ((25), 1) —» 22, o

Diese Operation spielt eine entscheidende Rolle fiir die im Folgenden betrachteten
Strukturen und liefert vor allem die

(1.3) Definition (Modulformen)

Sei k € Z und definiere fiir f : H — C meromorph und A = (%) € T den
Strichoperator durch f|4(7) = (¢t +d)~Ff (%). Dann konnen wir setzen: My, :=
{f :H — C | f beschrankt auf H, V7 > 0 und holomorph mit f = f|4 VA € I'} ist

der Raum der ganzen Modulformen vom Gewicht k, mit H,, := {z € C|Im(z) > y}.c

Die M bilden C-Vektorrdaume, wobei M, = {0} fiir alle k < 0 und ihre direkte
Summe @y, My eine graduierte C-Algebra. Da Modulformen 1-periodisch sind,
lassen sie sich in Fourierreihen entwickeln: f(z) = ¥ ,cz 4, = ¥, cz anq". We-
gen der Beschranktheit verschwinden alle Koeffizienten von negativen Potenzen von
g. Mit Sy := {f € My | a0 = 0 in der Fourierentwicklung} < MMy bezeichnen wir den
Unterraum der Spitzenformen von Gewicht k.
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§2 Untergruppen eines Gitters

In diesem Abschnitt bestimmen wir fiir die Definition des Hecke-Operators alle Un-
tergruppen von festem Index m € IN eines Gitters G C C.

(2.1) Definition (Gitter)

Seien w1, wy € C zwei R-linear unabhédngige Vektoren im IR-Vektorraum C. Dann
nennt man die (diskrete) Untergruppe Q) = Zw; + Zw; von (C,+), die durch die
Z-Linearkombinationen der w; gegeben ist, ein Gitter in C. o

Durch einen der Automorphismen z wl._l -z von (C,+) konnen wir uns ohne
Einschrankung der Allgemeinheit auf Gitter der Form Z1 + Zt fiir ein T € H be-
schranken.

(2.2) Lemma

Sei () = Z1 + Z7 ein Gitter in C. Die Untergruppen vom Index m € IN von () sind
H=<d,at+b >,wobeia,b,d € Nyomitad =mund 0 < b < d seien und < . > das
Gruppenerzeugnis in () bezeichne. ©

Beweis
Wegen der Definition durch das Erzeugnis ist jedes solche H natiirlich eine Unter-
gruppe. Bestimme also den Index [Q) : H]. Dafiir gentigt es zu zeigen, dass

Vi={s-1+t-1|se{0,1,...,d—1},t€{0,1,...,a—1}}

ein Vertretersystem von )/ H ist. Sei dazu g = g1 - [1] + g2[7] € Q/H fiir g1, 2 € Z.
Aus der Division mit positivem Rest erhalten wir

P=qa+r; und g1 —bgy=god+r, mit0<ry <a,0<r<dq,r €Z.

Dann folgt

g = &ill] + qalt] +nlt] = g1[1] + g1 - (=0[1]) + r[7]

— (g1 — qb)[1] + ra[7] = @ad[1] + ra[1] + ra[] = ra[1] + i 7],
also enthilt V einen Vertreter jeder Restklasse. Ist [v1] = [vp] fiir v1,v; € V, s0

v —vy=(s1—s2)1+ () — )T € H,

also folgen nacheinander

(1 —t)€eZan{—-(a—1),—(a—2),...,a—1} = {0},

= 01— =(s51—8)€ZdnN{-(d-1),—(d-2),...,d—1} = {0}.
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Somit ist 1 = v und V ein Vertretersystem von (3/ H mit ad = m Elementen.

Sei nun andersherum G < () eine beliebige Untergruppe vom Index m € IN. Dann
ist d := ord(w;G) ein Teiler der Gruppenordnung m = |Q)/G|. Dann ist also

a:=m/d=1(Q/G)/(<wG>)|=[(Q/G)/(<w,G>/G)| =0/ (< wq,G >)|,
woraus mit H :=< wj, G > sofort 3/ H =< wyH > folgt, also
H =a(wp,H) oderauch aw; € H=< w1, G >.

Hieraus folgt die Existenz eines b € Z mit aw; + bw; € G. Wegen dw; € G konnen
wir dabei 0 < b < d = ord(w1G) widhlen. Also enthélt G eine Gruppe

< dwi,awy; +bw; >< G < (), ]

die den gleichen Index m in () hat, womit wir deren Gleichheit erhalten. Denn es
gilt wegen der Kommutativitit [ : U] = [Q): G|[G : U] fir U < G < Q. Also hat G
die behauptete Gestalt fiir a,b,d € INg mit ad = m,0 < b < d wie oben konstruiert.

§3 Die Hecke-Operatoren T;,,m € N

(3.1) Definition (Hecke-Operator)

Sei G¢ die Menge der Gitter in C und F : G¢ — C eine homogene Funktion vom
Grad —k, d.h. F(AQ) = A~FF(Q) fiir A € C*,Q € Gc. Definiere fiir m € N den
Hecke-Operator T}, durch

Tw(F): Gec — C,Q — ) F(H).
H<OQ,[Q:H]=m

Dies ist wohldefiniert, da die Summe nach (2.2) endlich ist und T,,(F) ist mit F
ebenfalls homogon vom Grad —k. o

(3.2) Satz (Hecke-Operator auf Modulformen)

Sei f € M eine Modulform vom Gewicht k € Z und F : G¢ — C die dazugehorige
homogone Funktion vom Grad —k gegeben durch F(< 1,7 >) = f(1),T € H. Da-
bei ist der Funktionswert unabhédngig von der Basiswahl von () € G¢, wie aus der
Losung von "Funktionentheorie II, S513, Blatt 6, Aufgabe 4 b)"mit der Modularitat
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von f folgt. Dann definieren wir Ty, (f) als die zu T, (F) gehérige Modulform mul-
tipliziert mit dem Skalierungsfaktor m*~1, also T,,(f)(7) := m*~1 - T,,(F)(< 1,7 >
),T € H. Es gilt

b
Tuf(x) = = ¥ dt Y AT Sk Y et cem
ad=m  0<b<d T\ M, T+
o
und T, f ist wieder vom Gewicht k.
Beweis
Setzt man () :=< 1,7 > fiir T € H, so gilt
22
M) =T E(<L,t>) = Y EEH®E Y F<dar+b>)
H<Q,[Q:H]=m ad=m,0<b<d
F homogen K at + b k EZT +b
= F
L dTR<, =y at Y AT,
ad=m,0<b<d ad=m 0<b<d

also die erste Gleichung. Da fiir jeden Summanden ledglich eine lineare Transfor-
mation vorgeschaltet wird, ist jeder Summand und somit auch T, f holomorph und
beschrankt. Da m*~1T,,(F) homogen von Grad —k ist, ist das dazugehorige T f
modular, also auch eine ganze Modulform vom Gewicht k. Indem wir uns an die
Operation der Modulgruppe (1.1) auf M,, zuriickerinnern, sehen wir, dass

Yty =y a T = era (),
ad=m 0<b<d <S Z)ev (? Z)GF\Mm

da die Summanden im letzten Term bei Linksmultiplikation von (25) mit y € T
gleich bleiben (f € IMj und Operation) und somit die Summanden unabhingig von
der Wahl des Vertreters sind. Beachte, dass dabei wegen T € H stets ¢t +d # 0 gilt.

O

Den Nutzen des Skalierungsfaktor fiir Fourier-Entwicklungen erkennen wir im

(3.3) Satz (Hecke-Operatoren auf Fourier-Entwicklungen)
Hat f € My die Fourier-Entwicklung f(z) = ¥,50 @n€?™"* = ¥, anq", so erhalten
wir die Fourier-Entwicklung von T, f als

Tuf(z) = Z (%)k_l Z a”qmn/dz = Z q" Z - mn/72'

dlm n>0,d|n n>0  r|(mn)
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Insbesondere ist dank der Skalierung stets } ;| () g /2 € Z, falls alle a,, ganz-

zahlig sind.

Beweis
Im Folgenden benutzen wir (aus geometrischer Summenformel)

Z eZm'nb/d/d —

0<b<d

1 fallsdin
0 sonst.

sodass wir erhalten:

Tuf(e) =mt Y at ¥ (B0

ad=m 0<b<d

_ Z (m/d)k—ld—l Z Zan627rin(az+b)/d

ad=m 0<b<dn>0
_ Z (m/d)kfl Z anqna/d Z eZm’nb/d/d
ad=m n>0 0<b<d
1) _
\J Z (m/d)k 1 Z anqml/d
ad=m n>0,d|n
—m/d my k=1 2
L (G) L e
djm n>0,d|n
dS::Tl m k_l Sm/d
=L (G) e
‘ms_()
ri=m/d k—1
= Z Z r ams/rqsr
rlms=0
n:;sr Z Z T’kilﬂmn/rzqn
rlmn>0,r|n

= an Z rkilamn/ﬂ-

nz0  r|(mmn)

(3.4) Korollar

<

1)

Fiir teilerfremde m, u € IN gilt T;;;, = Ty, T),. Fiir Primzahlen p € IP und d € N gilt

Tpd = Tprdq — pdﬁlTpdfz

Insbesondere kommutieren die Operatoren T, m € IN miteinander.

()

<
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Beweis
Seien also m, y € IN mit ggT(m, y) = 1. Fir alle f = },>0q"a, € M gilt dann
nz0 s|(pn)
=Y Y k=1 y Sk_laymn/(rs)2
n>0  r|(mn) s|(p,mn/v?%)

=1
D DUAND DD D () e

n>0  r|(mn)s|(un)

-1 B
- Z qn Z tk 1a;/tmn/tz = T]imf(z)/
n20 t|(mpn)
da r2s|mn Pl s|mn (mal=t s|n. Dies liefert die erste Behauptung; fiir Gleichung (2)

seien p € IP,d € IN-4, so folgt

(T,Ty ! = P ' Tae) f(2)

= TP Z qn Z Sk_lapd—ln/sz - Z qn Z (pr)k_lapd—Zn/rz

n=0 s|(p?~1n) n=0 rl(p=2n)

r=pr k—1 k—1 k—1

= Y7 )Y g Y. 8 Aty (gs)2 — Y, o Bty 12
n=0 gl(pn) s|(p=1,pn/g?) plr|(p?=1,pn)

1 B _ _
ge{:p} Z q” ( Z sk 1apdn/52 + Z (ps)k 1ﬂpd—2n/s2 - Z rt 1apdn/r2>
)

n=0 s|(p?=1,pn) s|(p?=1n/p) plrl(pd=1,pn

- Z q" ( Z Sk_lapdn/sz + Z (ps)klapd2”/52)
pis|(p?=1,pn) )

n=0 s|(p?1n/p

n=0 plsl(p9n n=0  s|(pdn)

Induktiv folgt, dass alle Tpd Polynome in Ty, T; sind. Da aber T; = Idy,, sind sie
insbesondere Polynome in T, und kommutieren somit.

S:;ps Z L]n ({’Z dy + 2 dn/sz) B Z qn Z Skilar’d”/sz - Tpdf(z)'
)

Zusammen folgt nun mit einer Primfaktorzerlegung das Kommutieren aller Hecke-

Operatoren.
O]
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§4 Anwendungen der Hecke-Theorie

Wir werden die Hecke-Theorie auf einige Beispiele anwenden, insbesondere die Spit-
zenform A € Sqp, um zahlentheoretische Aussagen zu folgern.

— Die Spitzenform A und die T-Funktion —

Dabei sei A € 51, die normierte Diskriminante:

Alz) =) t(n)g" =) t(n)g", t(0)=07(1) =1

n>0 n>1

Mit (3.3) berechnen wir die ersten zwei Koeffizienten von T, f als

a9 Y P+ aug.

rlm

Da Modulformen genau dann Spitzenformen sind, wenn der erste Koeffizient der
Fourierentwicklung verschwindet, werden auch die Raume der Spitzenformen in
sich tiberfiihrt. Weil zusétzlich 51, =< A >¢ eindimensional ist, gilt also T;,A = ¢, A
fiir ein von m € IN abhéngiges ¢,;, € C. Da der Koeffizient von ¢! der normierten
Diskriminante 1 ist, gilt nach obiger Gleichung insbesondere c¢,, = 7(m), also ist A
simultaner Eigenvektor aller T, zum eigenen Entwicklungskoeffizienten 7(m).

Hieraus folgt insbesondere sofort die von Ramanujan behauptete (verallgemeiner-
te) Multiplikativitdt der T-Funktion; berechne dazu den n-ten Koffizienten in der
Entwicklung von T, A:

11__,mn
T(T"—z) Vm,n € IN.

Insbesondere ist T als multiplikativ im zahlentheoretischen Sinne, also (m,n) =1 =
T(mn) = t(m)t(n).
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— Spektraltheore und die Modulformen Gy —

Ist allgemeiner f € My simultane Eigenform, gilt also T;,f = A, f mit Konstanten
A € C fir alle m € N, so folgt jeweils a,, = Aya;, also entweder 0 = a1 =
an fur alle m € N, also f konstant oder wir kénnen f zu f/a; normieren und
es gilt T, f = a,f fur alle m € IN, woraus wir die gleiche Multiplikativitat der
Fourierkoeffizienten wie bei T erhalten. Dies gilt zum Beispiel fiir den (eindeutigen)
normierten Erzeuger der eindimensionalen Sy, also fiir k € {16,18,20,22,26}, und
die Eisenstein-Reihen Gy fiir k > 4 gerade: Fiir alle m € IN gilt T,,Gx = 0y_1(m)Gy
und fiir alle 7, n € N auch o3y (1)0_1 (1) = Ly () 4 0k—1 (mn/d?). Wihlt man
ein geeignetes Skalarprodukt auf den Raumen My, so sind alle T}, selbstadjungiert
(und kommutieren), also lassen sie sich alle simultan diagonalisieren.
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