Modulformen zu Kongruenzgruppen
Vortrag zum Seminar Funktionentheorie II, 13.12.2013
Nina Neidhardt

§1 Einleitung

Dieser Vortrag beschiftigt sich mit Modulformen zu einer Kongruenzgruppe. Er
gliedert sich in drei Teile. Im ersten Teil werden die grundlegenden Begriffe wie
Charakter, Kongruenzgruppe und Modulform eingefiihrt, sowie wichtige Sitze ge-
nannt und bewiesen. Auflerdem werden die Begriffe mit Hilfe von Beispielen, der
Theta-Reihe und der Eisensteinreihe, verdeutlicht.

Im zweiten Teil betrachten wir die FOURIER-Entwicklung eines abelschen Charak-
ters mod n.

Dies hilft uns, um im dritten Teil die Dimensionsabschidtzung des Raumes IMy (A, x)
der ganzen Modulformen vom Gewicht k zu einem abelschen Charakter xy mod n
und einer Kongruenzgruppe A durchzufiihren.

Der Vortrag orientiert sich stark an Kapitel III, §7, Abschnitt 1,2 und 5 aus [KK98],
wobei das Beispiel der Eisensteinreihen Seite 17f des Buches [BvdGHZ08] entnom-
men wurde.
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§2 Der Begriff Modulform zu einer Kongruenzgruppe

Im Verlauf dieses Vortrags sei M = (i Z) eT.

(2.1) Bemerkung

Wir erinnern uns, dass wir in [(2.4) im Vortrag "Kongruenzuntergruppen und dis-
kontinuierliche Gruppen"] fiir ein n € IN die Hauptkongruenzgruppe (mod n) definiert
hatten als

I[n]:={M €T |M=E (modn)}
={M el |3X eMat(2,Z) mit M = E+n-X}. o

(2.2) Definition (Kongruenzgruppe)
Eine Untergruppe A von I heifst Kongruenzgruppe, wenn es ein n € IN gibt mit
I'[n] C A.
(2.3) Korollar
Jede Kongruenzgruppe A hat endlichen Index in T'. o

Beweis
Da A und T'[n] jeweils Untergruppen von I sind, also

T <A<T,

gilt
T:A]<[T:T[n]] <oo

gemaf3 [(2.6) im Vortrag Kongruenzuntergruppen und diskontinuierliche Gruppen].[]
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— Charakter —

(2.4) Definition (Charakter)
Sei A eine Kongruenzgruppe.
Dann heifst jeder Gruppenhomomorphismus

x:A—{zeC|z| =1}

ein abelscher Charakter von A.
Als trivialen Charakter bezeichnen wir den Charakter, der alles auf 1 abbildet, und
schreiben ihn zukiinftig einfach als 1.
Wie bei Gruppenhomomorphismen iiblich heifit ein abelscher Charakter endlich,
wenn es ein m € IN gibt mit
x"=1.

Man sagt, dass x ein Charakter mod n von A ist, wenn I'[n] C A und

x(M) =1 fur alle M € T'[n]
gilt. ©
(2.5) Beispiel
Erinnern wir ung!|an die Theta-Gruppe

Ty ={(],T%,

(0 -1\ ., (12
=G o) r=6 )

Ty =T[2JUT[2]-],

also ist I'[2] C I'y und somit ist I'y eine Kongruenzgruppe.
Die Funktion g : Ty — {z € C | |z| = 1} mit

mit

Dann giltﬂ

1, falls M € T|2]
-1 , falls M ¢ I'[2]

xo(M) = {

ist ein Gruppenhomomorphismus.
Betrachte dazu

A,B,C,D€T[2], X:=CJ, Y:=DJ €Ty \TI[2].

Dann gilt:

IKorollar XI (3.8) im Skript "Funktionentheorie II" [Kri13]
25304 im Skript "Funktionentheorie II" [Kril3]
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1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

4. Fall:

M=AecT]2], N=BeTI|2:
AB €T[2]

und daher
Xo(MN) = x3(AB) =1=1-1= x9(A)xs(B) = xo(M)xs(N)

M=AcTP2, N=X=CJ ¢T]2:
AX = ACJ €T[2]-] =Ty \T[2], also AX ¢ I[2]
und

Xo(MN) = x9(AX) = =1 =1-(-1) = x9(A)xs(X) = xs(M)xs(N)

M=X¢TI]2, N=AcT[]2
Angenommen, XA € T'[2].
Da I'[2] eine Gruppe ist und A, A~! € I'[2] gilt dann

X =XAA"t eT[2],

was ein Widerspruch zu X ¢ T'[2] ist.
Also gilt XA ¢ T'[2] und daher:

Xo(MN) = x9(XA) = =1 = (=1) -1 = xs(X)xs(A) = xe(M)xs(N)

M=X=CJ¢T[2, N=Y=DJeTI[2:
Angenommen, dass C]DJ ¢ I'[2], also CJD € I'[2].
Da D, D~! € T[2] und T'[2] eine Gruppe ist gilt dann:

C]=CJD D' eT[2].

Das ist ein Widerspruch zu M = CJ ¢ T'[2].
Also gilt CJDJ € T'[2] und daher

Xo(MN) = x9(CJD]) =1 = (-1) - (=1) = xo(X)xs(Y) = xs(M)xs(N).

Also ist xy ein Gruppenhomomorphismus auf I'y und somit ein abelscher Charakter

von I'y. o
(2.6) Lemma

Sei A eine Kongruenzgruppe.

Ist x ein abelscher Charakter mod n von A, so ist er endlich. o
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Beweis
Da [T : A] < oo (siehe (2.3)) und wegen

Tl <A<T

gilt
T: Al
[A:T[n]] = =—— =:m < oo
[I': Tln]]
Also ist A/I'[n] eine endliche Gruppe der Ordnung m. Mit dem kleinen Satz von
Fermat fiir die Faktorgruppe gilt dann L™ € I'[n] fiir alle L € A. Da aulerdem x ein

Gruppenhomomorphismus und ein abelscher Charakter ist, gilt also:

X"(L) = x(L") =1
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— Modulform —

(2.7) Definition (Modulform)
Sei k € Z, A eine Kongruenzgruppe und x ein abelscher Charakter von A. Eine

Funktion
fH—C

heifst ganze Modulform vom Gewicht k zur Kongruenzgruppe A und zum Charakter x ,
wenn gilt:

(MK.1) f ist holomorph auf H.

(MK.2) fl«L = x(L)f fiir alle L € A.

(MK.3) f|xM ist fiir jedes M € T bei co holomorph. o
Wir erinnern uns an die Definition

at+b
cT+d

) firalet € Hund M = (ECI Z) erl.

FeM(3) = (et +d) ™ f (

Die Menge aller ganzen Modulformen vom Gewicht k zu A und x bezeichnen wir
mit My (A, x). Fiir den trivialen Charakter wéhlen wir die Abkiirzung

M (A) := Mg(A, 1).

(2.8) Bemerkung
My (A, x) ist ein Vektorraum iiber C.
Fiir die uns bekannten Modulformen vom Gewicht k gilt M = IM(T). ©

Beweis
Dass My = My (T') gilt folgt mit der Definition.

Die Funktionen, die (MK.1) erfiillen, bilden einen Vektorraum, da die holomorphen
Funktionen einen Vektorraum bilden.
Seien g, f Funktionen, die (MK.2) erfiillen, und a € C. Dann gilt fiir alle L € A:

(f + 8)IkL(1) = flkL(T) + glkL(T) = x (L) f(7) + x(L)g(7) = x(L)(f +8)(7)

und
(af)|kL(7) = aflL(t) = ax(L)f(7) = x(L)(af)(7),
also sind die Funktionen, die (MK.2) erfiillen, ein Vektorraum.
Seien g, f Funktionen, die (MK.3) erfiillen, und « € C. Dann gilt fiir alle M € I':

(f + &) kM(7) = flxM(7) + [k M(7)
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und
(af)kM(T) = af[M(T).
Da sich die Holomorphie eines Punktes nicht durch skalare Multiplikation oder
Addition einer anderen an diesem Punkt holomorphen Funktion &ndert, sind die
Funktionen, die (MK.3) erfiillen ein Vektorraum.
Da der endliche Durchschnitt von Vektorraumen wiederum ein Vektorraum ist, bil-
det die Menge My (A, x) der Funktionen, die (MK.1), (MK.2) und (MK.3) erfiillen,
einen Vektorraum. L]
(2.9) Beispiel
Wir betrachten die vierte Potenz der Theta-Reihe ¢ : H — C mit
_ Z em’nzr.
nez
¢ ist auf IH holomorph, also ist dies auch 9* (MK.2).
Erinnern wir uns an Xg aus

Da ] ¢ T[2], also xs(J) = —1, undl Plot(—1) = —12. 94(1) gilt:
2
6] (7) = <r>2ﬂ4<—%> = (-1) 5 8(0) = xo ()8 (1),

Wegen T2 € I'[2], also x5(T?) = 1 undf|8(7 +2) = (1) gilt:
02T (1) =172 0%(7 +2) = xo(T%)0%(1).
Da I'y = (J, T?) und mit (2.17) gilt also fiir alle L € T:

9*2L(1) = xo(L)8* (7).
Also gilt (MK.2).
Da wir ¢ auch schreiben koénnen als eine FOURIER-Entwicklung, die bei 0 anfangt,
namlich -

¥(t):=1+2 Z et

nelN
ist ¢ holomorph bei co.
Esgilt T = (], T). Wegen
F*T(1) = 8*(7)
T (1) =1720%(1+1) g 204 (1) — 0% (1)

Also ist mit 1} auch 194| oM fiir alle M € T bei co holomorph (MK.3).
Damit ist 9* € M5 (T, x9)- o

und

35.330 im Skript "Funktionentheorie II" [Kril13]
45,330 im Skript "Funktionentheorie II" [Kril3]
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— Lisensteinreihen —

(2.10) Definition
Sei N € IN. Dann definieren wir:

To(N) := {M: (C d) € SL(2,Z)

C =N 0}
(2.11) Lemma
Sei N € IN. Dann ist I'g(N) eine Gruppe und es gilt '[N] C T'o(N) CT.
Also ist I'g(N) eine Kongruenzgruppe. o

Beweis 10
Es gilt E = (0 1) € IH(N).

. ar by apm bum :
Fir L = , M € I'o(N) gilt: LM € SL(2,Z) und

c dr M dm

(LM)oq(mod N) = [cram + drey](mod N) = crap(mod N) + dpcy(mod N) =0,
also gilt LM € T')(N) und somit ist I'g(N) eine Gruppe.
Offensichtlich gilt To(N) C T = SL(2,Z).

Sei M € T[N], also M € T und M = E(mod N).
Dann ist (M), = 0(mod N) und daher M € Ty(N), also T[N] C To(N). O

(2.12) Definition
Als Dirichlet-Charakter modulo N bezeichnen wir einen Charakter x auf (Z/NZ).
Erweitern wir x auf Z mit

(n) = x(n (mod N)) , falls ggT(n,N) =1
X 0 , sonst

so bezeichnen wir diese Abbildung ebenfalls mit x und nennen sie einen Dirichlet-
Charakter. o

(2.13) Lemma
Sei x ein Dirichlet-Charakter. Definiere

7:To(N) = C, (a b) s x(a) = {X(a (mod N)) , falls ggT(a,N) =1 |
c d 0 , sonst

Dann ist ¥ ein Charakter auf I'y(N). o
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Beweis
Wir wollen zeigen, dass x ein Gruppenhomomorphismus ist und fiir alle M € T'y(N)
gilt:

X(M)[ = 1.
Zunichst bemerken wir, dass [¥(M)| = [x( (M)11 (mod N) )| =1, da x ein Charak-
ter auf Z/NZ ist.
Beziiglich des Gruppenhomomorphismus tiberlegen wir zunéchst, dass

X(E)
wobei die letzte Gleichung wiederum gilt, weil x ein Charakter auf Z/NZ ist.
Seien L, M € T'y(N) (also insb. cps = 0 (mod N) ). Dann gilt:

$STL=1 (1 (mod N) ) = 1,

ggT((ZL(ZM + brem, N) = ggT(aL - ap, N)

und
ggT(ar-ap, N)=1< ggT(ar, N) =1und ggT(apm, N) =1,

also

ggT(aray +brem, N) =14 ggT(ap, N) =1und ggT(ap, N)=1.

1. Fall: Sei ggT(arap + brcwm, N) = 1. Dann ist:

X(LM) = x([arapm + brepm] (mod N) ) = x(apap (mod N) )
= x(ar (mod N) ) - x(am (mod N) ) = X(L) - X(M).

2. Fall: Sei ggT(arap + brem, N) # 1, also ggT(ar) # 1 oder ggT(ap) # 1 und daher
x(ar) = 0 oder x(ap) = 0.
Dann ist:

X(LM) = x(aram +brem) = 0= x(ar) - x(am) = X(L) - X(M).

Also ist § ein Gruppenhomomorphismus und daher ein Charakter auf I'o(N). O

(2.14) Beispiel

Fir ein N € NN, betrachte die Kongruenzgruppe I'o(N) und einen nicht-trivialen
Dirichlet-Charakter x mit § : To(N) — C definiert wie in und k € N mit
x(—1) = (—1)*. Die Funktion Gy, : H — C mit

Gk,)((z) = ce(x) + i (Zx(d)dk1> p2mizn

n=1 \d|n
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mit cx(x) = 3L(1 —k, x) € R und L(s, x), der analytische Fortsetzung von

ist eine ganze Modulform vom Gewicht k zur Kongruenzgruppe I'g(N) und zum
Charakter ¥, also G, € M(I'o(N), %).

Beachte, dass Gy, der FOURIER-Entwicklung einer Eisensteinreihe dhnelt.

Nach einigen Uberlegungen kann man dhnlich wie bei der Eisensteinreihe die Ho-
lomorphie auf H, die Gleichung

Gk,)(|kL = X(L)Gk,)( fiir alle L € Ty(N)

und die Holomorphie von Gy , M fiir alle M € T’ im Punkt co nachweisen. o

— Modulform —

(2.15) Korollar
Seien A eine Kongruenzgruppe, x und x’ abelsche Charaktere und k, ¢ € Z.
Dann kann man die ganzen Modulformen zu A und x bzw. x’ multiplizieren und
es gilt:
My (A, x) - Mi(A, x') € Meir(A, x - X).

Beweis
Sei f € My(A, x) - Mg(A, x'). Dann gibt es

fl € Mg(/\,)() und f2 € Mk(/\,)(,) mit f = f1 -fz.

Daher sind f; und f, auf H holomorph, also auch ihr Produkt f und somit ist (MK.1)
aus erfullt.

Es gilt fiir alle M € I
fleaM(t) = (et +d)" R f(MT) = (et +d) " f1(MT) - (cT + d)* fo(M7)
= fileM(7) - foleM(T)

Also gilt fiir alle L € A mit (MK.2) fiir f; und fy:

(MK.2)

Fleskl(t) = fileL(7) - faleL(T) =" x(L) fa(7) - X' (L) fo(T) = x - X' (D) f(7),
also ist (MK.2) von f erfiillt.

10
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Betrachten wir die Holomorphie von f|y, M bei co. Es gilt mit (MK.3) fiir f; und fo:

flegeM(e0) = fileM(eo) - f2[xM(00) < 00
Also gilt (MK.3) fiir f und somit f € My, (A, x - xX')- O

(2.16) Korollar
Seien k € Z, A eine Kongruenzgruppe mit —E € A und yx ein abelscher Charakter
von A. Gilt x(—E) # (—1)k, so folgt My (A, x) = {0}. o

Beweis
Sei f € Mg(A, x) beliebig.
Da —E € A ist, gilt mit (MK.2) aus (2.7), dass

X(-E) £ " B0 = 0t 1)Ff (ED) = (0 o),

Aus x(—E) # (—1)* folgt nun f(7) = 0 fiir alle T € H.
Also gilt f = 0 und daher M (A, x) = {0}. O

(2.17) Lemma
Sei f auf H holomorph und L, M € I und k € Z. Dann gilt:

(FIKL) [ (M = fli(LM)

Beweis

Esgilt firallet € H, L = a. b und M = (™™ bm :
cr dp cm dm

(fIkL) [, M(7) =(cmT + dum) " flxL(MT)
(cmT + dam) (e (M) +dp) *f(L(M

=(cmT +dpm) " <CL (aMTJr bM> > f(LMrT)

cMT +dp
—(cr+ (amT + bar) +dp - (emT +dnr) (LM
=((crapm +drem) T + (cLby + didum)) kf(LMT)
=flk(LM)(7), O

wobei die letzte Umformung gilt mit:

LM :— (ﬂL bL) . (aM bM) _ (aLaM+chM aLbM“‘deM)
) cr dr cv dm cray +diey crby +drdy )

11
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(2.18) Korollar
Seien k € Z, A eine Kongruenzgruppe, x ein abelscher Charakter von A und M € T.
Dann ist

xm(K) := x(MKM™!) fiir alle K € M—AM

ein abelscher Charakter von M~ 1AM, und die Abbildung
K Me(A, x) — M(MIAM, xm), f— fliM
ist ein Vektorraumisomorphismus. o

Beweis

Da A eine Kongruenzgruppe ist, gibt es ein n € IN mit I'[n] C A.

Mit [(2.6) im Vortrag "Kongruenzuntergruppen und diskontinuierliche Gruppen"]
wissen wir, dass I'[n] ein Normalteiler in I ist, insbesondere gilt fiir M € I":

I'[n] = M~ 'T[nIM C M~ 'AM.
Also ist M—LAM eine Kongruenzgruppe.

Es gilt Bild(xp) C Bild(x) € {z € C | |z| = 1}.
Fir K,K' € M1AM gilt MKM~!, MK'M~! € A, also folgt, da x ein abelscher
Charakter von A ist:
xm(KK') = x(M(KK'YM™") = x(MKM'MK'M™") = x(MKM ") x(MK'M™)
= xm(K)xm(K')
Also ist
xm:iMIAM — {zeC||z| =1}

ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus und damit x s ein abelscher Charak-
ter von M1 AM.

Sei f € Mg(A, x). Dann gilt fiir alle T € H:

cT+d

K(F)() = FleM(1) = (c + d)¥f (

Da M € T ist, gilt ct +d # 0. Da f auf H holomorph ist, ist also auch x(f) auf H
holomorph und es folgt (MK.1) aus (2.7).
Da auflerdem fiir alle M’ € T gilt: f|yM’ ist bei oo holomorph, gilt dies auch fiir

Kk (f)|k, also folgt (MK.3) aus (2.7).

Um die Giiltigkeit von (MK.2) zu beweisen, erinnern wir uns, dass mit (2.17) fiir ein
beliebiges L € A gilt:

ar+b>

Fle(LM) = [fi(L)] [, (M).

12
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Also folgt:

[l (MTILM)(7) = fle(MM™'LM)(7) = fl(LM)(7) = [f[x(L)] | M(7)
feMg(Ax)

(MK.2) B
=" X(D)f) [ M(T) = xm(M~LM) f [ M(7).
Damit erfiillt f|,M auch (MK.2) und somit ist ;M € M(M~1AM, xu).
Also ist ¥ wohldefiniert.

Aus wissen wit, dass My (A, x) und My (M~'AM, x) Vektorraume sind.
Seien f,g € M(A, x) und a € C. Dann gilt:

k(af) = (af) kM = (et +d) " (af) (Z::Z)

= a(ct +d)Ff (ar+ b

) = afleM = ax()

und

aT+b)

ff+8) = (F+ M = (er+d) M +9) (S
at+b

= (cr+d)’kf <c7+d> + (cr+d)kg(
= fliM + g[xM = x(f) +x(g),

at+b
cT+d

also ist x ein Vektorraumhomomorphismus.

Um die Bijektivitdt zu zeigen, betrachten wir die Funktion

K M(MIAM, xp1) = Mp(M™ D IMIAMM ™Y, (xm) 1) = Mi(A, x)
gghM

k' ist die Umkehrabbildung von «, da fiir ein beliebiges f € M(A, x) gilt:

K (k(f)) = © (kM) = [FeM] [ M ED MMy = RE = f

Also ist « bijektiv. O

13
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§3 Die FOURIER-Entwicklung

(3.1) Satz

Seien k € Z, A eine Kongruenzgruppe mit I'[n] C A und x ein abelscher Charak-
ter mod n von A. Ist f € My(A, x) und M € T, so besitzt f|;M eine FOURIER-
Entwicklung der Form

fleM(T) = Y ap(m; M)e ™, T € H,

m=0

die fiir jedes ¢ > 0 auf der Menge {7 € H | Im7 > ¢} absolut gleichmafig konver-
giert. Die FOURIER-Koeffizienten a¢(m; M) sind eindeutig bestimmt und erftillen

ar(m; LM) = x(L)as(m; M)

furallem € Ny, L€ Aund M €T. o

Beweis
Aus (2.18) wissen wir, dass f|yM € M(M~1AM, xp) ist. Betrachten wir

T”:<(1) '11>:((1) (1))+n~(8 (1))61“[71].

Dann folgt fiir alle T € H: T"7 = {} = 7+ n.

Da M € T und T'[n] ein Normalteiler von T ist ([(2.6) im Vortrag "Kongruenzunter-
gruppen und diskontinuierliche Gruppen"]), gilt

MT[n]M~! = T[n].

Insbesondere ist MT"M~! € T'[n] C A und somit, da x ein abelscher Charakter mod
n ist, folgt x(MT"M~1) = 1.
Zudem gilt auch T" € M~'AM und deshalb auch mit (MK.2)

(fleM) [ T" = xm(T") f - M(7).
Also wissen wir:

FleM(t+ ) =0 T+ 1)~ plen(rr) PELM (o) agy ()

YT FleM(0) = x(MT" M) feM () = £l M(7)

Also ist f|xM periodisch mit der Periode n.
Da f[M € M(M~'AM, xm) gilt, ist es mit (MK.1) holomorph auf H.

14
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Wegen f € M(A, x) und (MK.3) ist f|xM auch bei co holomorph.
Definieren wir

8(1) = flM(nt),
so libertragt sich die Holomorphie auf H und bei co auf g. Zudem gilt:

gt +1) = flx(n-(t+1)) = fle(nt +n) = fle(nt) = g(7).

Also ist g periodisch mit Periode 1. Aus der Funktionentheorieﬁ folgt nun sowohl
die Existenz und Eindeutigkeit der FOURIER-Entwicklung von ¢ und somit auch
f|xM als auch die absolute und lokal gleichmé@ige Konvergenz auf der Menge

S:={teH|Imt > ¢}

Daraus folgt bereits die absolut gleichméflige Konvergenz auf S. Betrachte dazu die
Menge
A={teH|0<Ret<n e<Imt <1}

Diese Menge ist kompakt und somit konvergiert die FOURIER-Reihe auf A absolut
gleichmaflig.
Nehmen wir nun die Menge

B:={teH|e<Im7<1}.

Dann gibt es fiir jedes T € B ein z; € Z mit T + nz; € A. Da f|;M periodisch ist mit
Periode n gilt nun f|yM(7) = f|M(T + nz), also konvergiert die FOURIER-Reihe
auf B absolut gleichméfsig.
Sei nun

C:={teS|Im7>1}

Dann gilt fiir die FOURIER-Reihe an der Stelle T € C:

= 2mimt
[fIeM(T) = | ) ap(m; M)e™n
m=0
0 mtim Re(T) m Im(7) 0 m Im(t)
<Y |ap(m M)e2 I ) ocf(m;M)e_2 e
m=0 m=0
0 2mtm
< 2 ‘ocf(m;M)e* n| < 00,
m=0

da die FOURIER-Reihe am Punkt i € A absolut konvergiert. Also konvergiert die
FOURIER-Reihe fiir alle T € S = B U C absolut gleichméfsig.

6zum Beispiel Satz V(4.3) im Skript "Funktionentheorie I" [Kri13]
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§3 Die FOURIER-Entwicklung

Jetzt bleibt nur noch zu zeigen, dass fiir alle m € Ng und L € A gilt:
ocf(m; LM) = X(L)ocf(m;M)

Sei also L € A beliebig. Dann gilt mit f € M(A, x):

o]

X g LMY = F(LM)(0) ) () [oM(0) P 200
= X(0) 3 agm M) = 3 a(Lg (s M)eE*

Mit der Eindeutigkeit der FOURIER-Entwicklung gilt nun fiir alle m € No:
ay(m; LM) = x(L)ag(m; M),

also folgt die Behauptung. O

16



§4 Dimensionsabschétzung fiir positives Gewicht

§4 Dimensionsabschitzung fiir positives Gewicht

(4.1) Lemma
Sei A* Untergruppe einer Gruppe I' mit endlichem Index ¢. Ist M € ' und My, ..., My,
ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von I' nach A*, d.h.

¢
I=[JA"M;
j=1
und
A*M; N A*Mj = furi # j,
so ist auch MM, ..., M;; M ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen. o
Beweis

Da M €T ist, gibteseinm € {1,...,¢} und ein L € A* mit M = LM,,.
Sei K € T beliebig. Da T eine Gruppe ist, existiert M~! € T und es gilt KM~! € T.
Als Vertretersystem von I' muss es also ein k € {1,...,/} und ein L, € A* geben mit
KM~! = L M. Dann folgt

K = LyMiM.

Da K € T beliebig war, gilt daher
14
r=JAMM
j=1
Da M invertierbar ist und A*M; N A*M; = () fiir i # j gilt zudem
A*M;M N A*M]M = furi # j,
also ist M1 M, ..., MyM ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von I' nach A*.[J

(4.2) Lemma
Seien k € IN, A eine Kongruenzgruppe, x ein abelscher Charakter mod #n von A. Sei

A :={LeA|x(L)=1} CT.
Ist f € Mi(A, x), so gilt f € Mg (A*). o

Beweis
Da yx ein abelscher Charakter mod n von A ist, gilt x(L) = 1 fiir alle L € I'[n], also
insbesondere I'[n] € A* und somit ist A* eine Kongruenzgruppe von I,

17



§4 Dimensionsabschétzung fiir positives Gewicht

Als niéchstes zeigen wir, dass wir f als Element von IM(A*) auffassen konnen.
Dazu tiberlegen wir uns, weil f € M(A, x) ist, dass mit (MK.2) aus fir alle
L € A gilt:

flel = x(L)f

Also gilt fiir alle L* € A* C A mit der Definition von A™:

flel™ = x(L*)f = f.
Da sich (MK.1) und (MK.3) aus nicht &ndern, und nun (MK.2) fiir A* und den

trivialen Charakter gezeigt wurde, gilt f € IM;(A*). O
(4.3) Lemma
Seien k € N, A, x, A* wie in (4.2) und

=[T:A"].

Sei My, ..., My das Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von A* nachT.
Zu f € Mg(A, x) und M € T definieren wir

¢
) == [ f1kM;.
=1

Dann gilt 77(f) € My. o

Bewgis

Mit hat A* in I' einen endlichen Index, also ist ¢/ wohldefiniert und es gibt
ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von A* nach I', das wir mit My, ..., My
bezeichnen.

Mit (2.18) wissen wir, dass die f|xM; € le(Mj_lAMj, Xm;) sind, also insbesondere
mit (2.7) holomorph auf H. Damit ist auch ihr endliches Produkt 77(f) holomorph
auf H und erfillt (MK.1).

Des weiteren wissen wir, dass (f|M;) [(M bei oo holomorph ist fiir alle M € T.
Wegen

(f)laM(T (HfIkM>

M(7) = (ct+d)~ (Hf|kM>

/ ‘
= [J(ct+d)*fxM;(M7) = [T kM) M (7)
j=1

j=1

ist auch 77(f)|gM bei co holomorph, also gilt (MK.3).

18



§4 Dimensionsabschétzung fiir positives Gewicht

Um (MK.2) zu beweisen, nehmen wir wiederum ein beliebiges M € T..

Zunéchst gilt mit , dass MM, ..., M;M auch ein Vertretersystem der Rechtsne-
benklassen von I' nach A* ist. Also gibt es fiir jedes j € {1,..., £} ein L; € A* und
genau ein n; € {1, ..., 0} mit M;M = L]-Mnj. Dann gilt wie oben:

~
~

:]N

7T(f)|aM(T) = H(f|kM)|kM() =

=1 j

=TT leMa ) (1) 2 ]

j=1

(flxMiM)(7) = H(fIkL My;)(7)
]:
4
(FleMn) (7) = [ T(fleM;)(T) = 7(f)(T)

]:

~
=Ny
—_

-
Il

—_

—_

Dabei gilt (*), da wir dank (4.2) wissen, dass f € M (A*)
Also folgt fiir L; € A* mit (MK 2) die Gleichung (f[(L;) = f.
Somit erfiillt 7'[( f) (MK.2) und es gilt 77(f) € My. O

(4.4) Satz

Sei f € M(A, x) und My, ..., My das Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von
A* nach I'. Aulerdem seien k € IN, A, x, A*, £ und 7 wie in (4.3).

Falls es ein M € I' gibt mit

tkn
; = <m< —
ap(m; M) =0ftr 0 <m T

so folgt f = 0. o

Beweis
Da die M]- ein Vertretersystem sind, gibt es ein L € A* und ein j’ € {1,..., 0} (sei
ohne Einschrankung j' = 1), so dass

LM; = M, also M; = L™'M,
wobei L~ € A* ={L € A | x(L) =1}, also x(L™!) = 1. Dann gilt wegen :
ap(m; My) = ocf(m;LflM) = X(Lfl)ocf(m;M) = ag(m; M), (1)

Aus der Funktionentheorieﬂ kennen wir die FOURIER-Entwicklung fiir ganze Funk-
tionen wie 71(f) € My (siehe (4.3)) als:

7zum Beispiel S.312, vor XII(1.3), im Skript "Funktionentheorie II" [Kri13]
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§4 Dimensionsabschétzung fiir positives Gewicht

Also iiberlegen wir uns:

c- j : 4 > 2mimt
3 s (m) = (1)) = T[16) ) = T (z ;M )

oo
Z me‘r Z H “f(m], M )
m=0 (ml,...,me)G]Ng j:1

mi+..+my=m

Mit der Eindeutigkeit der FOURIER-Entwicklung aus gilt also fiir alle r # mn:

0= ). H“f mj; M

c
S
Q.
=
=
=
o
e}
IN
3
IA
ls

trpy(m) =) H"‘f(mj?Mj)

(mq s m()EINg
my+..+mpy=mn

Da aber fiir alle (my, ..., m;) € IN§ mit mq + ... + my = mn gilt:

lkn
0<m <mn<-—,
my < mn 15

wissen wir nach Vorraussetzung, dass a¢(my; M) = 0, also gilt auch a ¢ (m) = 0.
Da 7t(f) € My, folgt nun aus der Funktionentheorid®, dass 7r(f) = 0 ist.
Wegen 7t(f) = (f|kM )(T) heifit das, dass es ein i € {1,...,¢} und eine nicht

]7
diskrete Teilmenge U C H gibt mit f|,M;(7) = 0 fir T € U.

8zum Beispiel Satz XII(4.7) im Skript "Funktionentheorie II" [Kri13]]
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§4 Dimensionsabschétzung fiir positives Gewicht

Dann ist jedoch auch Uy, := {M;T | T € U} nicht diskret (da M € T). Das heif3t es
gilt

0= fxM;(7) = (cT+d) " f(MiT)
0= f(MZ'T)

auf einer nicht diskreten Menge, also folgt mit dem Identitétssatzﬂ bereits f = 0. [

(4.5) Korollar
Seien k € IN, A, x und ¢ wie in (4.4). Dann gilt:

k
dim My (A, x) < [%‘] +1
Beweis
Seien fy, ... f[Tn]H € Mr(A, x), M € T und co,...,c[glkizn]Jrl € R mit ¢; # 0 fiir ein
{ [ ] } so, dass sie das Homogene Lineare Gleichungssystem

11

). cjag(mM) =0

j=0

furalle0 <m < flk—z” losen.
Definieren wir

(3] +1
Z C]f] = fe Mk(A/X)-
j=0
Dann folgt wegen der Wahl der ¢; und der Eindeutigkeit der FOURIER-Entwicklung
bereits « f(m; M) =0furalle0 <m < élk—;. Mit ist also f = 0 und daher sind die

fo, s f[ a4 linear abhingig. Es kann in IM (A, x) somit héchstens [gk”} + 1 linear
unabhéngige Elemente geben. [

(4.6) Bemerkung
Eine exakte Dimensionsbestimmung mit den bisher angewanten Methoden ist bisher
nicht bekannt. ©

9zum Beispiel Satz I11(3.9) im Skript "Funktionentheorie I" [Kri10]
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