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Aufgabe 14 Es sei X = [0, 1]. Das System

T = {A ⊂ X : X \ A ist höchstens abzählbar} ∪ {∅}

ist eine Topologie auf X. Es bezeichne Tnat die euklidische Topologie auf X und:

f : (X, T) → (X, Tnat) , x 7→ x

Beweisen Sie:

Die Funktion f ist nicht stetig, obwohl die Folge ( f (xn))n∈N für jede in (X, T) konvergente
Folge (xn)n∈N konvergiert. Insbesondere genügt (X, T) nicht dem ersten Abzählbarkeitsaxi-
om.

Aufgabe 15 Es sei (Y, T|Y) ein Unterraum von (X, T). Zeigen Sie:

(a) Ist B eine Basis von T, dann ist Brel = {B ∩Y ⊂ Y : B ∈ B} eine Basis von T|Y.

(b) Ist By eine Umgebungsbasis von y ∈ Y bez. T, dann ist Brel,y =
{

B ∩Y ⊂ Y : B ∈ By
}

eine Umgebungsbasis von y bezüglich T|Y.

(c) Die Eigenschaft, das erste oder zweite Abzählbarkeitsaxiom zu erfüllen ist erblich,
d. h. wenn (X, T) das erste (bzw. zweite) Abzählbarkeitsaxiom erfüllt, dann erfüllt
auch (Y, T|Y) das erste (bzw. zweite) Abzählbarkeitsaxiom.

Aufgabe 16 Es sei (X, d) ein pseudometrischer Raum. Für x ∈ X und ∅ 6= A ⊂ X sei
d (x, A) = inf {d(x, a) : a ∈ A}. Beweisen Sie:

(a) Für jede Teilmenge A ⊂ X ist die Funktion

X → R, x 7→ d(x, A)

stetig bezüglich der durch die Pseudometrik d definierten Topologie.

(b) Es gilt A = {x ∈ X : d (x, A) = 0}.


