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Aufgabe 24 Es seien X eine Menge, βXd := {F : F Ultrafilter auf X} und B(X) := { f : X →
C : f beschränkt}. Für alle f ∈ B(X), F ∈ βXd sei f̂ (F) := lim f (F). Durch ι : X → βXd,
x 7→ Dx wird X auf eine Teilmenge von βXd abgebildet, wobei Dx der Punktfilter aller
Obermengen von x ∈ X sei. Es sei T die Initialtopologie auf βXd, die durch die Abbildungen
f̂ , f ∈ B (X), erzeugt wird. Beweisen Sie:

(a) Für alle f ∈ B(X), F ∈ βXd ist f̂ (F) wohldefiniert und f (X) =
{

f̂ (F) : F ∈ βXd

}
.

(b) Es ist ι (X) diskret.

(c) Der Raum (βXd, T) ist hausdorffsch, kompakt und βXd = ι (X)
T

(Hinweis: Satz von Tychonov.)

Aufgabe 25 Zeigen Sie: Das Produkt abzählbar vieler folgenkompakter Räume ist wieder
folgenkompakt in der Produkttopologie.

Aufgabe 26 Folgern Sie den Satz von Tychonov aus dem Satz von Alexander.

Aufgabe 27 Es sei X = (0, 1) und T = {∅, X} ∪ {Un : n ∈ N, n ≥ 2}, Un = (0, 1− 1/n),
n = 2, 3, 4, . . .. Zeigen Sie:

(a) Das Mengensystem T ist eine Topologie auf X.

(b) Jede offene Teilmenge verschieden von X ist kompakt.

(c) Keine nicht-leere abgeschlossene Teilmenge von X ist kompakt.


