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Aufgabe 28 Es seien X eine Menge, βXd = {F : F Ultrafilter auf X} und B(X) = { f : X →
C : f beschränkt}. Nach Aufgabe 24 existiert f̂ (F) = lim 〈 f (F)〉 für alle f ∈ B(X), F ∈ βXd,
durch ι : X → βXd, x 7→ Dx wird X auf eine Teilmenge von βXd abgebildet und T sei die
Initialtopologie auf βXd, die durch die Abbildungen f̂ , f ∈ B (X), erzeugt wird. Zeigen Sie:

Ist ϕ : X → Y eine Abbildung in einen kompakten Hausdorff-Raum Y mit ϕ (X) = Y, so
existiert genau eine stetige Abbildung ϕ̃ : βXd → Y mit ϕ̃ ◦ ι = ϕ.

Aufgabe 29 (Intervallschachtelungsprinzip) In einem metrischen Raum (X, d) sind äqui-
valent:

(a) Der Raum (X, d) ist vollständig.

(b) Für alle monoton fallenden Folgen (An)n∈N abgeschlossener, nichtleerer Teilmengen
An ⊂ X mit limn→∞ diam(An) = 0 gilt: Der Schnitt

⋂
n∈N An besteht aus genau einem

Punkt. Dabei ist diam(B) = sup {d (x, y) : x, y ∈ B} für B ⊂ X.

Aufgabe 30 Es seien (X, d) ein metrischer Raum, ∅ 6= A ⊂ X eine nichtleere Teilmenge
und y ∈ X ein Punkt. Gibt es einen Punkt a ∈ A mit d (y, a) = inf {d (y, b) : b ∈ A}, wenn:

(a) Die Menge A kompakt ist?

(b) Die Menge A abgeschlossen ist? (Betrachte z. B. X = R \ {0}.)

(c) X = Rn mit der natürlichen Metrik und A abgeschlossen ist?


