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Aufgabe 29 Zeigen Sie: Ein Hilbert-Raum H ist separabel genau dann, wenn er eine abzéhlbare
Orthonormalbasis besitzt.

Aufgabe 30 Verifizieren Sie Bemerkung 6.2: Es seien G eine lokalkompakte Gruppe und H ein
Hilbert-Raum. Zeigen Sie fiir einen Homomorphismus 7 : G — U(H) die Aquivalenz folgender
dreier Aussagen.

(a) Der Homomorphismus 7 ist stark stetig.

(b) Fiir alle f € H gilt: Die Abbildung G — H, x — w(z)f ist stetig bez. der Normtopologie
auf H.

(c¢) Es gibt ein M C H mit folgenden Eigenschaften: Es ist span(M) = H und fir alle f € M
ist die Abbildung G — C, x — (n(z)f, f) stetig beim neutralen Element.

Aufgabe 31 Es seien X und Y lokalkompakte Réume mit Radon-Maflen p bzw. v. Es sei
Fel?(X xY)und Ar : L2(Y) — L? (X) definiert durch

(Arg) (z) = /Y F(z,y)g(y) dv(y).
Zeigen Sie: Die Abbildung L? (X x Y) — HS (L?(Y),L? (X)), F — Ap ist unitér.

Aufgabe 32 Es sei p eine Primzahl. Die Menge der ganzen p-adischen Zahlen wird definiert
als

Zp = {(an)neny : an €1{0,...,p—1}} ={0,...,p— 1}

Elemente (ay)n=0,. 0 von Z, werden als formale p-adische Reihe geschrieben
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Die Addition auf Z, wird definiert durch
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Dabei wird ¢,, induktiv berechnet durch
Cn = Qp + by +Ep_1 — e,
mit Ubertrag e,, gegeben als

an + by +en1
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p

J (n>0).

Hier bezeichnet |a| die grofite ganze Zahl < a. Dann ist (Z,, +) eine kommutative Gruppe mit
neutralem Element 0 = > 770 p™. (Diese Fakten diirfen im Folgenden ohne Beweis verwendet
werden.) Auf Z, \ {0} wird die p-adische Norm definiert durch
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ferner setzt man |0}, = 0. Zeigen Sie:

=p ™, fir m=min{n:a, # 0},

p

(a) Geben Sie einen injektiven Gruppenhomomorphismus i : Z — Z, an, so daf i(Z) C Z,
dicht ist.

(b) Z, ist kompakt. (Hinweis: Zeigen Sie, daf Z, prikompakt und vollsténdig ist.)

(c) Die von d, definierte Topologie ist die Produkttopologie auf [, .y, {0,...,p — 1}, wenn
man die einzelnen Faktoren mit der diskreten Topologie versieht.



