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Kapitel 0

Einleitung

Diese Arbeit umfasst die Modellierung, Simulation und Analyse der folgenden chemi-
schen Reaktion: Es sind Stoffe vom Typ A, B und C beteiligt. Die Teilchen der Stoffe
A und B konnen miteinander zu Teilchen des Stoffes C reagieren. Teilchen des Stoffes

C konnen wieder in Teilchen der Ausgangsstoffe A und B zerfallen.

A+B=C

Ziel der Arbeit ist die Entwicklung von Modellen, die die angegebene chemische Re-
aktion moglichst realitdtsgetreu beschreiben. An die Qualitdt der Modelle wird der
Anspruch gestellt, dass sie Prognosen beziiglich der Reaktionsentwicklung méglich ma-

chen.

Das erste Kapitel stellt die im Rahmen dieser Arbeit benétigten theoretischen Grund-
lagen der Modellierung und der Chemie vor. Neben einer kurzen Beschreibung einiger
giangiger Modellvarianten, wird der in dieser Arbeit angewendete Modellierungsprozess
erlautert. Es folgen die theoretischen Grundlagen der Chemie, die sich auf die Eigen-
schaften des zu modellierenden chemischen Prozesses beziehen.

Dieser chemische Prozess wird in Kapitel 2 ndher beschrieben und geméaf3 des in Kapitel
1.1.2 angegebenen Verfahrens modelliert. Das verwendete Modell bildet den Raum, in
dem die Reaktion stattfindet, auf ein zweidimensionales Feld von Késtchen ab. Dieses

so genannte Kistchenmodell stammt von Gotzen!. Der Verlauf der chemischen Reak-

1Siehe Gotzen 2006 [4] S.83ff
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tion wird unter Verwendung des Késtchenmodells computergestiitzt simuliert.

Das Ziel des dritten Kapitels ist eine Beschreibung des modellierten Prozesses durch
mathematische Formeln. Die Entwicklung der Reaktion ist durch Entstehung und Zer-
fall von C-Teilchen bestimmt. Folglich miissen mathematische Beschreibungen fiir diese
Phénomene gefunden werden. Der Zerfall ldsst sich durch eine feste Wahrscheinlichkeit
ausdriicken. Fiir die Entstehung von C-Teilchen muss eine Funktionsvorschrift, die im
Folgenden als Verbindungsfunktion bezeichnet wird, gefunden werden. Dazu wird die
Entstehung von C-Teilchen getrennt von der gesamten chemischen Reaktion model-
liert. Durch computergestiitzte Simulationen werden Ergebnisse erzielt, deren Analyse
die mathematische GesetzméBigkeit der Entstehung von C-Teilchen liefert. Mit der
Verbindungsfunktion kann die chemische Reaktion durch ein System von Iterations-
vorschriften beschrieben werden.

Anhand dieser mathematischen Beschreibung werden weitere Untersuchungen durch-
gefiithrt. Aus der Chemie ist bekannt, dass die im Rahmen dieser Arbeit betrachtete
Reaktion nach einiger Zeit einen Gleichgewichtszustand annimmt. Das bedeutet, dass
die Konzentration jedes beteiligten Stoffes im Laufe der Zeit konstant wird. Es gilt
das Massenwirkungsgesetz, welches besagt, dass die Stoffkonzentrationen im Gleichge-
wicht immer im selben Verhéltnis zueinander stehen. In Kapitel 4 wird untersucht, ob
das mathematische Modell den Gleichgewichtszustand beschreibt. AbschlieBend wird
in Kapitel 5 die Eignung des Modells zur Abbildung des Massenwirkungsgesetzes bei

kleinen Konzentrationen tiberpriift.



Kapitel 1

Theoretische Grundlagen

Das folgende Kapitel stellt die theoretischen Grundlagen zur Modellierung und zu che-
mischen Reaktionen vor. Im ersten Teil werden einige géngige Modellvarianten vorge-
stellt und voneinander abgegrenzt, um eine Einordnung der in den folgenden Kapiteln
entwickelten Modelle vornehmen zu kénnen. Im Anschluss daran wird die im Rahmen
dieser Arbeit verwendete Vorgehensweise der Modellierung vorgestellt. Der zweite Teil

liefert die chemischen Grundlagen fiir die modellierten Prozesse.

1.1 Modellierung

1.1.1 Modellarten

Ein Modell ist ein vereinfachendes Abbild der Wirklichkeit, das unter gewissen Zielset-
zungen entwickelt wird. Es wird eingesetzt, um ein reales Phdnomen zu beschreiben und
Prognosen beziiglich seiner Eigenschaften oder Entwicklung zu machen. Der Vereinfa-
chungsgrad kann dabei sehr unterschiedlich sein. Ein Modell kann als gut bezeichnet
werden, wenn es trotz Vereinfachung die wesentlichen Merkmale des beschriebenen Sy-
stems abdeckt und Prognosen zulédsst. Die Schwierigkeit bei der Modellierung besteht
darin, ein Modell zu finden, das einerseits einfach genug ist, um eine Lésung geméaf
der Zielsetzung zu liefern und andererseits komplex genug ist, um die reale Situation

ausreichend zu beschreiben. In fast allen Wissenschaften werden Modelle genutzt.
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Gotzen! nimmt folgende Klassifizierung vor: Er unterscheidet zwischen statisch und
dynamisch beschreibenden Modellen. Mit statisch beschreibenden Modellen bil-
det man Zustédnde der Realitdt ab, die sich nicht &ndern. Dynamisch beschreiben-
de Modelle hingegen stellen Prozesse dar. Sie konnen eingesetzt werden, um Zu-
standsénderungen des Betrachtungsgegenstandes im zeitlichen Verlauf abzubilden. Ein
Grundriss einer Wohnung ist ein statisch beschreibendes Modell. Das Spiel eines Kin-
des mit einem Puppenhaus kann ein dynamisch beschreibendes Modell des Alltags
einer Familie sein. Dynamische Modelle lassen sich héaufig durch Algorithmen darstel-
len, die als lauffihige Programme implementiert werden kénnen. Durch die Compu-
terunterstiitzung konnen Simulationen leicht durchgefiihrt werden. Die im Folgenden
vorgestellten und im Rahmen dieser Arbeit relevanten Modelle sind dynamisch be-

schreibend.

Bossel? unterscheidet zwei Formen der dynamisch beschreibenden Modelle. Er stellt
den ,,black-box*“- und den ,,glass-box*“-Ansatz vor. Ein ,black-box“-Modell ahmt
das Verhalten eines realen Systems nach. Dabei spielt dessen innere Struktur keine
Rolle. Grundlage fiir die Erstellung eines solchen , black-box“-Modells sind konkrete
Datensammlungen iiber das Systemverhalten. Ein , glass-box“-Modell bildet die innere
Struktur eines realen Systems ab. Somit wird das Verhalten des Systems nicht nachge-
ahmt, sondern vom Modell erzeugt. Die Anwendung eines ,,glass-box“-Modells liefert
Daten, die im Falle einer guten Modellierung mit den realen Daten vergleichbar sind.

Eine Mischform dieser beiden Modellarten bezeichnet man als , grey-box“-Modell.

Es gibt deterministische und stochastische® Modelle. Bei einem deterministischen
Modell ist fiir jeden Zustand der Folgezustand eindeutig bestimmt und kann beispiels-
weise mit einer Funktionsvorschrift exakt beschrieben werden. Bei stochastischen Mo-
dellen hiangt der Folgezustand vom Zufall ab. Die Auswertung bei stochastischen Mo-

dellen bedarf daher einer Vielzahl an Simulationen.

Dynamisch beschreibende Modelle kénnen zeitkontinuierlich oder zeitdiskret* sein.
Fiir die mathematische Beschreibung durch zeitkontinuierliche Modelle bieten sich Dif-
ferentialgleichungen an. Bei zeitdiskreten mathematischen Modellen werden Differen-

zengleichungen angesetzt. Obwohl reale Prozesse in der Regel zeitkontinuierlich ab-

1vgl. Gotzen 2006 [4] S.5ff
2vgl. Bossel 2004 [2] S.53ff
3vgl. Bossel 2004 [2] S.21
4vgl. Bossel 2004 [2] S.22
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laufen, werden zur Beschreibung héufig zeitdiskrete Modelle genutzt. Die natiirlichen
zeitkontinuierlichen Prozesse werden dann zu diskreten Zeitpunkten betrachtet. Die-
se Vorgehensweise dient der Vereinfachung des Modells und lésst sich bei computer-

gestiitzten Simulationen leichter implementieren.

1.1.2 Der Modellbildungsprozess

Im Folgenden soll ein Modellbildungsprozess beschrieben werden, den Gotzen® in An-

lehnung an Bossel® entwickelt und zur Modellierung angewendet hat.

e Schritt 1: Definition des Modellzwecks
Es werden klare Vorgaben formuliert, welches Ziel mit der Modellierung er-
reicht werden soll. Die Definition des Modellzwecks schafft eine Grundlage fiir
die Identifizierung der Bestandteile des Systems, die im Rahmen der Modellie-

rung beriicksichtigt werden miissen.

e Schritt 2: Beobachtung der realen Situation
Die Wirkungsstruktur der zu modellierenden Realitédt wird geméfl der Definition

des Modellzwecks untersucht.

e Schritt 3: Entwicklung eines Konzeptmodells
Das verwendete Konzeptmodell soll dem ,,glass-box“-Ansatz entsprechen. Es wird
die Wirkungsstruktur des Originalsystems abgebildet. Dabei wird eine stark ver-

einfachende, abstrakte Darstellung verwendet.

e Schritt 4: Entwicklung der Simulationsumgebungen
Es folgt die Umsetzung des Konzeptmodells in ein lauffihiges Programm. Nutzen
die Simulationsprogramme Zufallsgeneratoren, so stellen sie stochastische Model-
le dar. Die im néchsten Schritt stattfindende Analyse hat hidufig die Entwicklung
weiterer Simulationsprogramme zur Folge. Diese beiden Prozessschritte stehen

daher in Wechselwirkung und kénnen mehrmals durchlaufen werden.

e Schritt 5: Analyse der Simulationsergebnisse
Zunichst werden die Ergebnisse der Simulationstools beziiglich ihrer Nutzbar-

keit und Giiltigkeit analysiert. Dieses kann durch den Vergleich mit Daten des

Svgl. Gotzen [4] S.11ff
6vgl. Bossel [2] S.25ff
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modellierten Systems iiberpriift werden. Abhéngig von den erzielten Ergebnissen
miissen neue Simulationstools geschrieben werden, um weitere Aspekte zu
beleuchten. Ist der Modellzweck die Entwicklung einer mathematischen Be-
schreibung des Systems, dann werden die Simulationsergebnisse zur Herleitung

einer beschreibenden mathematischen Vorschrift herangezogen.

Die in dieser Arbeit auftretenden Modellierungsprozesse werden nach der beschriebenen

Vorgehensweise durchgefiihrt.

1.2 Grundlagen der betrachteten chemischen Re-

aktion

Die vorgelegte Arbeit befasst sich mit der Modellierung einer chemischen Reaktion
der drei Stoffe A, B und C. Die Beobachtungen erfolgen auf Teilchenebene. Es finden
Hin- und Riickreaktionen statt. Das bedeutet, dass Teilchen der Stoffe A und B zu
Teilchen des Stoffes C reagieren und diese wiederum in Teilchen ihrer Ausgangsstoffe

zerfallen konnen.

A+B=C

Eine solche Reaktion bezeichnet man als reversibel. Die Ausgangstoffe werden als
Edukte, der neu entstandene Stoff als Produkt bezeichnet.

Reversible chemische Reaktionen erreichen einen dynamischen Gleichgewichtszu-
stand’. Das bedeutet, dass sich die Konzentrationen der einzelnen Reaktanten, be-
zeichnet mit [A], [B] und [C], nach einiger Zeit nicht mehr dndern. Es reagieren zwar
weiterhin Teilchen miteinander zu Produkten und Produktteilchen zerfallen in ihre

Edukte, die Konzentrationen der Stoffe bleiben allerdings konstant.

Fiir chemische Reaktionen im dynamischen Gleichgewicht gilt, dass die Konzentratio-

nen unter gleichbleibender Temperatur im folgenden Verhéltnis zueinander stehen:

g

"vgl. Mortimer 1996 [5] S.267
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Dabei ist K eine von den Konzentrationen unabhéngige Konstante, die lediglich durch
die Temperatur beeinflusst wird. Die Beschreibung dieses Phéanomens wird als Massen-

wirkungsgesetz und K als Gleichgewichtskonstante bezeichnet.



Kapitel 2

Modellierung der chemischen

Reaktion

In diesem Kapitel wird vorgestellt, wie Gotzen! die beschriebene chemische Reaktion
modelliert. Es handelt sich um ein stochastisches Modell dem das bereits angesprochene
Kistchenmodell? zugrunde liegt. Der Raum, in dem sich die Reaktion vollzieht, wird

auf einem zweidimensionales Feld von Késtchen abgebildet.

Zunichst wird Gotzens Modell theoretisch eingeordnet. Anschliefend werden die vor-
genommenen Modellierungsschritte geméfl des in Kapitel 1.1.2 beschrieben Modellie-

rungsprozesses vorgestellt.

2.1 Theoretische Einordnung des Modells

Das im Folgenden vorgestellte Modell beschreibt die Entwicklung von chemischen Pro-
zessen und fallt somit in die Gruppe der dynamisch beschreibenden Modelle. Bei der
Modellbildung werden keinerlei reale Daten z.B. aus Versuchsreihen hinzugezogen. Das
Modell wird einzig aufgrund der Beschreibung der Struktur des chemischen Prozesses
erstellt. Somit handelt es sich um ein ,,Glass-box“-Modell. Zur Simulation des che-

mischen Prozesses wird ein Programm geschrieben, das Zufallsgeneratoren so einsetzt,

1Siehe Gotzen 2006 [4] S.73ff
2vgl. Gotzen 2006 [4] S.83ff
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KAPITEL 2. MODELLIERUNG DER CHEMISCHEN REAKTION 13

dass die Zustandsdnderung des Systems von einem Zeitpunkt zum néchsten vom Zufall
abhéangt. Das Tool stellt somit ein stochastisches Modell dar. Obwohl die beschriebene
Reaktion in der Natur zeitkontinuierlich geschieht, wird die Modellierung zeitdiskret

angesetzt. Dies erleichtert die Programmierung des Simulationstools.

2.2 Beschreibung des Modellierungsprozesses

2.2.1 Modellzweck

Die Entwicklung der chemischen Reaktion im Zeitverlauf soll simuliert werden. Dazu
muss das Modell die Stoffkonzentrationen zum jeweils betrachteten Zeitpunkt ange-
ben kénnen. Das Modell soll die Realitéit so gut beschreiben, dass bei der Simulation

Phénomene wie Gleichgewichtszustand und Massenwirkungsgesetz abgebildet werden.

2.2.2 Reale Situation

Drei Stoffe vom Typ A, B und C werden in einer Losung im Reagenzglas gemischt.
Diese Situation wird in Abbildung 2.1 dargestellt.

Abbildung 2.1: Lésung mit den Stoffen A, B und C

Die Stoffe A und B sind die Edukte; Stoff C ist das Produkt. Treffen die Edukte

unterschiedlicher Typen aufeinander, so kénnen sie zu einem Produkt reagieren, das
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wiederum in die jeweiligen Edukte zerfallen kann. Die Teilchen haben zum Zeitpunkt t
eine feste Position. Es wird davon ausgegangen, dass die Stoffgemische homogen sind.
So kann angenommen werden, dass eine Gleichverteilung der Stoffteilchen vorliegt und
dass die Position eines Teilchens zum Zeitpunkt t+1 unabhéngig von seiner Position
zum Zeitpunkt t ist. Die Energie, die dem System von auflen zugefiihrt wird, hat
Einfluss auf die Reaktion und wird konstant gehalten. Die beschriebene Situation wird
in Abbildung 2.2 dargestellt. Die gekennzeichneten Teilchen stehen kurz vor dem Zerfall

bzw. vor der Reaktion.

Abbildung 2.2: Zerfall des Stoffes C und Reaktion der Stoffe A und B

2.2.3 Das Kiastchenmodell

Entsprechend des dritten Modellierungsschrittes entwickelt Gotzen ein Konzeptmo-
dell, das von einer stark vereinfachten Realitdt ausgeht. In diesem so genannten
Kastchenmodell handelt es sich um ein zweidimensionales Feld mit N Késtchen. Je-
des Kistchen steht dabei fiir einen konkret definierten Bereich im Reagenzglas. Die
Teilchen, die sich in diesem Bereich des Reagenzglases befinden, werden symbolisch
in dem entsprechenden Késtchen dargestellt. Ein Teilchen vom Typ C kann nur ent-
stehen, wenn im Reagenzglas ein A-Teilchen auf ein B-Teilchen trifft. Die rdumliche
Néhe der Teilchen ist also ausschlaggebend fiir das Entstehen einer Reaktion. Diese
Gegebenheit wird im Modell durch die Kéastchen dargestellt. Die rdumliche Néhe zwei-
er Teilchen wird dadurch modelliert, dass sie sich im selben Késtchen befinden. Neben

der rdumlichen Néhe soll ein Késtchen auch die vorhandene Energiemenge darstellen.
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Aufgrund thermodynamischer GesetzméBigkeiten kann eine Reaktion nur stattfinden,
wenn eine entsprechende Menge an Energie vorhanden ist. Es wird davon ausgegangen,
dass die vorhandene Energie von auflen konstant gehalten wird. Die Modellierung wird
zeitdiskret angesetzt. Zu jedem Zeitpunkt soll pro Késtchen die Energie fiir eine einzi-
ge Reaktion zur Verfiigung stehen. Das bedeutet, dass im Modell auch bei mehrfacher
Besetzung eines Késtchens mit unterschiedlichen Stoffteilchen nur eine Reaktion zu ei-
nem C-Teilchen entstehen kann. Die Anzahl der Verbindungsreaktionen pro Zeitschritt
entspricht also der Anzahl der Késtchen, die sowohl mit A- als auch mit B-Teilchen be-
setzt sind. Die beschriebene Situation wird in Abbildung 2.3 mit dem Késtchenmodell

dargestellt.
B
C
A B A
C
A
AB C | B
A A
C AB
B
C

Abbildung 2.3: Darstellung der Reaktion im Ké&stchenmodell

Der Zerfall des Stoffes C wird im Gegensatz zur Verbindungsreaktion nicht von den
rdumlichen Gegebenheiten der Stoffteilchen bestimmt, sondern lediglich durch &uflere
Bedingungen. Werden die dufleren Bedingungen konstant gehalten, so ist der Zerfall
folgendermaflen modellierbar: Ein Teilchen vom Typ C zerfillt mit einer festen Wahr-

scheinlichkeit z.

2.2.4 Simulationsumgebung

Gemif des vierten Modellierungsschrittes hat Gotzen® zur Simulation der chemischen

Reaktion das Kéastchenmodell in computergestiitzten Werkzeugen umgesetzt.

3vgl. Gotzen 2006 [4] S.88ff
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Allen Simulationsprogrammen liegt folgender Algorithmus zugrunde, der in einem Ba-
sistool umgesetzt ist: Teilchen jeder Stoffart werden in jedem Zeitschritt zufillig auf
einem Feld verteilt. Geméafl dem Konzeptmodell reagieren zwei Teilchen vom Typ A
und B zu einem neuen Teilchen vom Typ C, wenn sie in ein Késtchen fallen. Sie werden
dabei verbraucht. Ein Teilchen vom Typ C zerfillt in jedem Zeitschritt mit einer festen
Wahrscheinlichkeit z in seine Edukte A und B. Auf diese Weise entsteht fiir jeden Stoff
eine neue Teilchenanzahl. Im néchsten Zeitschritt wird die entsprechende Anzahl an

Stoffteilchen in der beschriebenen Weise auf dem Feld verteilt und ausgewertet.

Das sogenannte Gleichgewichtstool zeichnet fiir jeden der drei Stoffe Graphen, die die
Entwicklung der Stoffteilchen in Abhéngigkeit der Zeit angeben. Dabei kénnen die
Anfangskonzentrationen der Stoffe und der Zerfallskoeffizient z der C-Teilchen vom

Benutzer als Parameter iibergeben werden.

Beim sogenannten Massenwirkungstool wird in einem Koordinatensystem an der x-
Achse das Produkt der Stoffkonzentrationen [A] und [B] und an der y-Achse die Stoff-
konzentration [C] im Gleichgewichtszustand aufgetragen. Diese Werte werden aus einer
Vielzahl von Experimenten ermittelt bei denen die Anfangswerte fiir die Stoffkonzen-

trationen zuféllig gewéhlt werden.

2.2.5 Analyse der Simulationsergebnisse

Der letzte Schritt des Modellierungsprozesses umfasst die Analyse der Simulationser-

gebnisse beziiglich des im ersten Schritt formulierten Modellierungszwecks.

Die mit dem Gleichgewichtstool durchgefiihrten Simulationen zeigen, dass sich die Teil-
chenanzahlen der Stoffe nach ldngerer Zeit kaum noch &ndern. Das Tool beschreibt also

das Erreichen des dynamisches Gleichgewichts.

Die mit dem Massenwirkungstool erzielten Ergebnisse zeigten weiter, dass der Quotient
—— (2.1)

fir die Teilchenkonzentrationen [A],[B] und [C] im Gleichgewicht bei unverédndertem
Zerfallskoeffizient und einer Variation der Anfangskonzentrationen weitgehend un-

verdndert bleibt. Dieses Verhalten entspricht dem Massenwirkungsgesetz.
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Mit diesen Ergebnissen kann man Aussagen iiber der Qualitidt des Modells machen. Es
ist in der Lage, die chemischen Prozesse in dem Mafle zu beschreiben, dass Phianomene
wie Gleichgewichtszustand und Massenwirkungsgesetz bei der Simulation abgebildet
werden. Damit sind die Vereinfachungen nicht zu stark gewahlt worden und dem Modell

kann eine gewisse Qualitéat zugeschrieben werden.

2.3 Motivation fiir weitere Untersuchungen

Bei dem vorgestellten Modell handelte es sich um ein stochastisches Modell. In wei-
terfithrenden Uberlegungen stellt Gotzen* folgende Bilanzgleichungen zur Beschreibung

der Stoffteilchenanzahl zum Zeitpunkt t+1 auf.

A1 = Ay — R(Ay, By) + 2 - G
Bt+1 = Bt — R(At7 Bt) +z- Ct
Cip1 = Cy + R(Ay, By) — 2 - Gy

Dabei bezeichnet A;, B; und C; die Teilchenanzahl der Stoffe vom Typ A, B und C zum
Zeitpunkt t. Die sogenannte Verbindungsfunktion R(A;, B;) beschreibt die Anzahl der
entstehenden C-Teilchen zum Zeitpunkt t. Der Zerfall der C-Teilchen wird mit dem

konstanten Zerfallskoeffizent z beschrieben.

Unter Kenntnis der Verbindungsfunktion bilden die Bilanzgleichungen ein determini-
stisches Modell der chemischen Reaktion. Deshalb soll im Folgenden eine Funktions-

vorschrift fiir die Entstehung von C-Teilchen gefunden werden.

4yvgl. Gotzen 2006 [4] S.93



Kapitel 3

Modellierung der Entstehung von
C-Teilchen

Ziel ist es, eine mathematische Beschreibung der Entstehung von C-Teilchen zu fin-
den, um den chemischen Prozess mit einem deterministischen Modell beschreiben zu
kénnen. Dazu wird geméf des in Kapitel 1.1.2 vorgestellten Prozesses ein Modell fiir
die Beschreibung der Entstehung von C-Teilchen entworfen. Auf Basis des bekannten
Kastchenmodells wird ein computergestiitztes Werkzeug entwickelt, dass beschreibt,
wie viele C-Teilchen jeweils entstehen, wenn bei einer festen Feldgrofle, und einer fe-
sten Anzahl an A-Teilchen eine variable Anzahl an B-Teilchen zuféllig auf dem Feld
verteilt werden. In einem Koordinatensystem werden an der x-Achse die Anzahl der
B-Teilchen und an der y-Achse die in der Simulation bestimmte Anzahl an C-Teilchen
abgetragen. Mit der Funktionsvorschrift des resultierenden Graphen erhélt man die

Verbindungsfunktion.

Nach einer kurzen theoretischen Einornung des neuen Modells, werden im zweiten
Teil des Kapitels die ersten vier Schritte des Modellierungsprozesses beschrieben. Sie
orientieren sich stark an den Modellierungsschritten des vorangegangenen Modells. Der
dritte Teil des Kapitels behandelt die im Rahmen des fiinften Modellierungsschrittes

vorgenommene Herleitung der Verbindungsfunktion.

18



KAPITEL 3. MODELLIERUNG DER ENTSTEHUNG VON C-TEILCHEN 19

3.1 Theoretische Einordnung der Modells

Die Reaktion von zwei Stoffarten zu einer dritten geschieht kontinuierlich {iber einen
gewissen Zeitraum. Im Folgenden wird diese Reaktion nur zu einem festen Zeitpunkt
betrachtet und beschrieben. Das Modell enthélt innerhalb seiner Beschreibung daher
zwar keinen zeitlichen Verlauf, beschreibt aber dennoch einen dynamischen Prozess
und kann daher als ein dynamisch beschreibendes Modell betrachtet werden.

Es bildet die Struktur und das Beziehungsgefiige des Modellierungsgegenstandes ab, so
dass Simulationen méoglich sind. Die resultierenden Daten sind mit denen der Realitét
vergleichbar. Daher handelt es sich um ein ,,Glass-box“ - Modell.

Das entwickelte Simulationstool stellt ein stochastisches Modell dar. Die mit Hilfe der
Simulationsergebnisse entwickelte Verbindungsfunktion ist ein deterministisches Mo-
dell.

Beide Modelle sind nicht nur zeitdiskret, sondern betrachten sogar nur einen Zeitpunkt

der Reaktion.

3.2 Beschreibung des Modellierungsprozesses

3.2.1 Modellzweck

Das Modell soll mit der Entstehung von C-Teilchen lediglich einen Aspekt der che-
mischen Reaktion abbilden. So soll die Entstehung neuer C-Teilchen innerhalb eines
Zeitbereichs, der im vorangegangenen Modell als ein Zeitschritt zusammengefasst wur-
de, untersucht werden. Fiir die Entstehung neuer C-Teilchen ist die Anzahl der bereits
vorhandenen C-Teilchen irrelevant und flieft deshalb nicht in die Modellierung ein. Le-
diglich die Konzentration der Edukte und die von auflen zugefiihrte Energie spielen eine
Rolle. Daher wird mit dem neuen Modell untersucht, wie sich die Anzahl der vorhan-
denen A-Teilchen und B-Teilchen innerhalb eines festen Zeitraums auf die Entstehung

neuer C-Teilchen auswirkst.
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3.2.2 Reale Situation

Die chemische Reaktion ist die selbe, wie die in Kapitel 2 modellierte. Die Notwendig-
keit der Entwicklung des neuen Modells ergibt sich aus der Anderung des Modellzwecks.
Deshalb werden hier explizit nur die Aspekte, die fiir die Modellierung der Entstehung
von C-Teilchen relevant sind, aufgefiihrt. Die Edukte vom Typ A und B befinden sich
in einer Losung im Reagenzglas. Es wird davon ausgegangen, dass die Verteilung der
Stoffe homogen ist. Die Teilchen haben zum betrachteten Zeitpunkt eine feste Position.
Die Energie, die dem System von auflen zugefiithrt wird, wird aufgrund ihres Einflusses

auf die Reaktion konstant gehalten.

3.2.3 Das Kiastchenmodell

Im Kastchenmodell steht jedes Késtchen fiir einen konkret definierten Bereich im
Reagenzglas. Die Teilchen, die sich in diesem Bereich befinden, werden symbolisch
in dem entsprechenden Késtchen dargestellt. Die Reaktion von zwei Teilchen wird
durch das gemeinsame Besetzen desselben Kistchens modelliert, was die Notwendig-
keit rdumlicher Ndhe zweier reagierender Teilchen umschreibt. Der Reaktion steht nur
so viel Energie von auflen zur Verfiigung, dass pro Késtchen bzw. modellierten Bereich
nur maximal ein C-Teilchen entstehen kann. Die Reaktion wird nur in einem einzigen
Zeitpunkt beleuchtet. Gesucht wird demnach die Anzahl der Késtchen, die durch beide
Edukttypen besetzt sind, in einem Zeitschritt.

Der Zusammenhang zwischen der zu beschreibenden chemischen Reaktion und dem
Konzeptmodell ist daher dem im vorangegangenen Modell' sehr #hnlich. Allerdings

wird lediglich ein ganz bestimmter Teil der Reaktion modelliert.

3.2.4 Simulationsumgebung

Der zu Grunde liegende Simulationsprozess besteht darin, dass auf einem Feld mit N
Kéastchen a A-Teilchen und b B-Teilchen zufillig verteilt werden. Besetzen mindestens
zwei Teilchen unterschiedlichen Typs das gleiche Késtchen, so reagieren sie zu einem

C-Teilchen. Dabei entsteht pro Kéastchen nur maximal ein C-Teilchen.

1Siehe Kapitel 2.2.3
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2 ermittelt in dieser Weise fiir eine feste Anzahl an

Das Simulationsprogramm
A-Teilchen und eine variable Anzahl an B-Teilchen die jeweils resultierende C-
Teilchenanzahl. Das Tool stellt die Simulationswerte tabellarisch und in einem Ko-

ordinatensystem dar.?

Um eine moglichst korrekte C-Teilchenanzahl zu erlangen, kann die Simulationsanzahl

erhoht werden. Angegeben wird die aus den Simulationen gemittelte C-Teilchenanzahl.

3.2.5 Analyse der Simulationsergebnisse

Die Analyse der Simulationsergebnisse besteht aus mehreren teilweise umfangreichen

Analyseschritten und wird deshalb in Kapitel 3.3 ausfiihrlich vorgestellt.

3.3 Herleitung der Verbindungsfunktion

Es werden einige charakteristische Ergebnisse vorgestellt, die mit dem Simulationstool
gewonnen wurden. Aus den Simulationswerten werden GesetzméBigkeiten fiir die Ent-

stehung von C-Teilchen abgeleitet und durch mathematische Uberlegungen gestiitzt.

3.3.1 Simulationsergebnisse

Es wurden 5000 Simulationen fiir die festen A-Teilchenanzahlen a = 10, 50, 100, 200 und
400 auf einem Feld mit N = 100 Késtchen durchgefiihrt. Aus 5000 Simulationen wurden
fiir B-Teilchenanzahlen von 0 bis 500 die jeweilige Anzahl der C-Teilchen bestimmt und
der Mittelwert gebildet. Die resultierenden Graphen sind in Abbildung 3.1 dargestellt.

?Das Simulationsprogramm befindet sich auf der beigelegten CD-Rom. Erliuterungen zur Nutzung

des Programms sind im Anhang A aufgefiihrt.
3Im Anhang A befinden sich Abbildungen der graphischen Benutzeroberflichen des Programms.
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100 a =600

eearmn—— @ = 200

804
a=100
B0

A0 —a=450

204

Abbildung 3.1: Simulationsergebnisse

3.3.2 Welche Groflen nehmen Einfluss auf die Entstehung von
C-Teilchen?

Ein neues Teilchen entsteht, wenn sich mindestens zwei Teilchen unterschiedlichen Typs
im gleichen Késtchen befinden. Die Feldgrofie N nimmt Einfluss auf die Haufigkeit der
Entstehung von C-Teilchen. Betrachtet man beispielsweise ein kleines Feld, dann ist
die Wahrscheinlichkeit hoher, dass zwei Teilchen unterschiedlichen Typs das gleiche
Kéastchen besetzen, als bei einem grofien Feld. Ferner dndert sich die Wahrscheinlichkeit
durch eine Variation der Anzahl der A-Teilchen oder der B-Teilchen.

Die Anzahl der entstehenden C-Teilchen ¢ héngt folglich von der Feldgréfie N, der
A-Teilchenanzahl a und der B-Teilchenanzahl b ab:

¢(N,a,b)

3.3.3 Ansatz fiir eine Funktionsvorschrift

Zur Bestimmung der zugehorigen Funktionsvorschrift mit dem Tool werden die Feld-
grofle N und die A-Teilchenanzahl a als fest angenommen. Gesucht wird also eine

Funktionsvorschrift, die die Anzahl der entstehenden C-Teilchen fiir feste N und a und
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variable b bestimmt.
¢(N,a,b) = cnq(b)

Es wird mit einer Abbildung der Form
CN,q * Rar — Rg

b — (1—e ety Gy, (3.1)

angesetzt. Dabei sei @ € Rf, N € N, N > 1. Auflerdem seien Gy, q, Ky, > 0 beziiglich
b konstant. Ihre Abhéngigkeit von N und a ist noch zu untersuchen. Gy, beschreibe

den Grenzwert des Graphen.

3.3.4 Griinde fiir die Wahl des Ansatzes

Im Folgenden werden Griinde fiir die Wahl des in (3.1) angegebenen Ansatzes genannt.

Da die Ergebnisse aus mehreren Simulationen gemittelt wurden, lésst sich ¢ nicht
mehr diskret angegeben. Auch a und b werden aus R gewéihlt, damit Funktionen, die
von diesen Gréflen abhéingen, stetig und differenzierbar sein kénnen. Es wird mit der
Exponentialfunktionen angesetzt, da sich erfahrungsgeméifl viele natiirliche Prozesse
mit ihr beschreiben lassen. Die in Abbildung 3.1 dargestellten Simulationswerte liegen
auf Graphen mit folgenden Eigenschaften. Die Graphen haben bei b = 0 ihre einzige
Nullstelle, sind monoton steigend, konkav und streben gegen einen Grenzwert fiir b —
oo. Diese Eigenschaften werden von der angesetzten Funktionsvorschrift (3.1) erfiillt.

Es gilt
o cyob) = (1 —eEvat)y Gy, =06 1 =cfrval o =0, Also gilt cy, hat
genau eine Nullstelle bei b = 0.
o Cya(b) =Gna Kna e fna b > 0 fiir alle b > 0. Somit ist ¢y, monoton steigend.

o (b)) =—Gno K3, e Ve ? <0 fiir alle b > 0. Daraus folgt, dass cy,, konkav

ist.

o limy . (1 — e Bvab) Gy, = Gy, Folglich hat ¢y, den Grenzwert G 4.

In Abbildung 3.2 ist ein Graph dargestellt, der durch die Funktionsvorschrift aus (3.1)

mit konkreten Werten fiir Gy, und Ky, beschrieben wird. Der Vergleich mit den
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Graphen aus Abbildung 3.1 unterstiitzt die Annahme, dass der Ansatz fiir die Funkti-

onsvorschrift aus (3.1) geeignet ist.

f(b)

Abbildung 3.2: Graph f(b) = (1 — e %1 %) 10

3.3.5 Linearisierung der Simulationsergebnisse

Im Folgenden soll die Eignung der angesetzten Funktionsvorschrift aus (3.1) mit Hilfe

der Simulationsergebnisse nachgewiesen werden.

Zunéchst wird tiberpriift, ob sich der Exponent der Exponentialfunktion tatséichlich

durch eine lineare Funktion der Form b — — Ky, b beschreiben lésst. Es gilt

cna(b) = (1 —e ™ )Gy,

_ CN,a(b)) (3.2)

—Kynab=In(l— ——=
< . n( GN,a

Im Folgenden werden die Simulationsergebnisse fiir ¢y ,(b) mit éy o (b) bezeichnet.

Zunéchst soll ein konkreter Wert fiir den Grenzwert Gy, gefunden werden. Mit Hilfe
des Simulationstools lisst sich eine Niherung G N, fiit Gy, bestimmen. Werden un-

endlich viele B-Teilchen auf einem endlichen Feld verteilt, so ist nach einiger Zeit jedes
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Késtchen mit mindestens einem B-Teilchen belegt. Es wird angenommen, dass dieser
Fall bei einem Feld der Grole 100 schon bei einer B-Teilchenanzahl von b = 100.000
eintritt. Das Tool liefert G N,o durch eine Simulation mit b = 100.000 B-Teilchen.

Bei der Simulation wurden folgende Werte fiir élOO,a, bestimmt:

Ghoo10 = 9,5618

Ghoo50 = 39, 5692
Gho0,100 = 63,4448
G00,200 = 86, 5662
Ghoo.400 = 98,2016

Durch Einsetzen von ¢y ,(b) und G, in (3.2) ergeben sich die in den Abbildungen 3.3
- 3.7 in Abhéngigkeit von b dargestellten Graphen.

a=10

Abbildung 3.3: Graph f(b) = In(1 — 2100))

G100,10
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Abbildung 3.4: Graph f(b) = In(1 — M)

G100,50

a=100

Abbildung 3.5: Graph f(b) = In(1 — 20y

G100,100
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a=200

f(b)

Abbildung 3.6: Graph f(b) = In(1 — _5190,200(1’))

G'100,200

a=400

f(b)

Abbildung 3.7: Graph f(b) = In(1 — %00(”))

G100,400
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Offenbar existiert ein Ky, > 0 so dass

In(1 — @Y’“(b)) ~ —Ky, b. (3.3)

GN,a

Folglich lassen sich die Graphen wie angenommen durch lineare Funktionen der Form

b— —Kn, bmit Ky, > 0 annédhern.

Beim Vergleich der Abbildungen 3.3 - 3.7 féllt auf, dass es sich bis auf simulationsbe-
dingte Fehler um die gleichen Graphen handelt. Zusammen mit der Tatsache, dass die
Feldgrole N bei den Graphen gleich ist und die A-Teilchenanzahl a variiert, l&sst sich

schlussfolgern, dass K, nicht von a abhingt.

KN,a - KN
Aus (3.3) folgt
In(1 — Zra®)
KN =~ —bGN’a

In Abbildung 3.8 ist der daraus resultierende Graph fiir a = 400 dargestellt. Die ent-
sprechenden Graphen fiir andere Werte von a sind, da K nicht von a abhéngt, bis auf

einen simulationsbedingten Fehler identisch.

Diese Ergebnisse belegen, dass (3.1) die gesuchte Funktionsvorschrift fiir die aus den

Simulationen gewonnen Graphen ist.

Zur vollstéandigen Beschreibung der Verbindungsfunktion in (3.1) miissen fiir Ky und
G n o Funktionsvorschriften gefunden werden. Da sie nicht von der B-Teilchenanzahl b
abhéngen, gilt es nun zu untersuchen, inwiefern sie von der Feldgréfie N bzw. von der

A-Teilchenanzahl a abhéngig sind.

3.3.6 Mathematische Herleitung der Funktionsvorschriften
fiir die Konstanten

Grenzwert Gy(a)

G q ist der Grenzwert der Funktion cy, fiir b gegen unendlich. Er beschreibt also die

Anzahl der entstehenden C-Teilchen, wenn sich a A-Teilchen und unendlich viele B-

Teilchen auf dem Feld befinden. Da bei unendlich vielen B-Teilchen alle Kastchen mit
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a =400
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-0,012

ln<l—w>
Abbildung 3.8: Graph f(b) _ _\_ %0400 )

b
diesen besetzt sind, entspricht die Anzahl der entstehenden C-Teilchen genau der An-
zahl der durch A-Teilchen getroffenen Késtchen. Zur Ermittlung des Grenzwertes muss
der Erwartungswert fiir die Anzahl der getroffenen Késtchen bei einer zufélligen Ver-
teilung von a A-Teilchen auf einem Feld der Gréfle N bestimmt werden. Im Folgenden

wird N als fest und die A-Teilchenanzahl a als variabel angenommen. Zu bestimmen

ist daher Gy(a).

Es bezeichne Py(k,i) die Wahrscheinlichkeit, dass k Teilchen genau i von N Feldern
besetzen. Dabei sei 0 < ¢ < N, da maximal so viele Késtchen belegt werden kénnen,

wie Teilchen verteilt werden. Py (k,7) hat folgende Eigenschaften:

Pn(0,0) = 1, denn: wird kein Teilchen geworfen, so wird auch kein Késtchen
besetzt.

Pn(0,i) = 0, falls ¢ > 0, denn: wird kein Teilchen verteilt, so wird auch kein

Kastchen getroffen.

Pn(k,0) = 0, falls £ > 0, denn: befindet sich mindestens ein Teilchen auf dem

Feld, so ist auch mindestens ein Késtchen besetzt.

o Py(k,i)=Pn(k—1,i—1) Pprei + Pn(k — 1,7) - Preserzr, falls i, k # 0.
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Dabei seien

Ptrei = P( k-tes Teilchen besetzt eins der
N-(i-1) freien Késtchen )
= w und
Preser-t = P( k-tes Teilchen besetzt eins der

i belegten Késtchen )

)

%
Py (k, i) setzt sich also aus der Wahrscheinlichkeit, dass k-1 Teilchen genau i-1
Késtchen besetzen und ein weiteres Teilchen ein bisher freies Késtchen belegt
und der Wahrscheinlichkeit, dass k-1 Teilchen genau i Késtchen besetzen und ein

weiteres Teilchen ein bereits belegtes Késtchen besetzt, zusammen.

Fiir 0 < i < N wird Py(k,1) also durch folgende rekursive Funktion beschrieben:

1 k=i=0
k=0,2>0
PN(kal): '
k>0,1=0
Py(k—1,i— )X 4 py(k —1,4) & sonst

Fiir die Feldgrofle N = 5 sind die Werte von Py(k,7) in Abbildung 3.9 dargestellt.
Die Pfeile in der Abbildung deuten exemplarisch fiir P5(3,2) an, wie sich Py(k,1)

zusammensetzt.

Bei der zufilligen Verteilung von a Teilchen ist Zij\ioi Py(a,i) der Erwartungswert fiir

die Anzahl der getroffenen Késtchen. Damit gilt

Gy(a) = Z i Py(a,i). (3.4)

Mit Hilfe eines Computeralgebrasytems konnen konkrete Werte fiir Py (k, ) bestimmt
werden. Durch das Einsetzen dieser Werte in (3.4) erhélt man Werte fir Gy(a).

Die Abbildung 3.10 zeigt die mit (3.4) ermittelten Graphen von Gy(a) fiir N = 10,
25, 50, 75 und 100. Die Graphen #hneln den Graphen aus Abbildung 3.1. Sie lassen
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PS(kal)
K\ 0 1 2 3 4 5
0 1 0 0 0 0 0
hn 43 4
1 0 1 o o 0 0
T~ T ¢
2 0 0.2 108 0 0 0
3 0 0.04 0.48 1048 0 0
4 0 0.008 0.224 0.576 0.192 [0
5 0 0.0016 | 0.096 0.48 0.384 |0.0384

Abbildung 3.9: Ps(k,i): Wahrscheinlichkeit, dass k zufillig verteilte Teilchen i von 5

Feldern besetzen.

sich durch Funktionen annédhern, mit folgenden Eigenschaften: Die Funktionen haben
bei 0 ihre einzige Nullstelle, sind monoton steigend, konkav und streben gegen einen
Grenzwert fiir a gegen unendlich. Es liegt also nahe wie in Kapitel 3.3.3 mit einer
Abildung der Form

Gyla)=(1—e v 9)Hy (3.5)

mit Ly, Hy > 0 fiir eine Funktionsvorschrift von Gy(a) anzusetzen. Hy beschreibe
dabei den Grenzwert des Graphen fiir a gegen unendlich. Es gilt Hy = N, denn bei

der Verteilung von unendlich vielen Teilchen werden alle N Késtchen getroffen.

Wie in Kapitel 3.3.5 wird erneut iiberpriift, ob der Exponent der Exponentialfunktion
in (3.5) tatséchlich durch eine lineare Funktion der Form @ — —Ly a beschrieben

werden kann. Es gilt

Gyla)=(1—e v )N
GN(CL))
N

& —Lya=In(l—

Ist der Ansatz richtig gewahlt, muss durch das Einsetzten der mit (3.4) ermittelten
Werte fiir Gy(a) in In(1— GNT@) ein Graph entstehen, der durch eine lineare Funktion
der Form a — —Ly a beschrieben werden kann. Fiir die ermittelten Werte im Falle N
=10, 25, 50, 75 und 100 ergeben sich die in Abbildung 3.11 dargestellten Graphen. Wie
bereits vermutet, beschreiben die Graphen lineare Funktionen der Form a — —Ly a
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100+ Goofa)
B0+
Grs{a)
B0
Grfa) Gan(a)
40+
Gas(a)
204
Gofa)
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Abbildung 3.10: Graphen: Gio(a), Gas(a), Gso(a), Grs(a), Groo(a)

E]
100 200 300 400 500

M =100
M=75
-107 M =50

401
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Abbildung 3.11: Graph f(a) = In(1 — “42)
Zur Ermittlung des konkreten Wertes von Ly miissen die mit dem Computeralgebra-
system bestimmten Werte fiir In(1 — GNT@) durch - a dividiert werden. In Abbildung
3.12 sind die resultierenden Graphen fiir N = 10, 25, 50, 75 und 100 dargestellt. Bei die-
sen Graphen handelt es sich tatséchlich um konstante Abbildungen. Damit ist belegt,
dass (3.5) die gesuchte Funktionsvorschrift fiir die aus den Simulationen entstandenen

Graphen ist.

Im néchsten Schritt soll fiir Ly eine Funktionsvorschrift gefunden werden. Dazu wird

ausgenutzt, dass bei einer Verteilung von einem Teilchen immer genau ein Ké&stchen
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Abbildung 3.12: Graph f(a) = i o - )

getroffen wird. Somit gilt:

Gy(l) = 1
Das Einsetzten in (3.5) ergibt
1 = (1—e™hH. N
& 1-5 = ei!

fiir N > 1.

33

Damit kann nun Gy (a) vollstdndig in Abhéngigkeit von N und a angegeben werden:

GN<CZ) =

fir N > 1.

(1 o e*(*ln(lf

N —(

] 1
N

%))a) "N

)*)

(3.6)
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Fiir ey, (b) folgt daraus

cna(b) = (1—67KNb)GN(a)
1

= (1—e fvON@1 - (1- N)“) (3.7)

fiir N > 1.

Bestimmung von Ky

Zur vollstandigen Beschreibung von ¢y ,(b) muss nun noch die Konstante K gefunden
werden. G'y(a) gibt an, wie viele Késtchen durch A-Teilchen belegt sind, wenn sich a

A-Teilchen auf dem Feld befinden. Liegt genau ein B-Teilchen auf dem Feld, so reagiert

es mit einer Wahrscheinlichkeit von %‘1) zu einem C-Teilchen. Da nur ein B-Teilchen

vorhanden ist, entstehen im Mittel

N N
C-Teilchen.
Also gilt im Mittel
Gnla
CN’Q(]_) = ]}[\/{ )

Eingesetzt in (3.7) ergibt das

N
< %zl—e‘KN
& In(l—+)=-Ky
& Ky =—-In(1- %)

3.3.7 Die vollstindige Funktionsvorschrift

Es gilt also Ky = Ly = —In(1 — +). Durch Einsetzten von Ky in (3.7) kann nun ¢y,

wie folgt angegeben werden:
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enalb) = (1= e NG - (1= 5)1)

= NOI-(- )00 1)) (38)

fiir N > 1.

3.4 Motivation fiir weitere Untersuchungen

Wie in Kapitel 2.3 angekiindigt, kann nun mit Hilfe der erzielten Ergebnisse, ein deter-
ministisches Modell fiir die im Rahmen dieser Arbeit betrachtete chemische Reaktion

aufgestellt werden.

Es bezeichne A;, B, und C; die Teilchenanzahl der Stoffe vom Typ A, B und C zum
Zeitpunkt t. Die Bilanzgleichungen beschreiben die Anzahl der Stoffteilchen zum Zeit-
punkt t-+1.

At+1 = At - R(At7 Bt) + z- Ct (39)
Bt+l = Bt — R(At, Bt) + z- Ct (310)
Ct+1 = Ct + R(At, Bt) -z Ct (311)

Dabei beschreibe die sogenannte Verbindungsfunktion R(A;, B;) die Anzahl der ent-
stehenden C-Teilchen zum Zeitpunkt t und z € [0,1] sei der Zerfallskoeffizient der
C-Teilchen.

Mit ey 4 (b) wird die Anzahl der entstehenden C-Teilchen in Abhéngigkeit der vorhande-
nen A- und B-Teilchen innerhalb eines Zeitschrittes dargestellt. Dies beschreibt genau

die Entstehung von C-Teilchen der betrachteten chemischen Reaktion.

Daher kann fiir die Verbindungsfunktion mit (3.8) die folgende Formel angegeben wer-

den:
1 1
R(Ay, By) = exa(B) = N(1 = (1= )7)(1 = (1 = 5)™*) (3.12)
N N
Unter Verwendung der Verbindungsfunktion bilden die Bilanzgleichungen (3.9-3.10)
ein deterministisches Modell fiir die beschriebene chemische Reaktion. Mit Hilfe die-
ses deterministischen Modells kénnen mathematische Untersuchungen beziiglich des

Gleichgewichtszustandes und des Massenwirkungsgesetzes durchgefiihrt werden.



Kapitel 4

Der Gleichgewichtszustand

Wie in Kapitel 2 beschrieben, eignen sich Gotzens Simulationstools, um das dynami-
sche Gleichgewicht der beschriebenen Reaktionen abzubilden. Die Teilchenanzahlen der
jeweiligen Stoffe éndern sich bei der Simulation ebenso wie in der Realitdt nach einer

gewissen Zeit nicht mehr.

In diesem Kapitel soll das Erreichen des Gleichgewichtszustandes fiir gewisse Parame-
terbereiche anhand der Bilanzgleichungen aus (3.9) - (3.11) und unter Einsatz der in
Kapitel 3 hergeleiteten und in (3.12) angegebenen Verbindungsfunktion nachgewiesen
werden. Dafiir werden zunéchst die benttigten mathematischen Grundlagen zu dyna-
mischen Systemen erldutert und der Zusammenhang zum entwickelten Modell herge-
stellt. Dann wird mit einer Abschéitzung ein Parameterbereich hergeleitet, fiir den die
Teilchenanzahlen im Laufe der Zeit einen Gleichgewichtszustand anstreben. Es folgen
einige Beispiele fiir diesen Fall. Abgeschlossen wird mit einem Beispiel, in dem das Mo-
dell keinen Gleichgewichtszustand annimmt und somit keine brauchbare Beschreibung

der Realitat darstellt.

4.1 Grundlagen zu dynamischen Systemen

Definition 4.1
Es sei D C R™ nichtleer und f: D — R", x — f(x).

Tir1 = f(x)

36
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ist eine Differenzengleichung erster Ordnung. Eine Losung der Differenzenglei-

chung auf Ny ist eine Folge (y;)ien, In D mit der Eigenschaft

Y1 = f(yt) = ftH(yO)

fiir alle t € Ny.!

In Kapitel 3.4 wurden fiir die Anzahl der Teilchen zum Zeitpunkt ¢ 4+ 1 die Differen-

zengleichungen
At+1 = At - R(At7 Bt) + 2 Ct (41)
Bt+l = Bt — R(At, Bt) + z- Ct (42)
Ct+1 = Ct -+ R(At, Bt) -z Ct (43)

mit 0 < Ay, By, C;, der Feldgrofie N > 1, dem Zerfallskoeffizienten 0 < z < 1 und der
Verbindungsfunktion

R4 B) = N~ (1= 2)%)(1— (1 - 1)) (4.4

hergeleitet.

Eine Losung der jeweiligen Differenzengleichung beschreibt also die Teilchenentwick-

lung im Laufe der Zeit.

Definition 4.2

Gegeben sei die Differenzengleichung

i1 = f(zy) mit f: D — R

(a) Ein s € D heifit stationidrer Punkt der Differenzengleichung (oder auch von
f), falls f(s) = s.

(b) Ein s € D heiit periodischer Punkt der Differenzengleichung mit Periode
re N, r>2 wenn

f(8),..., f771(s) € D und f7(s) = s.

Falls fi(s) # s fiir 1 <i <r—1, so sagt man, dass s die genaue Periode r besitzt.>

lygl. Walcher 2003 [6] S.3
2vgl. Walcher 2003 [6] S.7
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Im Falle der Differenzengleichungen aus (4.1) - (4.3) zur Angabe der Teilchenanzahl,
beschreibt ein stationédrer Punkt eine Teilchenanzahl, die vom Zeitpunkt 0 an konstant

bleibt.

Es sei s ein stationdrer Punkt von (4.3). So gilt

s=s+ R(A;, By) —z-s
~ R(At,Bt)—Z'SZO.

Damit folgt, dass
Apr = Ay und By = By

gilt. Die Teilchenanzahlen fiir die Stoffe A und B bleiben also konstant beziiglich der
Zeit, wenn dieses fiir den Stoff C der Fall ist.

Bei der modellierten chemischen Reaktion stellt sich in der Regel das Gleichgewicht erst

im Laufe der Zeit ein. Daher interessieren im Folgenden Loésungen, die sich allméhlich

einem stationdren Punkt anndhern.

Definition 4.3

(a) Ein stationdrer Punkt s der Differenzengleichung x;,1 = f(x;) heifit stabil, wenn

gilt:
Fiir alle e > 0 existiert ein 6 > 0 so, dass fiir alle w € D mit ||w — s|| < § die
Lésung (yi)ien, des Anfangswertproblems xyyq = f(x;), vo9 = w, auf Ny existiert
und

lye — s | < e

fiir alle t € Nj.
Andernfalls heifit der stationidre Punkt s instabil.

(b) Ist der stationire Punkt s stabil und gibt es auerdem ein p > 0 derart, dass fiir

alle w € D mit ||u — s|| < p die Lésung (y:)ien, zum Anfangswert u sogar
lim y, = s
t—o00

erfiillt, so heiBt s asymptotisch stabil ?

Die folgende Proposition liefert eine Methode zur Uberpriifung der asymptotischen
Stabilitét.
3vgl. Walcher 2003 [6] S.8
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Proposition 4.4
Es sei D C R ein nicht leeres Intervall und f : D — R eine stetig differenzierbare

Funktion (ggf. mit einseitiger Ableitung an Randpunkten).

(a) Ist s ein innerer Punkt von D und stationér fiir die Differenzengleichung ;1 =
f(zy), so gilt:
Im Fall |f'(s)| < 1 ist s asymptotisch stabil,
im Fall |f'(s)| > 1 ist s instabil.

(b) Ist s Randpunkt von I und bildet f eine Umgebung von s in D wieder nach D ab,

so gelten die analogen Aussagen.*

Mit der Proposition 4.4 werden im Folgenden stationdre Punkte der Differenzenglei-
chung fiir Cyyq aus (4.3) auf asymptotische Stabilitdt tiberpriift. Damit wird gezeigt,
dass Losungen der Differenzengleichung fiir bestimmte Parameterbereiche beziiglich

z, N, Ag, By und Cj gegen diese stationdren Punkte konvergieren.

Die folgende Proposition wird angewendet, um einen Fall zu beschreiben, in dem das

Modell nicht fiir die Beschreibung der Realitdt geeignet ist.
Proposition 4.5

Essei f : D — R monoton fallend und stetig. Ist (y;):en, €ine Losung von x4y = f(x),
welche fiir alle t € Ny existiert, so ist sie entweder unbeschriankt oder die Teilfolgen
(yat)ten, und (Yori1)en, konvergieren gegen die Punkte vy € D und vy € D. Es gilt
f(vo) = vq und f(vy) = wvg. (Die Losung konvergiert im Fall vy # v, gegen eine 2-

periodische Losung. )

4.2 Annidherung an einen Gleichgewichtszustand

4.2.1 Eine Differenzengleichung fiir C;

Es soll eine vollstandige Beschreibung der Funktion f: D — R,z — f(x) mit

Ci1 = f(Cy)

4yvgl. Walcher 2003 [6] S.9
Svgl. Walcher 2003 [6] S.19
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gefunden werden®.
Mit der Addition von A;1 4+ Cpiq aus (4.1) und (4.3) folgt

At+1 + Ot+1 = At — R(At7 Bt) +z- Ct + (Ct + R(At7 Bt) —Z- Ct)
- At —+ Ct

= A+
fiir alle ¢ € Ny. Damit gilt
Ay = Ao+ Co— Cy baw. Ay = Ag + Co — Ciaq. (4.5)
Mit der Addition von By, 1 4+ Ciyq aus (4.2) und (4.3) kann man analog
By = By+ Cy — C; bzw. Biy1 = Bg+ Cy — Cy 4 (4.6)
folgern.

Das Einsetzen der Verbindungsfunktion aus (4.4) in Cy;; aus (4.3) ergibt

1 1
Cria = Cr+ N(1 = (1= 5)*)(1 = (1= 5)") = 2-Ci. (4.7)
Durch das Einsetzen von A; und B; aus (4.5) und (4.6) in (4.7) erhédlt man
1 1
Cuvr = Gt N(1L= (1= Y71 — (1= 1)ty — - .,

(4.8)

(i1 héngt nicht mehr von A; und B; ab. Also kann eine Funktion f in Abhéngigkeit
von Cy; mit Cy 1 = f(C}) angegeben werden.

Da A; und B; bzw. A;yq und By nicht negativ sind, gilt mit (4.5) und (4.6)

A=A+ Co—Cy >0 C; < Ag+ Cy und

B, =By+Cy—C,>0& C, < By+ Cy bzw.
A1 =A0+Co—Ciy1 20 Cyp < Ag+ Cy und
Bii1=By+Cy—Ciy1 > 04 Cyi1 < By + Cp.

Daraus folgt

0 S Ot, Ct—l—l S mm{Ag + C’()7 B(] + C()} (49)

6vgl. Definition 4.1
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0O.B.d.A. sei fiir den Rest des Kapitels

AO + C() = mm{Ag + 007 BO + C()}

Wegen (4.8) und (4.9) hat f
D =[0,min{Ag + Cy, By + Co}] = [0, Ag + C|
als Definitions- und Wertebereich.
Zusammenfassend ldsst sich
f:D — D,
1

1
r — T4+ N(l . (1 . N)AoJrCofx)(l . (1 . N)BoJrCofz) — 2

mit z € [0, 1] und N > 1 als Abbildungsvorschrift fiir f angeben.

4.2.2 Existenz eines stationiren Punktes

Es wird nachgewiesen, dass es genau einen stationdren Punkt s auf D gibt. Fiir einen

stationdren Punkt s gilt nach Definition 4.2
f(s) =s.
Man betrachte die Abbildung

g:D — R;

Als Komposition von auf D stetigen Funktionen ist g ebenso stetig auf D. Es gilt

1 1
g(0) =N (1= (1= )" ) (1 -1 -)P") >0
(. ;,1 / (. gl /
>0 >0

und
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Mit dem Zwischenwertsatz folgt, dass ein s € D existiert, so dass

Damit hat f mindestens einen stationdren Punkt in D. Da sich aber bei gleichen Start-
konzentrationen immer die gleichen Gleichgewichtskonzentrationen einstellen, darf es

nur genau einen stationdren Punkt geben.

Man betrachte die erste Ableitung von g auf D. Es sei zunéchst z < 0. Es gilt

1
gdx) = —=z —l—Nln(l—N)

<0 S———
<0

>0, da <Ag+Co<Bg+Co

1 . 1 —
(=1 - (- ) PG
>0

>0, da z<Ap+Cy

o N—
+ (1 . i)Bo-&-Co—a: (1 . (1 . i)AO + CO — x))
>0 <1
>0
<0

fiir alle x € D. Falls z = 0 ist, muss Ag + Cy # By + Cy gelten.

Folglich ist g streng monoton fallend fiir alle x € D, falls z # 0 oder Ay+ Cy # By + Cp.
In diesem Fall ist s die einzige Nullstelle von g und damit der einzige stationidre Punkt

von f auf D.

4.2.3 Asymptotische Stabilitit

Es sei im Folgenden z # 0 oder Ay + Cy # By + Cy.

Es soll mit Proposition 4.4 fiir einige der Losungen der Differenzengleichung (4.7) ge-

zeigt werden, dass sie gegen den stationdren Punkt s konvergieren.
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Man betrachte also nun f/(x) auf D:

Fla) = 1= 24 Nin(l = L)(1 = (1 = 7)1 - o

)]

)Bo +Co—x

_|_(1 o 1 )A0+Cofz(1 . (1 _

N N

Es gilt f'(z) < 1 genau dann, wenn f’'(x) — 1 < 0. Man betrachte f'(z) — 1 zunéchst
fiir z < 0. Dann gilt

fl(z)—1 = \—/Z/%—Nln(l—%)

<0 SN———

>0, da #<Ag+Co<Bg+Co

—_——
((1 . i)A0+CO_I(1 . (1 . i BO + CO — T
N

) )
=0 <1
>0
>0, da x<Ag+Cyo
——
(1= )P (1 (1 Aot Co )
N N B N N
=0 <1
>0
<0 (4.10)
fiir alle x € D. Falls z = 0 ist, gilt nach Voraussetzung Ag + Cy # By + C
Es gilt f'(x) > —1 genau dann, wenn — f’(x) — 1 < 0. Es gilt
1
—f@)—1 = —2+42—Nin(l — —
(@) b2 Nin(1 - )
—_——
>0
((1 _ i)AO#’CO*I (1 o (1 o 1 )BoJrCofx)
<1 gl—(l—;)BO"'CO
1 1
+ (1= )BT (1= (1= )
<(1-4)Po40 <1-(1- )40+
1
< =2 — Nin(l — —
< + z n( N)
1 1
1—9 1__Bo+Co 1__Bo—A0
(1 -2 (1= )54 4+ (1= )P )
< 0, (4.11)

wenn z < 24 Nin(l — 3)(1 =2 (1 — £)5t% 4 (1 — &)Po~),
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Mit (4.10) und (4.11) gilt also
|f'(z)] <1

fiir alle x € D, falls

1 1
2 <24 Nin(l - £)(1-2 (1 - N)BMCO + (1 — )P

)P,

Mit Proposition 4.4 folgt, dass der stationdre Punkt s € D asymptotisch stabil ist.

Es bleibt zu zeigen, dass auch die Losung mit dem Anfangswert Cj fiir ¢t — oo gegen den
stationéren Punkt s strebt”, falls z < 2+ Nin(1—+)(1—2 (1— )Pt 4 (1 -3 )Po~40).

Essei z < 24+ Nin(1—1)(1-2 (1—5 )Pt 4 (1—5)Bo~40) Weil f stetig differenzierbar
ist und |f'(z)] < 1firallex € D = [0, Ao+ Cy] gilt, gibt es ein ¢ < 1, s0 dass | f'(x)] < ¢
fir alle x € D.

Fiir ein w € D gilt mit dem Mittelwertsatz fiir ein £ zwischen s und w

[f(s) = f(w)| =[] |s —w[ < q-|s —w]

also |s — f(w)] < q-|s —w.
f bildet D nach D ab. Mit Induktion folgt |s — f*(w)| < ¢' - |s — w| fiir alle t. Damit
gilt limy o, f*(w) = s fiir w € D also insbesondere auch fiir Cy € D.

Damit ist fiir den Fall z < 24+ N In(1— &)(1 =2 (1 — )P0t + (1 — &) Bo40) gezeigt
worden, dass sich die Teilchenanzahl des Stoffes C im Laufe der Zeit einem konstanten
Wert nihert®.

In der Differenzengleichung (4.3) fiir Ci;1 bedeutet das, dass

hm R(At7 Bt) — Z Ct =0.

t—o0

Damit nahern sich auch die Teilchenanzahlen fiir den Stoff A und B einem konstanten
Wert?. Die chemische Reaktion niihert sich im Laufe der Zeit einem Gleichgewichtszu-

stand.

Zusammenfassend kann ein Kriterium fiir das Anstreben des Gleichgewichtszustandes

formuliert werden.

“vgl. Definition 4.3
8Man beachte: Falls z = 0, muss zusitzlich noch Ag + Cy # By + Cy gelten.
9Lasse in (4.1) und (4.2) t gegen oo gehen.
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Kriterium 4.6

Es sei z € [0,1] und N > 1. Gegeben seien die Differenzengleichungen

A1 = A — R(A, By) + 2z - G
Bt+1 = Bt — R(At7 Bt) + z Ct
Cip1 = Cy + R(Ay, By) — 2 - Cy
mit
R(Ay B) = N(1 = (1= 1)")(1 = (1 = 1))
ty Pt) — N N .
Die Loésungen zu den Anfangswerten Ay, By, Cy > 0 konvergieren jeweils gegen stati-

ondre Punkte, falls

(a) Ag < By und z <2+ Nin(l — &)(1 —2 (1 — 5 )BotC 4 (1 — L )Bo=4o)

L
N N

=

(b) Ag> B und z < 2+ Nin(1 — L)(1 — 2 (1 — £)40+Co 4 (1 — L)Ao=Fo)

(¢) Ao =By und 0 < z <2+ Nin(l — +)(2 — 2(1 — )A0+).

Fiir den Fall, dass z > 2+ Nin(1 — )(2 — (1 — %)%+ — (1 — 3)# %) kann mit dem
hier entwickelten Kriterium keine Aussage iiber das mogliche Erreichen eines Gleich-

gewichtszustandes gemacht werden.

4.2.4 Einige Beispiele

Mit diesem Ergebnis wird fiir gewisse Parameterbereiche gezeigt, dass die Losungen
der Differenzengleichungen gegen einen stationéren Punkt konvergieren. Dies bedeutet,
dass man fiir gewisse Werte von N, Ag, By, Cy und z sagen kann, dass die chemische

Reaktion einen Gleichgewichtszustand erreicht.

Fir N =100, Ay = 40, By = 50, Cy = 20 folgt z < 1.080691000. Da der Zerfallskoeffizi-
ent maximal 1 werden kann, ist unabhéngig vom Zerfall gezeigt, dass sich die chemische

Reaktion einem Gleichgewichtszustand nédhert.

Mit N = 100, Ay = 80, By = 80,Cy = 70 folgt z < 0.4350657973. Daher ist fiir den
Fall z < 0.435065797 gezeigt, dass sich die chemische Reaktion einem Gleichgewichts-

zustand nahert.
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Fiir N = 100, Ag = 100, By = 6000, Cy = 10 folgt z < 0.994966415. Fiir den Fall, dass
z < 0.994966415 ist gezeigt, dass sich die chemische Reaktion einem Gleichgewichtszu-

stand nahert.

4.3 Ein instabiler stationarer Punkt

An dieser Stelle soll eine Losung vorgestellt werden, die nicht gegen einen stationéren
Punkt konvergiert. Dazu wird gezeigt, dass der einzige stationéire Punkt des Definiti-

onsbereichs instabil ist.

Essei N=2,2=1, Ay =0, By = 10 und Cy = 1. Damit gilt
1

1 11—z 11—z
flo)=21-(1-5))0-1-3)")

mit x € [0,1]. Bekannt ist, dass es genau einen stationéiren Punkt s gibt. Wegen
£(0.54) — 0.54 ~ 0.0056398318 und f(0.55) — 0.55 ~ —0.0144688134 gilt

s € [0.54,0.55].

Die erste und die zweite Ableitung von f sind

1
/ _ . L oT 2
fl(x) = 0 In(2) (—1025 - 2% 4 2°7)
" 1 2 x 2z+1
= — 2 —1025-2 2
1" (x) 091 In(2)* (—=1025 + )

fir x € [0, 1].

1025
Bs gilt f"(x) < 0, wenn —1025 - 27 + 221 < 0 & x < 52 ~ 9.001408196. Mit
D = [0, 1] ist {” monoton fallend auf D.

Fiir den stationdren Punkt s € [0.54,0.55] gilt

fl(s) < _17

da f'(0.54) ~ —1.007370153, f(0.55) ~ —1.014366944 und f’ monoton fallend auf D
ist. Damit gilt f'(s)| > 1. Mit Propostion 4.4 folgt, dass s instabil ist. Somit konvergiert

die Losung zum Anfangswert C nicht gegen s.

Es gilt f/(x) < 0, wenn —1025 - 27 + 2% < 0 & 2 < "0 ~ 10.00140820. Da
x € D =0,1], ist f monoton fallend auf D.
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Da f beschrankt ist und monoton fillt, folgt mit Proposition 4.5, dass die Teilfolgen
(Cot)ten, und (copi1)ien, einer Losung ¢; von Cyppq = f(Cy) gegen Punkte vy € D und

vy € D konvergieren, fiir die f(vg) = v; und f(vy) = vy gilt.

Angenommen vy = vy. Dann ist vy asymptotisch stabil. Da s der einzige stationére

Punkt in D ist, gilt s = vg. Das fiihrt zum Widerspruch, da s instabil ist. Daraus folgt

Vg F V1.

Mit Proposition 4.5 folgt, dass die Losung mit dem Anfangswert C, gegen eine 2-
periodische Losung konvergiert. Mit einem Computeralgebrasystem lésst sich folgende

Néherung fiir vy und v finden:

vo = 0.01752528394 und v; = 0.9872901088

Der hier betrachtete Fall ist fiir die Realitdt allerdings irrelevant, da ein Feld der Grofle
zwei kein gutes Abbild der Wirklichkeit darstellen kann. Ferner sind Teilchenanzahlen

von 1 unrealistisch.

Alle Losungen, die gegen einen zweiperiodischen Punkt konvergieren, stellen ein
schlechtes Abbild der Realitdt dar, da sich die Konzentrationen im Laufe der chemi-
schen Reaktionen einem einzigen konstanten Wert ndhern. Die Suche nach Beispielen,
fiir die man nachweisen kann, dass die Losung nicht gegen einen stationdren Punkt
konvergiert, stellte sich als schwierig heraus. Diese Tatsache weist darauf hin, dass das

Modell die Realitédt gut beschreibt.



Kapitel 5

Das Massenwirkungsgesetz

Dieses Kapitel befasst sich mit der Frage, ob die entwickelten mathematischen Modelle
den Nachweis des in Kapitel 1.2 vorgestellten Massenwirkungsgesetzes fiir die chemische

Reaktion bei kleinen Konzentrationen zulassen.

Dazu wird im ersten Teil des Kapitels, das in Kapitel 3.4 hergeleitete deterministische
Modell untersucht. Im zweiten Teil wird iiber die Anzahl der reaktionsfahigen Teilchen

bei kleinen Konzentrationen argumentiert.

5.1 Herleitung mit Hilfe der Verbindungsfunktion

In Kapitel 4 wurde unter bestimmten Vorraussetzungen gezeigt, dass sich das Modell

Avs1 = Ar — R(Ay, B)) + 2 - C, (5.1)
Biyi = Bi — R(Ay, B) + 2 - C, (5.2)
Crir = Cy + R(Ay, By) — = - C, (5.3)
mit
R(ALB) = N(—(1-=)4)(1—(1- =), (5.4)
N N

nach einer gewissen Zeit einem Gleichgewichtszustand néhert, in dem sich die Teilchen-

anzahlen im Schritt von ¢ nach ¢ 4+ 1 nicht mehr dndern.

48
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Fiir grofle t kann also

At+l - At7
Bt+1 - Bt7
Ot+1 - Ot7

angenommen werden, was mit (5.1) - (5.3)
R(Ay, By) = z - C;
zur Folge hat.
Mit (5.4) gilt
R(A;, By) =z -Cy

NS T P

& = IN(1-(1- )"~ (1-1)%) (5.5)

z

Die Eduktkonzentration k kann durch den Term

At+Bt
k—
N
A+ B
o N-— t‘l: t (5.6)

modelliert werden.

Da der Nachweis des Massenwirkungsgesetzes fiir kleine Konzentrationen erfolgen soll,

wird nun
N S/
T %;L%%
= ]165% AtBi (5.7)
betrachtet.
Ein Einsetzen von (5.5) fiir Cy in (5.7) ergibt
limy, %Nmi(li%f):;)t(li(k%)m)' (5.8)

Mit dem Einsetzen von (5.6) fiir N in (5.8) folgt
LA (1-(1- )40 (- (1= ) PY)
}j4tBt :

LAt+Biy2q_(1___k_ \Ayy(1_(1—__k By
= iy S (5.9

limk—»O
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Man betrachte zunéichst nur den Teil 455 (1 — (1 — vy i Bt)A‘) des Ausdrucks in (5.9).
Mit L’Hospital gilt:

. A+ By ko \a
| 1—(1-— t
i = — (= = ) ™)
—0
7 k Y
(- (=55
o . At + Bt
—~—
—0
o _ ok NA—1_ 1
P (4, gy e )
k—0 1
= A
Analog dazu lasst sich
. A+ By k B
1 1—(1-— Y=2~B
k1~>0 k ( ( At + Bt) ) t

bestimmen.

Da die beiden Grenzwerte existieren, liasst sich der Grenzwert in (5.9) bestimmen:

. LA (0= ) M) - (- i) ) LA,B,
limy,o - At,:ffgt — - ZAthtt - %
Damit gilt
. ] 1
lim —=— = —
k—o0 [A][B] =z

Folglich bildet das in Kapitel 3.4 hergeleitete deterministische Modell das Massenwir-

kungsgesetz ab.
5.2 Herleitung iiber die Bestimmung der Anzahl

reaktionsfihiger Teilchen

Im Folgenden wird die Anzahl der reaktionsfahigen Teilchen eines Stoffes bei kleinen

Konzentrationen bestimmt. Im Késtchenmodell entspricht dies der Anzahl der durch
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Stoffteilchen belegten Késtchen. In Kapitel 3.3.6 wurde zur Bestimmung dieser Anzahl

die Funktion

Gra) = N1~ (1= 1))

hergeleitet. Sie hédngt von der Feldgrofle N und der Anzahl a der Stoffteilchen ab.

a

Die Konzentration k = % der Teilchen soll klein sein. Durch Einsetzten von N = ¢ in

G (a) ergibt sich

Ea

1— (14 =k)e
G%(a) = a?.
Mit L’Hospital gilt
-0
——~~~
—k
‘ -y
o =g
—0
T3 (—a)(1+ZH) (S
=" lima
k—0 1
: —k a—1
=  lima(l+—)"" =a.
k—0 a

Folglich sind bei kleinen Konzentrationen nahezu alle Teilchen reaktionsfdhig, da sie

jeweils alleine ein Késtchen belegen.

Dieses Ergebnis stimmt mit den Ergebnissen von Gotzen! {iberein. Hier wurde auf
unterschiedlichen Wegen nachgewiesen, dass bei kleinen Konzentrationen die mittlere

Anzahl der belegten Késtchen und die Anzahl der Teilchen {ibereinstimmen.

Es ldsst sich nun wie bei Gotzen? das Massenwirkungsgesetz herleiten. Sind die Kon-
zentrationen fiir die Stoffe vom Typ A und B jeweils klein, so ist ein zuféllig gewéhltes
Késtchen mit einer Wahrscheinlichkeit von £ mit einem A-Teilchen und mit einer
Wahrscheinlichkeit von % mit einem B-Teilchen besetzt. Die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Késtchen mit Teilchen von beiden Stoffen belegt ist, ist folglich j’(,—g Zur Feststellung
der mittleren Anzahl dieser Késtchen muss diese Wahrscheinlichkeit mit der Anzahl
aller Késtchen N multipliziert werden. Daraus ergibt sich

a-b

N

LSiehe Gotzen 2006 [4] S.98ff
2vgl. Gotzen 2006 [4] S.107
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fiir die mittlere Anzahl der Kastchen mit beiden Stoffteilchen.

Fiir den Grenzfall kleiner Konzentrationen lésst sich also die Verbindungsfunktion wie

folgt angeben:
At M Bt

Einsetzen von (5.10) in (5.5) fithrt zu
1
Z - Ct = N . AtBt-

Der Ubergang zu den Stoffkonzentrationen liefert schlieBlich mit K = % das Massen-

wirkungsgesetz fiir chemische Reaktionen im Gleichgewichtszustand:



Kapitel 6

Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine reversible chemische Reaktion durch dynamisch beschrei-
bende Modelle abgebildet. Dabei stellen die Simulationstools stochastische Modelle
dar, die die Systemstruktur dieser Reaktion nachahmen. Die hergeleiteten Bilanzglei-

chungen zur Beschreibung der chemischen Reaktion sind deterministische Modelle.

Allen Modellen lag als Basis das Késtchenmodell zugrunde. Die Vereinfachung der Rea-
litdt bestand vor allem in der Diskretisierung der Zeit und der Abbildung des Reak-
tionsraumes auf Késtchen eines zweidimensionalen Feldes. Bei Modellierungsprozessen
besteht immer die Gefahr, dass zu starke Vereinfachungen zu Modellen fiithren, die die
Realitit falsch abbilden?.

Ziel der Arbeit war die Entwicklung von Modellen, die die chemische Reaktion
moglichst realitdtsnah beschreiben. Der Anspruch an die Qualitdt der Modelle war,
dass sie Prognosen beziiglich der Entwicklung der Reaktion moglich machen. Es stellt

sich folglich die Frage, ob die verwendeten Modelle die Realitét ,,gut genug® vertreten.

Ein Beweis der Korrektheit eines Modells ist grundsitzlich nicht mdoglich?. Aus der
Chemie ist bekannt, dass die betrachtete chemische Reaktion im Laufe der Zeit einen
Gleichgewichtszustand erreicht, fiir den das Massenwirkungsgesetz gilt. In Kapitel 2
wurde fiir das stochastische und in Kapitel 4 und 5 fiir das deterministische Modell

gezeigt, dass sie diese Aspekte der Realitéit abbilden. Daher kann das Modell beziiglich

vgl. Eberl 1998 [3] S.2
2vgl. Bossel 2004 [2] S.61fF
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dieser Aspekte als giiltig und somit als gut bezeichnet werden.

Das Késtchenmodell wurde bereits im Bereich der Chemie und der Biologie erfolgreich
eingesetzt. Gotzen hat mit dem Késtchenmodell neben der in dieser Arbeit behandelten

chemischen Reaktion auch Populationsentwicklungen simuliert?.

Offensichtlich liefert das Kéastchenmodell eine gute Beschreibung fiir dynamische Pro-
zesse, bei denen die rdumliche Ndhe der beteiligten Objekte eine Rolle spielt. Situa-
tionen dieser Art treten in vielen Wissenschaften auf. Weitere Untersuchungen mit
Hilfe des Késtchenmodells in anderen wissenschaftlichen Bereichen erscheinen daher
interessant und erfolgsversprechend. Insbesondere die Simulation und Analyse weiterer
Wechselwirkungsmechanismen sollte durchgefiihrt werden. Mo6gliche Untersuchungpro-

jekte konnen R&auber-Beute-Systeme oder Symbioseverhéltnisse sein.

3vgl. Gotzen 2006 [4] S.19ff



Anhang A

Hinweise zur Nutzung des

Simulationsprogramms

Auf der beigefiigten CD-Rom befindet sich das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte
Simulationsprogramm zur Modellierung der Entstehung von C-Teilchen.! Es handelt

sich um ein Java-Applet.

e Zur Ausfiihrung des Programms muss die Datei Simulation.html mit einem

javafahigen Browser geoffnet werden.

e Der Benutzer kann die Anzahl der Simulationen, die Feldgréfie und die Anzahl

der A-Teilchen als Parameter iibergeben.

e Durch Betitigung des Start-Knopfes wird die Simulation mit den eingegebenen
Werten initiiert. Das Programm bestimmt mit der in Kapitel 3.2.4 beschriebe-
nen Vorgehensweise fiir alle B-Teilchenanzahlen zwischen 0 und 500 die jeweils

resultierenden Anzahl an C-Teilchen.

e In einem neuen Fenster werden die Simulationserbnisse tabellarisch aufgefiihrt.
Oberhalb der Tabelle wird eine Ndherung fiir den Grenzwert der C-Teilchenanzahl

angegeben.

e Die Simulationsergebnisse kénnen zur weiteren Untersuchung aus dem Fenster

mit der Copy-Funktion des Computers exportiert werden.

lvgl. Kapitel 3.2.4
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e Das Driicken des Knopfes mit der Aufschrift ,Neue Simulation® schlieft das Fen-
ster mit der Tabelle.

e Neben der tabellarischen Darstellung werden die Simulationswerte in einem Ko-

ordinatensystem dargestellt.

e Das Driicken des Reset-Buttons 16scht den Graphen und setzt Standardwerte fiir

die Parameter in die entsprechenden Textfelder ein.

Grafse des Simulationsfeldes: |1 an
Anzahl der Simulationen: |20
Teilchen von Stoff A; [100

C

100 —

L T

a0 —

Start Resat

Abbildung A.1: Das Verbindungstool - Darstellung der Simulationswerte im Koordina-

tensystem
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S NabellE ||

Feldgriie =100, Anzahl Simulationen = 20,a=100 [;]

Grenzwert fr ¢ hei 64.3 (b = 100000 |

] C

il oo

1 0.4

2 1.6

3 2.08

4 249

5 265

] 375

7 aT

] 4.95

] 8.5

10 615

11 6.3

12 TA

13 7.058

14 875

15 a1

16 935

17 10.05 B
Meue Simulation

Java Applet Window

Abbildung A.2: Das Verbindungstool - Darstellung der Simulationswerte in einer Ta-
belle
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