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Kurzfassung der Dissertation

Mathematik hat aufgrund ihrer praktischen Nutzbarkeit fiir viele Wissenschaften eine wesent-
liche Bedeutung. Durch mathematische Modellierung und Simulation lassen sich kostengiins-
tige und effiziente Losungen erzielen. Dariiber hinaus kénnen geeignete mathematische Mo-
delle anwendungsbezogenes und sinnstiftendes Unterrichtsmaterial darstellen, welches Fach-
wissen und Realitdt in Zusammenhang setzt. Man ist sich daher in der fachdidaktischen
Diskussion einig dariiber, dass die Behandlung von Modellen einen festen Platz im Unter-
richt einnehmen sollte. Zu Recht hat das Thema Einzug in deutsche Lehrplidne gehalten.
So ist Modellieren in Nordrhein-Westfalen als eine von vier prozessbezogenen Kompetenzen,
die Schiiler der Sekundarstufe I beherrschen sollten, im Kernlehrplan Mathematik verankert.
Trotz dieser didaktischen und curricularen Forderungen gibt es bislang wenig Unterrichts-
material, welches sich mit authentischen Modellen befasst und somit ein realistisches Bild

von Modellierung vermitteln konnte.

Im Rahmen der Arbeit wird ein authentisches Modell der Theoretischen Biologie, welches
auf aktuellen Forschungsergebnissen von Johansson und Sumpter (2003) beruht, vorgestellt.
Es handelt sich um ein einfaches, stochastisches Konzeptmodell, in dem die Entwicklung von
Systemen zweier Populationen unter Einbeziehung verschiedener intra- und interspezifischer
Wechselbeziehungen, wie Interferenz- und Ausbeutungskonkurrenz, Riuber-Beute, Symbio-
se oder Parasitismus, abgebildet wird. Ziel der Dissertation ist es, einen Zugang fiir Schiiler
und Studenten ausgehend von den mathematischen Inhalten des (nordrhein-westfilischen)
Abiturs zu entwickeln. Dazu wurde das Modell didaktisch aufgearbeitet und fiir eine kom-
fortable Nutzung in einer Simulationssoftware umgesetzt. Die Software erlaubt Simulationen
der Populationsentwicklungen und stellt diese {iber Generationen hinweg anschaulich dar.
Dariiber hinaus wird ein Werkzeug angeboten, welches die Herleitung von Differenzenglei-
chungen zur mathematischen Beschreibung der erwarteten Populationsentwicklungen mit
elementaren Mitteln ermdglicht. Dabei wird das in der Simulationssoftware umgesetzte sto-
chastische Modell mit einem gewissen Informationsverlust in ein deterministisches Modell
in Form von Differenzengleichungen iiberfithrt. Sowohl durch Simulationen anhand der Soft-
ware als auch durch mathematische Analysen an den Differenzengleichungen kénnen diverse
bekannte, 6kologische Phéinomene, wie zum Beispiel die Koexistenz zweier Populationen, das

Konkurrenz-Ausschluss Prinzip oder der Allee-Effekt, entdeckt werden.

Die Arbeit richtet sich in erster Linie an mathematisch oder biologisch interessierte Schiiler

bzw. Studenten wie auch an Lehrer von Schule und Hochschule, die die Vermittlung eines



realistischen und authentischen Bildes von Modellierung anstreben.

Der erste Teil der Arbeit wurde fiir Lehrer geschrieben und dient der Vermittlung von
Uberblicks- und Hintergrundwissen zum Thema. Neben einer Vorstellung des behandelten
Modells und der Simulationssoftware, liefert er eine didaktische Einbettung und beleuchtet
biologische und mathematische Hintergriinde zu den Materialien.

Im zweiten Teil soll Schiilern ermdglicht werden, das Modell eigenstdndig im Selbststudium
kennen zu lernen und mit ihm entdeckend und kreativ zu arbeiten. Es wird anhand von
Aufgaben, Experimentieranleitungen und exemplarischen Losungen zur aktiven Auseinan-
dersetzung mit der Thematik aufgefordert. Auf diese Weise werden die Schiiler angeregt,
sowohl mit der Software Simulationen durchzufithren als auch Differenzengleichungen zur
Beschreibung der Populationsentwicklungen herzuleiten.

Der Teil III stellt eine Fortfithrung des zweiten Teils dar und richtet sich ebenfalls in erster
Linie an Schiiler. Wieder werden sie anhand von konkreten Aufgabenstellungen und exem-
plarischen Losungen durch die Thematik gefithrt. Dabei werden sie zur Untersuchung einiger
der hergeleiteten Differenzengleichungen mit klassischen Methoden der Schulmathematik,
wie zum Beispiel Kurvendiskussionen und Termumformungen, aufgefordert. Eine biologische
Interpretation der erzielten Ergebnisse fiithrt zur Entdeckung von bekannten 6kologischen
Phénomenen.

Teile der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Unterrichtsmaterialien wurden mit Oberstu-
fenschiilern getestet. Die Erprobung geschah im Rahmen einer Sommerschule an der RWTH
Aachen und einer Modellierungswoche des Felix-Klein-Zentrums fiir Mathematik. Im vierten
Teil dieser Arbeit, der sich somit wieder vornehmlich an Lehrer richtet, werden die Erfah-
rungen aus diesen Unterrichtseinsétzen und die Riickmeldungen aus den Schiilergruppen

vorgestellt.
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Vorwort

Ziel der Arbeit

Mathematik hat in vielen Bereichen wie Wissenschaft und Wirtschaft eine wesentliche Bedeu-
tung. Dies lésst sich vor allem durch ihre praktische Nutzbarkeit begriinden: Geometrische
Modelle werden bei der Planung von Geb#duden bendtigt, stochastische Modelle helfen Me-
teorologen bei der Vorhersage des Wetters, Populationsmodelle lassen Prognosen zu, wie sich
bestimmte Populationen unter vorgegebenen Umstédnden entwickeln. Mathematische Model-
lierung und Simulation erlauben kostengiinstige und effiziente Losungen fiir eine Vielzahl von
Problemen aus Forschung und Industrie. Sie haben sich allerdings nicht nur dort als wertvolle
Mittel erwiesen, sondern zu Recht auch Einzug in die Lehrpléne des deutschen Schulsystems
gehalten. Schliefflich stellen sie anwendungsbezogene und sinnstiftende Unterrichtsmateriali-
en dar, die den Zusammenhang zwischen Fachwissen und Realitdt erfahrbar machen. In der
fachdidaktischen Diskussion der letzten Jahre bestand daher stets Einigkeit dariiber, dass
Modellierung ein fester Bestandteil des mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts
sein muss. So gehort in Nordrhein-Westfalen Modellieren zu einer von vier prozessbezogenen
Kompetenzen des Kernlehrplans Mathematik [37]. Dennoch gibt es bisher wenig authenti-
sches Unterrichtsmaterial, welches ein realistisches Bild von Modellierung vermitteln konnte.
Um dieses zu erreichen, miissen Modelle behandelt werden, die aus Wissenschaft oder In-
dustrie stammen, wobei ein besonderes Augenmerk auf den Modellbildungsprozess gelegt

werden sollte. Gerade hier erscheint es notwendig, entsprechendes Material zu entwickeln.

Im Rahmen eines fachdidaktischen Projekts am Lehrstuhl A fiir Mathematik der RWTH Aa-
chen werden Unterrichtsmaterialien entwickelt, die mathematische Modellierung von Phéno-
menen aus Natur- und Ingenieurswissenschaften behandeln. Es sollen Wege aufgezeigt wer-
den, wie ausgehend von Beobachtungen in der Realitét iiber Simulationen und deren Ana-
lyse mathematische Modelle entwickelt werden kénnen. Es werden Dissertationen, Staats-
examensarbeiten und Zeitschriftenpublikationen im Kontext dieses Projekts verfasst. Die

vorliegende Arbeit fiihrt die Dissertation von Gotzen [19] weiter und widmet sich einem

X
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Modell, welches die Entwicklung von Systemen zweier Populationen unter Einbeziehung von
intra- und interspezifischen Wechselbeziehungen abbildet. Dabei basiert das Modell auf aktu-
ellen Forschungsergebnissen von Johansson und Sumpter [28]. Es werden also authentische,
aktuelle Inhalte der Theoretischen Biologie betrachtet. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es,
Unterrichtsmaterial zu entwickeln, welches Personen mit mathematischen Kenntnissen auf
(nordrhein-westfilischem) Abiturniveau, wie zum Beispiel Oberstufenschiilern oder Biologie-
Studenten, einen Zugang zu diesen Inhalten verschafft. Dazu wurde das Modell didaktisch
aufgearbeitet und, um eine komfortable Nutzung zu erméglichen, in einer Simulationssoft-
ware umgesetzt. Die Software steht auf der Modellierungshomepage des Lehrstuhls A fiir

Mathematik zur Nutzung zur Verfiigung [30].

Adressaten und Aufbau

Die vorliegende Arbeit richtet sich in erster Line an zwei Personengruppen. Zu der ersten
Personengruppe gehoren Lehrer an Schule und Hochschule aus dem Bereich der Mathematik
oder der Biologie, die an der Vermittlung eines realistischen und authentischen Bildes von
(mathematischer) Modellierung interessiert sind. Der zweite Personenkreis umfasst mathe-
matisch und / oder biologisch interessierte Schiiler oder Studenten, die iiber eine mathema-
tische Bildung im Rahmen des nordrhein-westfdlischen Abiturwissens verfiigen. Die Arbeit
ist in vier Teile untergliedert, die jeweils schwerpunktméifBig fiir eine der beiden Hauptadres-

satengruppen konzipiert wurden.

Der Teil I richtet sich an Lehrpersonen, die sich einen Uberblick zum Thema verschaffen
wollen. Nach einer didaktischen Einbettung und einer Darstellung von biologischem Hin-
tergrundwissen, wird eine Herleitung des Modells und eine knapp gehaltene Beschreibung
der Simulationssoftware vorgestellt. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung der Arbeit mit der
Simulationssoftware wird auf den Teil II verwiesen. Im letzten Kapitel des ersten Teils wird
der mathematische Hintergrund des Modells diskutiert. Dies geschieht von einem hoheren
Standpunkt aus und geht somit in der dargestellten Form iiber die Schulmathematik hinaus.

Eine Auseinandersetzung auf Schulniveau erfolgt in Teil II.

Der zweite Teil kann unabhéngig vom ersten Teil gelesen bzw. bearbeitet werden. Er wurde
explizit fiir die ,,Lerner* -Gruppe konzipiert. Lehrern liefert er mehr oder weniger konkretes
Material zum Einsatz im Unterricht. Dabei ist in der Schule weniger an einen Einsatz im re-
guldren Unterricht als im Rahmen von Projektunterricht, Facharbeiten oder Arbeitsgemein-

schaften zu denken. In Bezug auf die verwendete Mathematik wird an den Kenntnisstand
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der (nordrhein-westfilischen) gymnasialen Oberstufe angekniipft. Es wird eine selbststén-
dige Auseinandersetzung in Form von entdeckender und kreativer Arbeit angeregt. Dazu
werden alle notwendigen Informationen ausfiihrlich dargestellt sowie Arbeitsauftrige und
Experimentieranleitungen gegeben. Die Schwerpunkte des zweiten Teils liegen auf einer aus-
fithrlichen Herleitung des Modells, der Arbeit mit der Simulationssoftware und der Entwick-

lung von mathematischen Beschreibungen fiir die Populationsentwicklungen auf Schulniveau.

Teil III stellt eine Fortfithrung des zweiten Teils dar ldsst sich aber auch problemlos nach
einer Lektiire des ersten Teils verstehen. Er richtet sich ebenfalls in erster Linie an Schiiler
bzw. Studenten. Wieder wird der Leser durch ausfiihrliche Erkldrungen und Aufgaben durch
das Thema geleitet und zur aktiven Auseinandersetzung angeregt. Lehrern soll dieser Teil vor
allem als Anregung fiir Unterrichtsprojekte dienen. Anhand der in Teil IT hergeleiteten Dif-
ferenzengleichungen werden exemplarisch einige Systeme, z.B. Réuber-Beute-, Konkurrenz-
und Symbiose-Systeme, untersucht. Dazu finden klassische Methoden der Schulmathematik,
wie zum Beispiel Kurvendiskussionen, Termumformungen und das Loésen von Gleichungen,
Anwendung. AuBerdem werden Ergebnisse einer mathematischen Veréffentlichung zu dem
Thema von Llibre, Pantazi, Roeckerath und Walcher [31] herangezogen. Einige dieser Er-
gebnisse werden auf Schulniveau begriindet, und gestiitzt auf diese Resultate werden weite-
re analytische Untersuchungen durchgefiihrt, welche zur Entdeckung bekannter biologischer

Phénomene, wie dem Konkurrenz-Ausschluss-Prinzip oder dem Allee-Effekt, fithren.

Im vierten Teil wird iiber den Einsatz der entwickelten Unterrichtsmaterialien im Rahmen
einer Sommerschule an der RWTH Aachen und einer Modellierungswoche des Felix-Klein-
Zentrums fiir Mathematik berichtet. Es handelt sich bei den Ausfithrungen in Teil IV nicht
um systematische Untersuchungen zur Umsetzung im Unterricht sondern um Erfahrungsbe-
richte und Zusammenfassungen von Riickmeldungen aus den Schiilergruppen. Damit richtet
sich dieser Teil der Arbeit in erster Linie an Lehrpersonen, die sich beispielsweise im Rahmen

eines geplanten Unterrichtseinsatzes iiber Erfahrungen diesbeziiglich informieren wollen.
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Teil 1

Fundamentales fiir Lehrer



KAPITEL 1

Einleitung

Dieser Teil der Arbeit soll Lehrern Uberblickswissen zum Thema verschaffen. Dariiber hinaus
liefert er eine didaktische Einbettung und beleuchtet biologische und mathematische Hinter-
griinde zu den Materialien. Zur tiefer gehenden Einarbeitung in die Thematik, zum Beispiel
vor einem Unterrichtseinsatz, wird zumindest die Lektiire des zweiten Teils und ggf. auch
der Teile III und IV empfohlen.

Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Unterrichtsmaterial behandelt ein Modell, wel-
ches die Entwicklung von Systemen zweier Populationen unter Einbeziehung von intra- und
interspezifischen Wechselbeziehungen abbildet und auf aktuellen Forschungsergebnissen der
theoretischen Biologie beruht (vgl. Johansson und Sumpter [28]). Wie im Vorwort dieser
Arbeit gefordert, wird mit dem Unterrichtsmaterial folglich ein authentisches Modell behan-
delt. Es ermoglicht die Beschreibung und Untersuchung diverser Systeme zum Beispiel mit
Symbiose-, Konkurrenz-, oder Rauber-Beute-Beziehungen. Das Modell wird im Folgenden
als Késtchenmodell bezeichnet, weil es den Lebensraum der Populationen durch ein Feld,
bestehend aus Késtchen, abbildet.

Dieser Teil der Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Nach einer Vorstellung des didaktischen Hin-
tergrunds in Kapitel 2 wird in den folgenden Kapiteln der Modellbildungsprozess beschrieben
(vgl. Abbildung 1.1). In Kapitel 3 wird allgemeines 6kologisches Hintergrundwissen zum Ver-
stdndnis der Struktur und Dynamik von Populationen vorgestellt. Die fiir die Entwicklung
von Populationen relevanten Mechanismen und Phénomene werden dann als Vorbereitung
fiir die Modellierung zu Beginn von Kapitel 4 geordnet, zusammengefasst und idealisiert,
so dass sie sich anschlieBend anhand eines stochastischen Konzeptmodells, dem Késtchen-
modell, abbilden lassen. Das Késtchenmodell beschreibt also keine konkreten, natiirlichen
sondern idealisierte Populationen mit natiirlichen Eigenschaften. Es wird in Form einer Si-
mulationssoftware, die in Kapitel 5 beschrieben ist, umgesetzt und in Kapitel 6 zu einem
deterministischen Modell in Form von Differenzengleichungen reduziert.

Anhand des Késtchenmodells und der Differenzengleichungen kénnen Prognosen beziiglich



1 Einleitung

der Entwicklung des modellierten Systems getroffen werden. In Kapitel 5 aus Teil II werden

diese mit Hilfe von Simulationen anhand der Software und in Teil IIT anhand von mathema-

tischen Analysen an den Differenzengleichungen erzielt.

Reale Okosysteme
(Kapitel 3)

Informationsreduktion

Y

Idealisierte Beschreibung der zu modellierenden Systeme
(Kapitel 4)

f . dukti Prognosen
Informationsreduktion (Teil 11, Kapitel 5)

Kastchenmodell und Simulationssoftware
(Kapitel 4 und 5 )

Informationsreduktion

Mathematisierung durch Differenzengleichungen
(Kapitel 6)

Abbildung 1.1: Modellbildungsprozess und Prognosen

Prognosen
(Teil II1)



KAPITEL 2

Didaktischer Hintergrund

Der Lernpsychologe Bruner (vgl. Wittmann [51]!) unterscheidet drei fiir den Prozess der
Begriffsbildung wesentliche Darstellungsformen: den enaktiven (d.h. Darstellung durch eine
Handlung), den ikonischen (d.h. Darstellung durch bildliche Mittel) und den symbolischen
(d.h. Darstellung durch Zeichen und Sprache) Reprisentationsmodus. Die im Rahmen dieser
Arbeit entwickelten Unterrichtsmaterialien zum Kistchenmodell beriicksichtigen und ver-
kniipfen die drei Représentationsmodi und tragen daher geméfl Bruner in besonderem Mafe
zur erfolgreichen Begriffsbildung bei.

Im enaktiven Reprisentationsmodus werden Lernprozesse durch Handlungen vollzogen. Laut
Piaget und Aebli [41] sind Handlungen die Grundlage fiir Intelligenzentwicklung, aus der wei-
tere Formen der Wirklichkeitserkenntnis hervor gehen koénnen. Bei der Entwicklung neuer
Themen muss nach Bruner von ,konkreten Handlungen an realen Objekten* ausgegangen
werden. Der ikonische Reprisentationsmodus umfasst die bildhafte Darstellung von Begrif-
fen, Aussagen oder Handlungsabldufen. Die Symbolik und Struktur der Darstellung sollte
dabei bestmoglich der Bedeutung und Struktur des dargestellten Objektes entsprechen. Die
auch als formal oder abstrakt bezeichnete symbolische Form bezieht sich auf die Darstellung
durch Symbole. Dabei kommt es nicht auf das einzelne Symbol, sondern auf die Vereinigung
von Symbolen zu Symbolsystemen an. Der symbolische Reprisentationsmodus beinhaltet
folglich die korrekte Benutzung von Zeichen und Symbolen innerhalb von logisch verkniipf-
ten Symbolsystemen bzw. Sprachen insbesondere der mathematischen Symbolsprache. Damit
ist diese Form zugleich die abstrakteste wie auch die leistungsstérkste Form. Anhand einer
Formel kéonnen beispielsweise mit endlich vielen Zeichen unendlich viele Einzelfélle beschrie-
ben werden. Dariiber hinaus kénnen mit Hilfe der mathematischen Sprache auch semantische
Aussagen getroffen werden, die iiber die offensichtlich vorhandenen Informationen zu einem

beschriebenen Objekt hinausgehen. Es ist allgemein anerkannt, dass fiir erfolgreichen Unter-

15.81



2 Didaktischer Hintergrund

richt Anwendung und Verkniipfung der drei Modi notwendig ist.

Der ikonische Représentationsmodus wird in besonderem Mafle bei der Arbeit mit dem Kést-
chenmodell beriicksichtigt. Die fiir die Entwicklung der Population relevanten Eigenschaften
des Lebensraumes und der Individuen werden im Késtchenmodell abgebildet. Dazu wird
der Lebensraum der Populationen, wie oben bereits erwiahnt, durch ein Feld aus Késtchen
beschrieben und die Individuen der beiden Populationen durch je nach Art gefarbte Punk-
te in den Késtchen dargestellt. Ein Késtchen bildet dabei mehrere Aspekte der Realitét
ab. Es steht zum Beispiel fiir einen gewissen Ressourcenvorrat und fiir rdumliche Néihe von
Individuen, die sich im Késtchen befinden. Auf dem Feld wird das Zusammenleben der Indi-
viduen nach bestimmten, der Realitit nachempfundenen Regeln, nachgespielt, woraus sich
die Entwicklung der Populationen ergibt. Diese Art der Modellierung nennt man ,,bottom-
up“ Modellierung?. Es werden also Begriffe und Handlungsabliufe bildhaft dargestellt und
die Bedeutung und Struktur des realen Systems durch die Symbolik und die Struktur des
Késtchenmodells mit dem Ziel abgebildet, die Entwicklung der Populationen zu beschreiben.
Damit erfiillt das Késtchenmodell Wittmans Anspruch an eine beziiglich des Lernprozesses

erfolgreiche Darstellung im ikonischen Reprasentationsmodus

,Besonders wertvoll sind stilisierte oder schematisierte bildliche Darstellungen,

welche auf die Struktur des Mitzuteilenden zugeschnitten sind.“ (Wittmann [51]?),

denn das Késtchenmodell ist auf die Struktur der Populationsentwicklungen zugeschnitten.

Weiter wird durch die Arbeit mit dem Késtchenmodell die enaktive Reprisentationsform
genutzt. Das Modell bietet Schiilern die Moglichkeit, das Zusammenleben von Populationen
nachzustellen und somit durch Handlungen Informationen iiber ihre Entwicklung zu erzie-
len. Zur vereinfachten Durchfiihrung dieser Untersuchungen wurde die Simulationssoftware
entwickelt, die die dynamischen Prozesse des Késtchenmodells umsetzt. Die Arbeit mit der
Software bietet Raum zum Experimentieren, Beobachten und Erforschen. Schiiler kénnen
eigenstindig und aktiv die Entwicklung einer Vielzahl von Populationen in Abhéngigkeit
bestimmter relevanter Groflen (wie Interaktionsmechanismen oder Reproduktionsfaktoren)
untersuchen und 6kologische Phénomene, wie Flielgleichgewicht, Exklusion oder Allee-Effekt

entdecken. Dennoch kann man hier nicht von einem rein enaktiven Reprisentationsmodus

?Mehr Informationen zu ,bottom-up“ Modellen und eine Erlduterung zu den Vorteilen gegeniiber den
h&ufig im Schulunterricht verwendeten, ,,top-down“ Modellen geben Sumpter und Broomhead Sumpter und

Broomhead [48].
%5.81



2 Didaktischer Hintergrund

sprechen, da nicht ,,konkrete Handlungen an realen Objekten“ sondern eher , konkrete Hand-
lungen an einem Modell“ durchgefiihrt werden. Die Arbeit mit der Software kann als Handeln
auf der ikonischen Ebene angesehen werden und enthélt folglich sowohl enaktive als auch iko-
nische Darstellungselemente. Die Simulationen konnen allerdings auch ohne Computerein-
satz mit Hilfe von , konkreten Handlungen an realen Objekten“ , ndmlich einem Schachbrett,
Spielsteinen und Wiirfeln, erfolgen (vgl. Kapitel 5.4). Diese Form der Auseinandersetzung
mit dem Thema ist, obwohl sie aufgrund des Modellcharakters immer noch ikonisch gepragt
ist, eher dem enaktiven Représentationsmodus zuzuschreiben. Eine rein enaktive Behandlung
des Themas wére die Untersuchung der Entwicklung realer Bisysteme zum Beispiel zweier
Pflanzenarten in einem gemeinsamen Setzkasten. Fiir den Einsatz im Unterricht ist diese

allerdings aus unterschiedlichen Griinden nicht vorgesehen.

Wesentlicher Inhalt des entwickelten Unterrichtsmaterials ist der Ubergang vom ikonischen
zum symbolischen Reproduktionsmodus, bei dem auf Basis des Késtchenmodells Differenzen-
gleichungen zur Beschreibung der Populationsentwicklungen hergeleitet werden. Dabei wer-
den viele Groflen aus dem ikonischen Késtchenmodell durch Variabeln beschrieben. Anhand
von Analysen der Differenzengleichungen werden in Teil ITII Prognosen fiir die Entwicklung
der modellierten Systeme hergeleitet. An dieser Stelle zeigt sich die besondere Leistungsstér-
ke der symbolischen bzw. in diesem Falle der mathematischen Reprisentationsform, denn
bei den Prognosen handelt es sich um Informationen, die iiber die bekannten Eigenschaften

der untersuchten Populationen hinausgehen.

»Die Regelhaftigkeit gewohnlicher und formaler (insbesondere ,,mathematischer®)
Sprachen prédestiniert Sprachen in einzigartiger Weise zur Erfassung von Bezie-
hungen in der Wirklichkeit und zur Informationsgewinnung iiber gegebene Daten
hinaus.

Beispiel:
mathematisieren Anwendung syntaktischer Regeln
ottt

Sachaufgabe Gleichung

Losung der

Interpretation
B

Gleichung Losung der Sachaufgabe® (Wittmann [51]4)
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KAPITEL 3

Biologische Grundlagen

Modellierungsziel des Késtchenmodells ist die Beschreibung der Entwicklung von interagie-
renden Populationen iiber ldngere Zeitriume hinweg. Untersuchungen dieser Art sind Teil
der Okologie. Die Okologie ist eine wissenschaftliche Disziplin der Biologie, die sich mit den
Wechselbeziehungen von Organismen untereinander und gegeniiber ihrer Umwelt beschéf-
tigt. Okologische Phinomene werden stets auf drei Ebenen untersucht. Dabei handelt es
sich um die Wechselbeziehungen des Einzelorganismus mit seiner Umwelt (Autdkologie), die
Wechselbeziehungen tierischer und pflanzlicher Fortpfanzungsgemeinschaften innerhalb der
Art und mit ihrer Umwelt (Populationsokologie) und schlielich die Wechselbeziehungen in-
nerhalb biologischer Systeme mit mehreren Arten (Synokologie).

Bei der in Kapitel 4 beschriebenen Modellierung der Systeme zweier interagierender Arten
werden Aspekte der Populationstkologie und der Synckologie beriicksichtigt. Die folgenden
Ausfithrungen dienen der Vermittlung allgemeinen Hintergrundwissens beziiglich dieser Teil-
gebiete der Okologie. Nur einige der im Folgenden erliuterten Aspekte werden bei der Mo-
dellierung in Kapitel 4 beriicksichtigt. Eine detaillierte Beschreibung der zu modellierenden
Systeme wird zu Beginn von Kapitel 4 vorgestellt. Bei den folgenden Ausfiihrungen handelt

es sich um eine Zusammenfassung der Kapitel 15 und 16 aus Munk [38].

3.1 Populationstkologie

In der Populationsokologie (Demdkologie) befasst man sich mit den Beziehungen einer Po-
pulation zur Umwelt und untersucht sie dabei beziiglich Struktur, Dynamik und Genetik.
Eine Population besteht aus einer bestimmten Anzahl von Individuen einer Art. Dabei kon-
nen sich Eigenschaften der Individuen, wie Gewicht, Alter oder Verteilung im Lebensraum,
unterscheiden. Als Populationsstruktur bezeichnet man eine Momentaufnahme der Zusam-
mensetzung einer Population beziiglich dieser Eigenschaften. Die Populationsdynamik be-

schreibt die zeitliche Verdnderung der Populationsstruktur und das Populationswachstum.



3.1 Populationsdkologie

Durch mathematische Modelle zum Populationswachstum und seinen Grenzen erhilt man
wichtige Informationen iiber Themen wie Wachstumskontrolle, Bevolkerungsprognosen und
Naturschutz.

In der Populationsgenetik untersucht man die auf eine Population wirkenden Evolutionsfak-
toren und die Verdnderung von Genotyphéufigkeit in den aufeinander folgenden Generatio-
nen. In der Populationsdkologie werden iiberwiegend mathematische Methoden verwendet,

um die strukturellen, dynamischen und genetischen Merkmale zu analysieren.

3.1.1 Populationsstruktur

Eine Population ist eine Gruppe von Individuen der gleichen Art, die in einem bestimmten
Areal leben. Jede Population entsteht aus einer gewissen Anzahl artgleicher Individuen ver-
schieden Gewichts, Geschlechts und Alters, die in charakteristischer Weise im Lebensraum
verteilt sind. Die Gesamtheit dieser variablen Eigenschaften (Parameter) einer Population
wird, wie oben bereits erwdhnt, als Populationsstruktur bezeichnet. Wichtige Strukturpa-
rameter sind Dichte, Biomasse, Présenz, Frequenz, Dispersion und Alterstruktur. Zur Be-
schreibung von Populationsstrukturen werden mathematische Formeln (Mafle) verwendet,
die einen Strukturparameter auf eine MafBzahl (Index) zuriickfithren. Wie genau die reale
Struktur modelliert wird, hdngt von der Wahl der mathematischen Formel ab. Es ist zu be-
achten, dass es sich bei der Wiedergabe von Parametern durch mathematische Formeln stets
um Vereinfachungen handelt, die aber die 6kologisch wesentliche Struktur erfassen miissen.
Als Dichte oder Abundanz einer Population bezeichnet man die Anzahl der Individuen pro
Flachen- bzw. Raumeinheit. Eine Raumeinheit kann fiir Planktonpflanzen ein definiertes
Wasservolumen, fiir Wiesenpflanzen eine bestimmte Bodenfléiche oder fiir Pflanzen fressende
Insekten eine gewisse Blattmasse sein. Die Dichte wird durch Gegebenheiten, wie Klima,
Jahreszeit, vorhandene Nahrung, Wohn- und Versteckpléitze und den Interaktionen der In-
dividuen untereinander beeinflusst. Laut Munk [38] gibt es eine maximale Dichte, die so
genannte Umweltkapazitiit, mit der ein Lebensraum besiedelt werden kann. Bei Uberbevol-
kerung kommen héufig Mechanismen wie Reduzierung der Fruchtbarkeit und Lebensdauer
zum Tragen. Die aktuelle Dichte wirkt sich also auf Sterberate, Geburtenrate, Immigration
und Emigration aus und bestimmt somit die zukiinftige Dichte.

Je nach Population sind die Individuen nach unterschiedlichen Mustern, die sich im zeitli-
chen Verlauf mehr oder weniger verdndern, in ihrem Lebensraum verteilt. Diese rdumliche
Verteilung wird als Dispersion bezeichnet. Mehrjihrige Pflanzen und sessile! Tiere weisen

eine weitgehend gleich bleibende Verteilung auf. Bei freibeweglichen Tieren dndert sich die

Nat. sessilis , festsitzend*



3.1 Populationsdkologie

Dispersion abhingig von Aktivitat, Tages- und Jahreszeit hdufig. Man unterscheidet zufil-
lige, regulédre und aggregierte Dispersion (vgl. Abbildung 3.1). Bei der zufiilligen Dispersion
sind die Individuen ohne ersichtliche Gesetzmé&fBigkeit im Lebensraum verteilt. Eine zufalli-
ge Verteilung liegt haufig in homogenen Lebensrdumen oder bei nicht selektivem Verhalten
vor (z.B. vereinzelte Arthropoden im Boden oder Mehlwiirmer in ihrem Substrat). Sind die
Individuen regulér verteilt, dann ist der Abstand zwischen benachbarten Individuen unge-
fahr gleich grof. Das ldsst hdufig auf negative Wechselbeziehungen zwischen den Individuen
schlieflen, wie Konkurrenz um Ressourcen. Regulédre Dispersion lisst sich bei Waldbdumen
oder bei Tieren mit Revierverhalten beobachten. Die aggregierte Dispersion ist die hiufigs-
te Verteilung. Der Lebensraum enthélt individuenarme und individuenreiche Gebiete. Die
Klumpungen sind hdufig auf eine Inhomogenitéit des Lebensraumes zuriickzufithren. Zum
Beispiel konzentrieren sich Asseln im Schutz von Steinen. Auch reproduktionsbiologische
Ursachen oder ein bestimmtes Sozialverhalten, wie bei Ameisenhaufen oder Fischschwér-
men, kénnen zu einer aggregierten Dispersion fithren.

Unterschiedliche Populationen kénnen unterschiedliche Altersstrukturen haben. Es gibt Po-
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Abbildung 3.1: zufillige (1.), reguldre (m.) und aggregierte (r.) Dispersion

pulationen bei denen alle Individuen gleich alt sind. Insekten schliipfen im Frithjahr, reifen im
Laufe des Sommers und legen im Herbst Eier und sterben danach. Ein dhnlicher Lebensab-
lauf zeigt sich bei einjihrigen Pflanzen. Arten, bei denen sich die Individuen zu Lebzeiten
mehrmals oder nicht zu festen Jahreszeiten reproduzieren, weisen mehrere Altersgruppen
mit verschiedenen H&aufigkeiten auf. Man unterscheidet priareproduktive, reproduktive und

postreproduktive Altersphasen.



3.1 Populationsdkologie

3.1.2 Populationsdynamik

Bei populationsdynamischen Untersuchungen befasst man sich mit der zeitlichen Anderung
einer Populationsstruktur, dem Populationswachstum und dem Phénomen der Dichteregu-
lation. Untersuchungen werden im Rahmen von Felduntersuchungen, Laborexperimenten
oder durch mathematische Modelle durchgefiihrt. Die Modelle beschreiben die Populations-
dynamik als Funktion in Abhéngigkeit von der Zeit. Zusétzlich bieten sie die Moglichkeit
Prognosen iiber die Entwicklung der Population abzugeben. Wachstumsmodelle sind erste
Annidherungen, die trotz erheblicher Vereinfachungen Aufschluss {iber dynamische Ablédufe
geben kénnen.

Populationen wachsen erfahrungsgeméfl nicht unbegrenzt. Haufig nehmen sie iiber eine lin-
gere Zeit eine mehr oder weniger konstante Dichte an. Dabei finden allerdings weiterhin po-
pulationsdynamische Prozesse statt. Geburtenrate, Sterberate, Immigration und Emigration
bleiben aber in einem FlieBgleichgewicht. Sie erreichen also ein dynamisches Gleichgewicht.
Wird eine Differenzengleichung zur Beschreibung der Populationsentwicklung herangezogen,
so entspricht dieses Phénomen einer Losung, die einen Gleichgewichtspunkt anstrebt. Grund
fiir das Erreichen eines solchen Gleichgewichtszustandes sind die so genannten dichteabhén-
gigen Faktoren. Diese wirken sich bei hoher Populationsdichte negativ und bei geringer Po-
pulationsdichte kaum aus. Dichteabhéngige Faktoren kénnen Konkurrenz, Nahrungsmangel
oder Rauberdruck sein. Die Zuwachsrate ist dichteabhéngig. Bei grofien Populationen treten
mehr Sterbefille und weniger Geburten pro Individuum auf, denn mit wachsenden Populatio-
nen verknappen die Ressourcen, Krankheiten kénnen sich besser ausbreiten, Ausscheidungen
verschlechtern die Umweltbedingungen, Enge fiihrt zu sozialem Stress oder Réuber machen
leichter Beute. Folglich sind Geburten- und Sterberate dichteabhéingig.

Neben dem Erreichen eines Gleichgewichts kdnnen auch mehr oder weniger starke Schwan-
kungen der Populationsdichte auftreten. In manchen Féllen werden dabei Dichtemaxima in
regelméfBigen Zeitabstdnden erreicht, z.B. beim drei- bis vierjahres Zyklus bei Kleinsdugern
(Lemming, Feldmaus). Schwache, regelméflige Schwankungen nennt man Oszillationen, star-
ke unvorhersehbare Schwankungen nennt man Fluktuationen oder Massenwechsel.

Bei Populationen, deren Individuen sich alle gleichzeitig reproduzieren und anschlieend ster-
ben, sind die Generationen zeitlich vollkommen voneinander getrennt. Das gilt zum Beispiel
fiir einjéhrige Pflanzen und viele Kleinarthropoden. Zur Beschreibung des Populationswachs-

tums bieten sich laut Munk [38] in diesem Fall Differenzengleichungen an.
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3.1 Populationsdkologie

3.1.3 Intraspezifische Wechselbeziehungen

Unter intraspezifischen Wechselbeziehungen oder intraspezifischer Konkurrenz versteht man
den Wettbewerb zwischen Individuen der gleichen Art um vorhandene Ressourcen. Dabei
ist die Konkurrenz umso gréfler je mehr sich die Individuen einer Art dhneln bzw. ihre so
genannten okologischen Nischen iibereinstimmen. Es kann auch vorkommen, dass Alters-
stadien, Generationen und Geschlechter einer Art so sehr voneinander abweichen, dass sie

vollkommen unterschiedliche Nischen bilden.

Laut Munk [38] begrenzt die intraspezifische Konkurrenz die Populationsdichte schon bevor
die duBerste Aufnahmefahigkeit des Lebensraumes erreicht ist. Diese dichteabhingige Regu-
lation kénne also ein Uberschreiten der Umweltkapazitit wirksam verhindern und so letzten
Endes zur dauerhaften Erhaltung der Populationen beitragen. Intraspezifische Konkurrenz

kann sich in verschiedenen Formen duflern:

o Gedrangefaktor: Das Wachstum der Individuen einer Art wird durch rdumliche Enge
vermindert. Zum Beispiel stoppt Beschattung das Pflanzenwachstum, Keimlinge von

Pflanzen zeigen Selbstverdiinnung oder Stress fithrt bei Sdugetieren zu Unfruchtbarkeit.

e Nahrungsverknappung: Ein Mangel an Nahrungsressourcen fithrt zu geringerer Kon-
kurrenzfahigkeit, verminderter Fruchtbarkeit, grofflerer Wintersterblichkeit oder zum

Hungertod.

e Kannibalismus: Artgenossen werden zum Beispiel im Falle von Stress oder Nahrungs-

mangel gefressen.

e Anreicherung von Stoffwechselendprodukten?: Stoffwechselendprodukte kénnen das Mi-
lieu verschlechtern oder zu Vergiftungen fithren. Zum Beispiel geben im Falle von in-
traspezifischer Allelopathie adulte Organismen chemische Signalstoffe (Pheromone) ab,

wodurch die Entwicklung der Nachkommen behindert wird.

e Emigration: Uberzihlige Individuen einer Population wandern aus. Dies kann in Mas-
senvermehrungsphasen, wie sie im Falle von giinstigen Witterungs- und gutem Nah-
rungsangebot bei vielen Insektenarten, Lemmingen oder Feldmé&usen vorkommen, ge-

schehen.

e Territorialitdt: Durch Verteidigung eines Territoriums werden Artgenossen gezwungen,

weniger giinstige Lebensrdume zu besiedeln. Revierverhalten fiihrt zum Beispiel bei

2Substanzen, die bei Lebewesen iiber die entsprechenden Organe den geschlossenen Kreislauf des Korpers

verlassen.
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3.2  Synokologie

Vogeln, Sdugetieren, Libellen und vielen anderen Insektenarten zur Einhaltung von

Absténden untereinander und somit zu regelméfiger Dispersion (vgl. Kapitel 3.1.1).

Unterscheidet man intraspezifische Konkurrenztypen anhand des Mechanismus bei dem Kon-
kurrenz auftritt, kann man zwischen indirekter und direkter Konkurrenz, bei Nicholson [40]
nscramble und ,contest”, unterscheiden. Ausbeutungskonkurrenz tritt indirekt durch Kon-
kurrenz um begrenzte Ressourcen auf (zum Beispiel Gedrénge oder Nahrungsverknappung).
Die Konkurrenten interagieren also indirekt iiber die gemeinsame Ressource miteinander. Im
Falle der Interferenzkonkurrenz hingegen findet eine direkte Auseinandersetzung mit dem
Konkurrenten statt, indem er aktiv von gemeinsamen Ressourcen fern gehalten wird. Okolo-
gische Beispiele fiir den intraspezifischen Fall sind Kainismus?, Kannibalismus, Territorialitéit
und Allelopathie. Ausbeutungskonkurrenz und Interferenzkonkurrenz kommen auch bei in-

terspezifischer Konkurrenz vor.

3.2 Synokologie

Unter natiirlichen Bedingungen werden Individuen einer Population auch durch Individu-
en anderer Arten beeinflusst, wie zum Beispiel von Beutetieren, Raubern, Konkurrenten,
Parasiten oder Symbionten. Diese Form der Interaktion bezeichnet man als interspezifische
Wechselbeziehungen.

In der Synokologie beschiftigt man sich mit den Wechselbeziehungen innerhalb einer Le-
bensgemeinschaft (Biozénose) und mit der Abhéingigkeit zwischen Lebensraum (Biotop) und
Lebensgemeinschaft. Zundchst wird von einfachen Systemen mit nur zwei Arten (Bisysteme)
ausgegangen, deren Individuen sich gegenseitig beeinflussen. Solche Systeme lassen sich expe-
rimentell verfolgen, simulieren oder als mathematisches Modell beschreiben. Modelle tragen
dazu bei, die Struktur und Dynamik von Lebensgemeinschaften besser zu verstehen. Die mo-
dellhafte Einheit von Lebensgemeinschaft und Lebensraum wird als Okosystem bezeichnet.
Populationen wachsen nicht unbegrenzt. Dies liegt neben den in Kapitel 3.1.3 beschriebenen
innerartlichen Wechselbeziehungen und den abiotischen* Faktoren an Wechselbeziehungen
mit anderen Arten. Dabei kann sich der Dichtezuwachs der einen Art férderlich (+), hinder-

lich (-) oder neutral auf die andere Art auswirken.

3Vogeljunge toten sich gegenseitig, bis nur noch das stirkste Junge iibrig ist.
4Als abiotisch werden alle Umweltfaktoren zusammengefasst, an denen Lebewesen nicht erkennbar betei-

ligt sind. Sie umfassen unter anderem Klima, Atmosphéire, Wasser, Warme, Temperatur, Licht, Strémung,

Konzentration an Nahrsalzen und anderen chemischen Stoffen.
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3.2  Synokologie

3.2.1 Interspezifische Wechselbeziehungen

Es gibt eine Vielzahl an 6kologischen Beispielen fiir die unterschiedlichen Formen des Zu-
sammenlebens zweier Arten. Die Menge aller Zwei-Arten-Systeme lésst sich in Probiosen,
Antibiosen und Neutralismus unterteilen. Bei einer Probiose (+,0), (+,+) hat mindestens
eine der beiden beteiligten Arten einen Vorteil durch das Zusammenleben, ohne dabei der
anderen zu schaden. Im Falle einer Antibiose (-,-), (-,0), (-,+) wirkt sich die Wechselbezie-
hung fiir mindestens einen der Beteiligten negativ aus. Haben zwei Arten eine neutralistische
Beziehung zueinander, dann ergibt sich aus dem Zusammenleben fiir beide Arten weder ein
Vor- noch ein Nachteil. Neutralismus (0,0) kommt aber in der Realitét kaum vor.

In Probiosen zieht einer der Beteiligten einen Vorteil aus dem Zusammenleben, ohne dabei
den anderen zu schaden. Vertreter der Probiosen sind Symbiose (+,4) und Parabiose (+,0).
Im Falle einer Symbiose (+,+) unterstiitzen sich die Partner gegenseitig. Als Parabiose
(+,0) wird jene Form des Zusammenlebens bezeichnet, bei der ein Partner vom anderen
Partner profitiert ihn jedoch nicht beeinflusst. Beispiele sind Pflanzen, die Vi6gel oder das
Fell anderer Tiere nutzen zur Verbreitung ihrer Samen oder Fische, die sich an schnellere
Fische heften.

Eine Beziehung, die fiir einen der Beteiligten Nachteile mit sich bringt, nennt man Antibio-
se. Stehen zwei Individuen in einer antibiotischen Beziehung fiihrt dies zur Schidigung oder
gar Vernichtung mindestens eines der Individuen. Konkurrenz (-,-/0) tritt zwischen zwei
Arten auf, wenn sie um dieselbe Ressource konkurrieren. Konkurrenz kann als Gegenstiick
zur Symbiose aufgefasst werden. Wie im intraspezifischen Fall unterscheidet man Ausbeu-
tungskonkurrenz und Interferenzkonkurrenz (vgl. Kapitel 3.1.3). Mit Amensalismus (-,0)
bezeichnet man ein Zusammenleben, bei dem sich fiir die eine Art ein Nachteil ergibt wihrend
die andere Art weder Vor- noch Nachteile hat. Beispielsweise leiden Moose im Buchenwald
unter Lichtmangel, da sie von dem schwer zersetzbaren Laub der Buche bedeckt werden.
Eine dem Amensalismus dhnliche Bezichung ist eine extreme Form der interspezifischen In-
terferenzkonkurrenz, bei der sich stets derselbe Partner durchsetzt.

Zu den Pradations-Systemen gehtren Phytophagie und R&uber-Beute-Beziehungen. Im
Falle der Phytophagie (-,4) werden lebende Pflanzenteile von Tieren gefressen. In einer
Réauber-Beute-Beziehung, Episitismus (-,4), wird die in der Regel kleinere Beute vom Réu-
ber verzehrt. Wird eine zumeist gréfiere Beute nur zum Teil verzehrt und dadurch zunéchst
nur geschwicht, so nennt man das Parasitismus (-,+). Parasiten leben oft auf oder in der

Beute.

13



3.2  Synokologie

Wirkung Wirkung | Sammelbegriff Beziehungen
v. A auf B| v. Bauf A
Neutralismus
0 0 Neutralismus
Probiosen
+ + Symbiose Allianz, Mutualismus,
FEusymbiose
+ 0 Parabiose Parokie, Entokie,
Phoresie, Synokie,
Epokie, Kommensalismus,
Metabiose
Antibiosen
- -/0 Konkurrenz Exploitation, Interferenz
- 0 Amensalismus
- + Préadation Ré&uber-Beute, Phytophagie
- + Parasitismus Mikroparasitismus, Makro-
parasitsmus, Raubparasitismus

Tabelle 3.1: Schematische Wechselbeziehungen in Bisystemen
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KAPITEL 4

Modellierung

Im Folgenden wird das Kéastchenmodell zur Beschreibung der Entwicklung zweier interagie-
render Populationen vorgestellt. Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, sind die Wechselbe-
ziehungen durch Modellparameter spezifizierbar, wodurch die Abbildung unterschiedlicher
Systeme moglich ist.

Beim Kiéstchenmodell handelt es sich um ein Konzeptmodell. Konzeptmodelle beschreiben
die Realitét (teilweise sehr) vereinfacht, haben aber den Anspruch bestimmte Phénomene
moglichst zuverléssig abzubilden. Haufig stellen sie nur noch Karikaturen (engl. ,cartoon
model“ ) der zugrunde liegenden realen Systeme dar. Dies hat allerdings den Vorteil, dass
sie ibersichtlich und leicht handhabbar sind. Weiter ist das K&stchenmodell dynamisch, was
bedeutet, dass es eine Entwicklung beschreibt. Die fiir die Entwicklung der Populationen
relevanten Eigenschaften der Individuen und des Lebensraums werden abgebildet und das
Zusammenleben {iber mehrere Generationen hinweg simuliert. Daraus ergibt sich die Dy-
namik des Modells, die Prognosen fiir die Entwicklung der Populationen liefert. Diese Art
der Modellierung nennt man ,,bottom-up“ Modellierung. Dariiber hinaus héngt die Dynamik
des Késtchenmodells vom Zufall ab. Das hat zur Konsequenz, dass bei der gleichen Belegung
der Modellparameter fiir verschiedene Simulationsdurchléufe unterschiedliche Ergebnisse auf-
treten konnen. Ein Modell mit diesen Eigenschaften bezeichnet man als stochastisch. Das
Késtchenmodell wurde in Form einer Simulationssoftware (siehe Abbildung 4.1) umgesetzt,
welche in Kapitel 5 préasentiert wird.

Im Folgenden wird der Modellbildungsprozess des Késtchenmodells vorgestellt. Dazu wer-
den im ersten Abschnitt die zu modellierenden Bisysteme genau spezifiziert. Dabei werden
Phéanomene der Populationsdkologie, wie Dichte, Dispersion, Alterstruktur und intraspezifi-
sche Konkurrenz (vgl. Kapitel 3.1) und der Synokologie, wie die moglichen interspezifischen
Wechselbeziehungen (vgl. Kapitel 3.2), beriicksichtigt. Vor der Modellierung der spezifizierten
Systeme, werden im zweiten Abschnitt einige Idealisierungen vorgenommen, um die Komple-

xitét der Systeme zu reduzieren. Die idealisierten Systeme werden dann im dritten Abschnitt
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4.1 Spezifikation der zu modellierenden Systeme

Basistool  Langzeifoal  Reproduktionsto

Simulationsstatus Generationen
t=0 t slit)  s2(t)
Spezies 1
S1(0)= 20
r1=2
INTRA 1 b
INTER O b
Spezies 2
Sz(0)= 40
rz= 3
INTRA 2 b
INTER - -
Kistch hi
N=100
Bisysteme
Amensalismus 4
Neustart
0K
Start
Auswertung
0K

Abbildung 4.1: Die Simulationssoftware

durch das Késtchenmodell abgebildet. Dazu werden zunéchst die Abbildung des Lebensraums
und die Lebenszyklen der Individuen thematisiert und anschlieflend die Wechselbeziehungen
der Populationen in Form von Interaktionen zwischen den Individuen beschrieben. Zuletzt

wird der Generationenwechsel in Form eines stochastischen Prozesses vorgestellt.

4.1 Spezifikation der zu modellierenden Systeme

In diesem Kapitel werden die zu modellierenden Systeme detailliert beschrieben. Es handelt
sich dabei nicht um konkrete in der Realitit vorkommende Populationen. Vielmehr werden
Verhaltensmuster und Mechanismen, die bei natiirlichen Populationen vorkommen, beschrie-
ben und zu fiktiven Systemen kombiniert. Obwohl diese Systeme nicht real sind, besitzen sie
folglich eine starke biologische Fundierung.

Die beiden Populationen des abzubildenden Systems sollen einen gemeinsamen Lebensraum
mit beschrankten Ressourcen bewohnen. Fiir die Modellierung werden die Entwicklungssta-
dien der Individuen beider Arten in zwei Phasen zusammengefasst. Die Interaktionsphase
umfasst den Zeitraum von der Erzeugung bis zur Reproduktionsreife der Individuen, also die

prareproduktive Altersphase. In dieser Phase sind die Individuen in gewisser Weise immobil,
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4.2 Idealisierungen

wie es bei abgelegten Eiern, ins Erdreich gelangten Samen oder Parasiten in einem Wirt der
Fall ist. Die intra- und interspezifischen Wechselbeziehungen duflern sich darin, dass die her-
anwachsenden Individuen mit Individuen beider Arten interagieren. Dabei findet aufgrund
der Immobilitdt die Interaktion nur mit Individuen aus der unmittelbaren Nihe statt. Je
hoher die Populationsdichte ist, umso mehr Interaktionen finden folglich statt. Wahrend der
Interaktionsphase entscheidet sich, ob ein Individuum die Reproduktionsreife erlangt. In der
Reproduktionsphase, die die reproduktive und postreproduktive Altersphase umfasst, repro-
duzieren sich die Individuen, die wiahrend der Interaktionsphase die Reproduktionsfihigkeit
erlangt haben. Der Nachwuchs wird zufillig im Lebensraum verteilt (zufillige Dispersion),
wie es beim Samenflug des Lowenzahns oder weitgehend zufiilliger Eiablage durch Insekten
der Fall ist.

Im Laufe der beiden Entwicklungsphasen sterben alle Individuen der Elterngeneration, zum
Beispiel aufgrund ihrer Interaktionen oder ihres Alters. Daraus ergibt sich eine nicht {iber-
lappende Generationenabfolge, wie es bei Insekten oder einjidhrigen Pflanzen der Fall ist (vgl.

Kapitel 3.1.1 und 3.1.2 jeweils letzter Absatz).

Das Modell soll unterschiedliche Arten von Wechselbeziehungen beriicksichtigen. Im Folgen-
den werden die abzubildenden Ausprigungen festgehalten. Im Modell werden zwei Formen
von intraspezifischen Wechselbeziehungen einbezogen: Ausbeutungskonkurrenz (exploitative
Konkurrenz) und Interferenzkonkurrenz (vgl. Kapitel 3.1.3). Ausbeutungskonkurrenz tritt
indirekt durch Konkurrenz um begrenzte Ressourcen auf (zum Beispiel Gedringe oder Nah-
rungsverknappung). Eine hohe Populationsdichte wirkt sich daher negativ auf die einzelnen
Individuen aus. Bei Interferenzkonkurrenz findet eine direkte Auseinandersetzung mit dem
Konkurrenten statt, indem dieser aktiv von gemeinsamen Ressourcen fern gehalten wird.
Bei einer hohen Populationsdichte gibt es folglich einzelne Individuen, die sich beim Kampf
um Ressourcen durchsetzen. Die abzubildenden interspezifischen Wechselbeziehungen werden
entsprechend ihrer Wirkung in Kategorien eingeteilt. Bei den zu modellierende Population
konnen sich die Wechselbeziehungen zu einer anderen Population negativ, weniger negativ,

positiv oder tiberhaupt nicht auswirken (vgl. Kapitel 3.2.1).

4.2 Idealisierungen

Natiirliche Systeme sind ausgesprochen komplex. In einem Modell kénnen nicht alle beob-
achtbaren Eigenschaften abgebildet werden. Startpunkt einer Modellierung ist daher eine
idealisierte Erfassung einzelner, relevanter Aspekte. Bei der Trennung der relevanten von

den irrelevanten Aspekten bietet das Modellierungsziel Orientierung. Im Falle der hier zu
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4.2 Idealisierungen

modellierenden Systeme sind vor allem die Mechanismen und Verhaltensmuster interessant,
die sich auf die Entwicklung der Populationen auswirken. Eigenschaften die darauf weniger
Einfluss haben, kénnen im Konzeptmodell folglich vernachldssigt werden.

Fiir die zu modellierenden Systeme werden daher folgende Idealisierungen vorgenommen:
Es wird angenommen, dass Umwelteinfliisse, wie zum Beispiel Klima, Jahreszeit oder vor-
handene Nahrungsressourcen (abgesehen von dem Fall, dass eine der Populationen Wirt
oder Beute ist) konstant sind und, dass keine Beeinflussung durch weitere Populationen
besteht. Weiter wird nicht zwischen den Geschlechtern der Individuen unterschieden und je-
des Individuum kann unter geegebenen Umstidnden Nachkommen hervorbringen. Dabei wird
fiir jede Population eine feste Anzahl an Nachkommen pro Reproduktion, also ein fester
Reproduktionsfaktor, angenommen. Es wird vereinfachend davon ausgegangen, dass ledig-
lich die Interaktionen wihrend der Interaktionsphase iiber die Reproduktionsfihigkeit der
Individuen entscheiden. Ein nicht durch Interaktionen bedingtes Unfruchtbar werden oder
Versterben vor der Reproduktion (zum Beispiel durch Krankheit) wird nicht mit einbezo-
gen. Aufgrund dieser Annahme und der nicht iiberlappenden Generationenfolge reicht es fiir
die Beschreibung der Populationsentwicklungen aus, die Wirkung der Interaktionen auf die
Reproduktionsfahigkeit der Individuen im Modell abzubilden. Die Ausbeutungs- und Inter-

ferenzkonkurrenz lassen sich daher wie folgt idealisiert darstellen:

Phénomen 1
Herrscht unter den Mitgliedern einer Population Ausbeutungskonkurrenz, so wirkt
sich eine intraspezifische Interaktion negativ auf die Reproduktionsfahigkeit eines

Individuums aus.

Phinomen 2

Herrscht unter den Mitgliedern einer Population Interferenzkonkurrenz, so gibt
es im Falle einer intraspezifischen Interaktion ein dominantes Individuum, wel-
ches die Reproduktionsfihigkeit erreicht. Individuen, die mit diesem dominanten

Individuum interagieren, erreichen hingegen die Reproduktionsreife nicht.

Die vier Kategorien von interspezifischen Wechselbeziehungen sollen folgendermaflen ideali-

siert dargestellt werden:

Phinomen 0
Die Reproduktionsfahigkeit eines Individuums ist unabhéngig von interspezifi-

schen Interaktionen.

Phinomen +
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4.3 Kastchenmodell

Interspezifische Interaktion wirken sich positiv auf die Reproduktionsfahigkeit

eines Individums aus.

Phinomen -
Interspezifische Interaktionen wirken sich negativ auf die Reproduktionsfahigkeit

eines Individums aus.

Phénomen - -

Eine interspezifische Interaktion mit genau einem Individuum beeintréchtigt die
Reproduktionsfihigkeit eines Individuums noch nicht. Mehrere interspezifische
Interaktionen dagegen wirken sich negativ auf die Reproduktionsfahigkeit eines
Individuums aus. (Der Befall von nur einem Parasit beeintrichtigt den Wirt noch

nicht.)

In Tabelle 3.1 sind einige Beispiele fiir Bisysteme aufgefiihrt, die sich mit den spezifizierten
interspezifischen Phdnomenen beschreiben lassen. Unter Hinzunahme von den in Phanomen
1 und 2 festgehaltenen intraspezifischen Interaktionsarten kann eine grofie Bandbreite von
idealisierten Systemen zweier Arten mit intra- und interspezifischen Wechselbeziehungen

beschrieben werden.

4.3 Kéastchenmodell

In diesem Abschnitt wird das Konzeptmodell der im vorangegangenen Abschnitt beschrie-

benen idealisierten Bisysteme hergeleitet. Dabei werden weitere Idealisierungen nétig.

4.3.1 Lebensraum und Individuen

Die beiden zu modellierenden Populationen seien mit Spezies s und Spezies s fiir 5,5 €
{1,2}, s # 5 bezeichnet. Aufgrund der diskreten Generationenabfolge ldsst sich die Popula-
tionsentwicklung von Generation zu Generation, also in diskreten Zeitschritten ¢ € Ny, be-
schreiben. Der Lebensraum wird idealisiert als Feld von N Késtchen mit N € N dargestellt.
FEin Késtchen hat mehrere Bedeutungen. Zunéchst einmal steht es fiir einen bestimmten Be-
reich des Lebensraumes. Die Individuen eines jeden Bereichs werden durch einen Punkt in
dem zugehorigen Késtchen dargestellt (sieche Abbildung 4.2). Um die Arten unterscheiden zu
konnen, werden die Punkte unterschiedlich gefirbt. Weiter soll ein Késtchen fiir einen gewis-
sen Ressourcenvorrat stehen. Es wird vereinfachend davon ausgegangen, dass die in einem
Bereich enthaltenen Ressourcen hochstens fiir die Reproduktion von maximal einem Individu-

um je Art reichen. Dieser Sachverhalt wird bei der Modellierung der Interaktionsphénomene
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4.3 Kastchenmodell

aus Kapitel 4.2 genauer erlautert. Aulerdem wird davon ausgegangen, dass nur Individuen,
die sich in einem gemeinsamen Bereich befinden, in Interaktion treten. Damit bildet ein Kést-
chen auch rdumliche Nahe als Voraussetzung fiir Interaktion ab. Da die Individuen, wie in
Kapitel 4.1 beschrieben, wihrend der Interaktionsphase rdumlich gebunden sind, findet die
Interaktion zwingend statt und kann nicht, zum Beispiel durch Flucht, verhindert werden.
Es lasst sich also durch die Késtchen die beschréankte Reichweite der Individuen wéhrend der
Interaktionsphase ausdriicken. Zur Vereinfachung werden mogliche Interaktionen zwischen

Individuen unterschiedlicher Bereiche nicht im Modell mit einbezogen.

Abbildung 4.2: Das Késtchenmodell

Aufgrund der diskreten Generationenabfolge ist es fiir die Modellierung der Populations-
entwicklung lediglich interessant, wie viele Individuen wéahrend der Interaktionsphase die
Reproduktionsreife erlangen. Ob sich ein Individuum reproduzieren kann, hingt von den
Interaktionen mit Individuen der eigenen Art und Individuen der anderen Art ab. Sowohl
die intraspezifischen als auch die interspezifischen Interaktionen miissen eine Reproduktion
zulassen. Abhéngig von der Spezies, der ein Individuum angehort, kénnen also Bedingun-
gen fiir das Erlangen der Reproduktionsreife formuliert werden. Eine Reproduktionsbedin-
gung kann als ,Bedingung fiir genau eine Reproduktion der Spezies s im Ké&stchen b“ mit
b e {1,...,N} formuliert werden, da sich maximal ein Individuum pro Késtchen reprodu-
zieren kann. Dazu bezeichne k die Anzahl der Individuen von Spezies s in Késtchen b. Die
in Kapitel 4.2 beschriebenen Interaktionsarten Phénomen ¢ mit ¢ € {1,2} und Phénomen j
mit j € {0,+, —, ——} sollen nun durch Formulierung von solchen Reproduktionsbedingun-
gen modelliert werden. Es wird, je nachdem ob es sich um intra- oder um interspezifischen
Interaktionen handelt, zwischen ,intra-“ und ,interspezifischen Reproduktionsbedingungen*

unterschieden.
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4.3 Kastchenmodell

4.3.2 Reproduktionsbedingungen

Die in Phénomen 1 beschriebene, idealisierte Form der Ausbeutungskonkurrenz (von Nicholson
[40] als ,,scramble” bezeichnet) lésst sich wie folgt modellieren: Voraussetzung fiir das Errei-
chen der Reproduktionsreife eines Individuums ist, dass sich kein anderes Individuum seiner
Art im selben Kistchen befindet, da sich eine Interaktion negativ auf die Reproduktionsfi-
higkeit auswirken wiirde. Damit kann es, wie bereits erwéhnt, pro Késtchen nur maximal
eine Reproduktion der Spezies s geben. Als intraspezifische Bedingung fiir die Reproduktion

der Spezies s in einem beliebigen Késtchen b lédsst sich somit Intra 1 formulieren.

Intra 1

Das Kistchen b ist mit genau einem Individuum der Spezies s besetzt.

Das bedeutet fiir die Spezies s ist Intra 1 in Késtchen b erfiillt, falls k = 1 gilt.

Die in Phénomen 2 beschriebene Art der Interferenzkonkurrenz (von Nicholson [40] als ,,con-
test* bezeichnet) kann folgendermafien mit dem Késtchenmodell abgebildet werden: Befinden
sich mehrere Individuen derselben Art in einem Kiéstchen, so kann hochstens eines der Indivi-
duen die Reproduktionsreife erreichen. Das bedeutet, auch im Falle der Interferenzkonkurrenz
kann es maximal eine Reproduktion der Spezies s pro Késtchen geben. Es ergibt sich Intra

2 als intraspezifische Bedingung fiir eine Reproduktion der Spezies s im Késtchen n.

Intra 2

Das Késtchen b ist mit mindestens einem Individuum der Spezies s besetzt.

Folglich ist fiir die Spezies s Intra 2 in Késtchen b erfiillt, falls £ > 0 gilt.

Damit ein Individuum die Reproduktionsreife erreicht, miissen neben den intraspezifischen
Reproduktionsbedingungen auch die interspezifischen Reproduktionsbedingungen im Kést-
chen erfiillt sein. Bereits aufgrund des intraspezifischen Interaktionsverhaltens kann maximal
ein Individuum jeder Art pro Késtchen die Reproduktionsreife erreichen. Daher kann auch
im Falle der in Phénomen j mit j € {0, 4+, —, ——} beschriebenen interspezifischen Interakti-
onsart die Reproduktionsbedingung als ,,Bedingung fiir genau eine Reproduktion der Spezies
s im Kistchen n“ formuliert werden. Dazu bezeichne k die Anzahl der Individuen der anderen

Art, also der Spezies 5, in Késtchen b.
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4.3 Kastchenmodell

Phéanomen 0 lisst sich mit folgender Regel beschreiben: Ein Individuum der Spezies s er-
reicht die Reproduktionsreife unabhingig davon, ob sich Individuen der Spezies s im selben

Kastchen befinden.

Inter O
Das Kistchen b ist mit einer beliebigen Anzahl an Individuen der Spezies § be-

setzt.

Somit ist fiir k& > 0 Inter O fiir die Spezies s in Kiistchen b erfiillt.

Voraussetzung, dass ein Individuum der Spezies s die Reproduktionsreife im Falle vom Pha-
nomen + erreicht, ist, dass sich mindestens ein Individuum der Spezies 5 im selben Késtchen

befindet, da nur so eine Interaktion stattfinden kann.

Inter +

Das Kiéstchen n ist mit mindestens einem Individuum der Spezies § besetzt.

Damit ist Inter + fiir die Spezies s in Késtchen b erfiillt, falls k£ > 0 gilt.

Fiir Ph&nomen - gilt, dass ein Individuum der Spezies s nur dann reproduktionsfihig werden
kann, wenn sich kein Individuum der Spezies § im selben Kistchen befindet, da in diesem

Falle keine interspezifische Interaktion stattfindet.

Inter -

Das Kiéstchen b ist mit keinem Individuum der Spezies § besetzt.

So ist Inter - fiir die Spezies s in Késtchen b erfiillt, falls £ = 0 gilt.

Bei der Modellierung von Phinomen - -, legen wir fest, dass als Voraussetzung fiir das Errei-
chen der Reproduktionsreife eines Individuums der Spezies s hochstens ein Individuum der
Spezies § im selben Késtchen sein darf, da nur eine Interaktion mit genau einem Individuum

der anderen Art die Reproduktionsreife nicht beeintréchtigt.

Inter - -

Das Kistchen b ist mit h6chstens einem Individuum der Spezies § besetzt.
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4.3 Kastchenmodell

Folglich ist im Falle von k < 2 fiir die Spezies s Inter - - in Kistchen b erfiillt.

Zur Vereinfachung wird angenommen, dass jedes reproduktionsfihige Individuum der Spe-
zies s genau ry € N Nachkommen produziert. Die Grofle rg kann folglich als mittlere Anzahl
an Nachkommen pro Reproduktion verstanden werden. Damit lédsst sich nun ein Reproduk-

tionsmodell fiir die Spezies s formulieren.

Reproduktionsmodell

Das Interaktionsverhalten der Spezies s wird idealisiert durch Phénomen ¢ und
Phénomen j mit ¢ € {1,2} und j € {0,4, —, ——} beschrieben.

Ist in einem Kistchen n das Reproduktionsmodell Intra i & Inter j fiir die
Spezies s erfiillt, dann bringt dieses Késtchen genau ein reproduktionsfahiges
Individuum der Spezies s hervor, welches genau r; Nachfolger produziert. Wir
bezeichnen Intra i & Inter j in Zukunft als Reproduktionsmodell einer Spezies

S.

Zur Bestimmung der Anzahl der Reproduktionen, muss fiir jedes Késtchen ausgewertet wer-
den, ob es ein reproduktionsfihiges Individuum hervorbringt, oder nicht. Abbildung 4.3 zeigt
eine solche Auswertung mit dem Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter O fiir Spezies 1
(rot) und Intra 2 & Inter - fiir Spezies 2 (blau). Die Einférbung eines Késtchens in rosa
bzw. hellblau zeigt eine Reproduktion fiir die rote bzw. die blaue Art im Késtchen an. Da
reproduktionsfihige Individuen ihre Nachkommen wéhrend der Reproduktionsphase zufil-
lig im Lebensraum verteilen, wird fiir die néchste Generation die entsprechende Anzahl an
Punkten zufillig iiber das Feld verteilt. Die Wahrscheinlichkeit, von einem bestimmten In-
dividuum belegt zu werden, soll dabei fiir jedes Késtchen gleich grof sein. Es liegt folglich
eine Gleichverteilung vor. Das Konzeptmodell bildet die Entwicklung der Arten Generation

fiir Generation ab.

4.3.3 Der Generationenwechsel als stochastischer Prozess

Da die Belegung der Késtchen durch Individuen zufillig mittels einer Gleichverteilung ge-
schieht, hingt die Entwicklung des Modells vom Zufall ab. Das Konzeptmodell ist folglich ein
stochastisches Modell. In Abbildung 4.4 wird die Modellierung des Generationenwechsels als
stochastischer Prozess schematisch dargestellt. Es sei t € Ny, S1(t) bzw. Sa2(t) € N bezeichne
die Populationsgrofie der Spezies 1 bzw. 2 in der Generation t und R;(t) bzw. Ra(t) € N
sei die Anzahl der Individuen in der Generation ¢, die die Reproduktionsreife erreichen. Im

Folgenden werden die in Abbildung 4.4 dargestellten Schritte (a) bis (e) erklért.
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4.4 Anwendbarkeit und Grenzen des Modells

Abbildung 4.3: Auswertung mit den Reproduktionsbedingungen Intra 1 & Inter O fiir
Spezies 1 (rot) und Intra 2 & Inter - fiir Spezies 2 (blau)

Generation 0
(a) Es wird mit einer Startpopulation S7(0) und S2(0) von Individuen begonnen.
Generation t

(b) Die S;(t) und S2(t) Individuen werden zufillig iiber die N Késtchen verteilt.
Dabei ist die Wahrscheinlichkeit, von einem bestimmten Individuum belegt

zu werden, fiir alle Késtchen gleich gro8.

(c) Das Feld wird gemé den Reproduktionsmodellen beider Arten kistchen-

weise ausgewertet.

(d) Die Auswertung liefert die Anzahl der reproduktionsfihigen Individuen R; ()
und Ry(t) der Generation t.

(e) Die reproduktionsfihigen Individuen der Generation ¢ produzieren Si(t +
1) = 71 - Ri(t) Nachkommen fiir die Spezies 1 und Sa(t + 1) = ro - Ra(t)

Nachkommen fiir die Spezies 2.

4.4 Anwendbarkeit und Grenzen des Modells

Wie bereits zu Beginn des Kapitels 4.1 erwdhnt, dient das Ké&stchenmodell nicht primér
der Beschreibung realer Systeme, sondern der Abbildung fiktiver Populationen mit natiirli-
chen Eigenschaften. Dennoch kann man zumindest angeben zur Beschreibung welcher realen
Populationen sich das Modell am ehesten eignet. In Kapitel 4.1 wurde festgelegt, dass die
Populationen eine diskrete Generationenfolge haben sollen und sich wéhrend ihres Lebens
nur einmal reproduzieren. Damit lassen sich zum Beispiel Sdugetiere, Vigel und alle mehr-

jahrigen Pflanzenarten nicht anhand dieses Modells beschreiben. Weiter wurde gefordert,
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4.4

Anwendbarkeit und Grenzen des Modells

dass die abzubildenden Populationen in der prareproduktiven Altersphase rdumlich gebun-
den sind. Damit kénnte das Modell zum Beispiel zur Beschreibung einjahrige Pflanzenarten

mit zufilliger Samenverteilung (z.B. durch Samenflug oder Ausbreitung durch Tiere) dienen

51(0), 52(0)
Startpopulaton

(a)

Reproduktionsphase

zufallige

Y

Verteilung auf
N Kastchen

(b)

Interaktionsphase

Si(t+1)
=T7T" Rl (t)
So(t+1)
=T9" Rg(t)
Individuen
(e)

A

Einfluss durch
intra- und
Interspezifische

Interaktionen

()

N

Ri(t), Ra(t)
reproduktions-
fahige Individuen

(d)

/

Abbildung 4.4: Diagramm zur Darstellung des Generationenwechsels

oder Insektenarten mit weitgehend zufélliger Eiablage beschreiben.

Es lassen sich vereinzelt auch reale Systeme finden, die anhand des Késtchenmodells ab-
gebildet werden kénnen. Sumpter und Broomhead [48] beschreiben die Entwicklung einer
realen Population anhand eines Modells (,,site-based models with discrete resource sites®),
welches weitgehend mit dem Ké&stchenmodell iibereinstimmt. Bei der modellierten Popula-
tion handelt sich um einen Bienen-Parasiten, der Milbe Varroa Jacobsoni. Die Késtchen in

diesem Modell stehen fiir Bienenwaben, in denen die Milbe briitet. Es handelt sich hier also
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4.4 Anwendbarkeit und Grenzen des Modells

sogar um ,reale“ Késtchen. Weiter herrscht unter den Milben Ausbeutungskonkurrenz: Sie
werden mit der Bienenlarve in einer Bienenwabe eingeschlossen. Befindet sich nur eine Milbe
mit in der Wabe, so reifen Bienenlarve und Nachkommen der Milbe in der Wabe heran. Die
jungen Milben heften sich an die Bienenlarve und verlassen die Wabe gemeinsam mit der
ausgewachsenen Biene. Befinden sich mehrere Milben in der Wabe, so stirbt die Bienenlarve,

die Wabe bleibt geschlossen und die Milben sterben ebenfalls.

26



KAPITEL 5

Simulation

Das Késtchenmodell bietet die Basis, um Simulationen der modellierten Bisysteme durchzu-
fithren. Die Simulationen kénnen mit Hilfe eines Spielbretts, Spielfiguren und Wiirfeln (vgl.
Kapitel 5.4) oder mit Unterstiitzung durch einen Computer stattfinden. Im Rahmen dieser
Arbeit wurde eine Software entwickelt, die neben Simulationen auf Basis des Kéastchenmo-
dells auch eine Herleitung von mathematischen Beschreibungen auf Schulniveau ermoglicht.
Die Software besteht aus drei Tools: Das Basistool setzt den in Kapitel 4.3.3 beschriebenen
stochastischen Prozess anschaulich um, das Langzeittool stellt die Entwicklung der Popu-
lationen tiber einen ldngeren Zeitraum hinweg in einem Koordinatensystem dar und das
Reproduktionstool dient der Herleitung einer mathematischen Beschreibung fiir die Popula-

tionsentwicklungen.

5.1 Das Basistool

Das Basistool ermdglicht die anschauliche Simulation der Populationsentwicklung von Gene-
ration zu Generation entsprechend der Schritte (a) bis (e) aus Kapitel 4.3.3.

In Abbildung 5.1 ist die graphische Oberfliche des Tools dargestellt. Im linken Teil der Be-
nutzeroberfliche kénnen diverse Einstellungen gemacht werden (vgl. Abbildung 5.2). Der
Lebensraum wird in der Mitte des Tools durch ein Feld mit einer festen Anzahl von N Kést-
chen dargestellt. Rechts werden fiir jede Generation t die aus der Simulation resultierenden

Populationsgrofien S (¢) und Sa(t) festgehalten.

Unter Simulationsstatus werden wahrend der Simulation die aktuell simulierte Generation
t und die Individuenanzahlen Si(t) und Ss(t) dieser Generation angegeben. Vom Benuzer
kénnen vor dem Simulationsstart einige Einstellungen vorgenommen werden: Unter Spezies
1 bzw. Spezies 2 kénnen die Grofle der Startpopulation S1(0) bzw. S2(0) gemifl des Schrit-

tes (a), der Reproduktionsfaktor 7 bzw. ro und das Reproduktionsmodell beider Spezies
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5.1 Das Basistool

Basistool  Langasittool  Reprodultionstool

Simulationsstatus . Gesrietr:]honegz o
=0
Spezies 1
S1(0)= 20
r=2
INTRA 1 -
INTER 0 -
Spezies 2
Sz(0)= 40
rz= 3
INTRA 2 -
INTER - -
Kastchenanzahl
N=100
Bisysteme
Amensalismus -
Neustart
0K
Start
Simulation
0K

Abbildung 5.1: Das Basistool

eingegeben werden. Die Anzahl der Késtchen N, die den Lebensraum einteilen, wird unter
Kastchen eingestellt. Unter dem Punkt Bisysteme kann zwischen einigen voreingestellten
Reproduktionsmodellen gewihlt werden. Die Betétigung des OK-Buttons unter Simulation
bewirkt die zufillige Gleichverteilung der Individuen beider Arten auf dem Feld entsprechend
des Schrittes (b) und das Simulations-Label wird zum Auswertungs-Label (siehe Abbildung
5.3). Durch erneute Benutzung des OK-Buttons werden die Schritte (c) und (d) angestofien:
Es wird eine Auswertung der Situation auf dem Feld gemifl des gewéhlten Reproduktionsmo-
dells durchgefiihrt (siehe Abbildung 5.4) und somit die Anzahl der reproduktionsfihigen In-
dividuen R;(t) bzw. Ra(t) der aktuellen Generation bestimmt. Durch erneute Betétigung des
OK-Buttons wird die Simulation der néchsten Generation mit der Durchfithrung der Schritte
(e) und (b) begonnen: Die Individuenanzahlen S (t+1) = ry- R (t) und Sa(t+1) = ro- Ra(t)
der nichsten Generation werden bestimmt und entsprechend viele Individuen beider Arten
zufiillig auf dem Feld verteilt.

Durch Betétigung des OK-Buttons unter Neustart kann eine neue Simulation mit gednderten

Einstellungen gestartet werden.
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5.1 Das Basistool

Simulationsstatus
t=1,51(1) =40, Sz(1) = 120
Spezies 1

S4(0)= 20
ri=|2
INTRA | 1 -
INTER 0 -
Spezies 2
Sz(0)= 40
rz= |3
INTRA > -
INTER. | - -
Kastchenanzahl
N=100
Bisysteme
Amensalismus v
Meustart
OK
Start
Simulation
OK

Abbildung 5.2: Das Basistool - Einstellungen

29



5.2 Das Langzeittool

Basistool  Langaeitiool  Reproduktionstool

Generationen

Simulationsstatus L] L 1] L] L]
t slit s2it
1=1,S1(1)=40,S2(1)=120 mmm |m m 0§ |mm m mm 0w fer o s2te
Spezies 1 1 a0 120
L] L] L] L] LL1]
S1(0) = |20
EEE N L LT ] EEE  |EE L1] L
r= |2
INTRA | 1 v| L1 L] L 1] L]
L] L]
INTER | 0 ~|
Spezies 2 " " - "
EEEE EEE |m L L] L L1 1]
s2(0) = [40 |
rz= |3 |l L]
INTRA | 2 - | LT L1 EEEE N L] L] mm
INTER |- ~ | n
T AT rr] EEEE EE L1] L] L1} L1] 1]
N=100 m u T
' mm L] L L1} mEE |m L] LT1]]
Bisysteme
Amensalismus e - - = -
L] L L] L L L]
Neustart
0K -
L] L] L] L1} 1]
Start
Auswertung L] L] L] L]
oK L EEE |EEE L1 1] L1} L1] L

Abbildung 5.3: Zufillige Verteilung der Individuen auf dem Feld

5.2 Das Langzeittool

Das Langzeittool stellt die Entwicklung eines Systems zweier Arten als Graphen im Koor-
dinatensystem dar. Im linken Teil der in Abbildung 5.5 dargestellten graphischen Benutze-
roberflache des Tools kénnen wie beim Basistool Benutzereingaben zur Spezifikation der zu
simulierenden Systeme gemacht werden (vgl. Abbildung 5.6). In dem im rechten Teil des
Tools dargestellten Koordinatensystem wird die Anzahl der Individuen S;(¢) und S2(¢) in
der Generation t durch Punkte dargestellt.

Wie beim Basistool kénnen die Grofie der Startpopulationen S7(0) und S3(0), die Repro-
duktionsfaktoren r1 und 79, die Reproduktionsmodelle beider Arten und die Feldgrofie N
eingegeben werden. Zusétzlich kann dies fiir die Anzahl der zu simulierenden Generationen
tmae und die Anzahl der pro Generation durchzufithrenden Simulationen sim geschehen.
AuBlerdem kann der Benutzer wihlen, ob die Ergebnisse aller Simulationen je Generation
einzeln (alle Simulationen) oder ihr Mittelwert (Mittelwerte) im Koordinatensystem einge-
tragen werden soll. Um eine Simulation zu starten, muss der OK-Button unter Start betétigt

werden. Dies liefert eine anschauliche Darstellung der Langzeitentwicklung der beiden Arten.
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5.2 Das Langzeittool

Basistool  Langaeitiool  Reproduktionstool

Simulationsstatus
t=1,54(1) =40, Sz(1) = 120

Generationen
t sl(t]  S2(t)

Spezies 1

1 40 120
S1(0) = |20
r= |2
INTRA |1 ~|
INTER | 0 ~|
Spezies 2
S2(0) = |40
rz= |3
INTRA 2 ~|
INTER |- ~|
Késtchenanzahl
N=100
Bisysteme
Amensalismus =4
Neustart
0K
Start
Simulation
0K

Abbildung 5.4: Auswertung der Késtchen geméfl der Reproduktionsbedingungen

Anhand der Software kénnen nun Prognosen fiir die modellierten Systeme getroffen werden.
Viele Systeme erreichen tiber diverse Zwischenstadien hinweg ein dynamisches Gleichgewicht,
bei dem sich die PopulationsgréBen nicht mehr wesentlich dndern (vgl. Kapitel 3.1.2). Es
kann auch zyklisches oder chaotisches Langzeitverhalten auftreten. Schiiler kénnen anhand
der Software erforschen, wie sich die Wahl der Reproduktionsfaktoren r1,ry oder der Start-
werte S1(0), 52(0) auf das Systemverhalten auswirken. Anhand dieser Vorhersagen kénnen

Schiiler folglich die tkologische Bedeutung der Parameter entdecken.
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Basistool Langzeittool

Simulationsstatus
t=0,.,200
Spezies 1

S1(0)= 20
r1=2

1

INTRA 1
INTER 0 ~

Spezies 2
Sz2(0)= 40

rz= 3

1

INTRA 2

1

INTER -
Anzahl
KastchenN= 100
Generationen tm=:x = 200
Simulationen sim = 1
Bisysteme
benutzerdefiniert w7
Simulationen
alle Simulationen
v Mittelwerte
Start
0K

Reproduktionstool

Fopulationsgrizen

300.0

2500

2000

150.0

100.0

0.0

Nf\‘vM‘FM‘ M

4l

50.0

Abbildung 5.5: Das Langzeittool
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5.2

Das Langzeittool

Basistool Langzeittool

Simulationsstatus
t=0,.,200
Spezies 1

S1(0)= 20
r=1
INTRA 1
INTER + ~
Spezies 2
Sz(0)= 40
rz= 3
INTRA 2
INTER -
Anzahl

Kastchen N = 100
Generationen trma: = 200

Simulationen sim= 2

Bisysteme
Réauber Beute -

Simulationen

¥ alle Simulationen
¥ Mittelwerte

Start
0K

Abbildung 5.6: Das Langzeittool - Einstellungen
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5.3 Das Reproduktionstool

5.3 Das Reproduktionstool

Das Reproduktionstool dient der Bestimmung einer Naherung fiir die so genannte Reproduk-
tionsfunktion R : Ry x Ry x Ry — R, mittels Simulationen auf Basis des Késtchenmodells.
R(N, S, S") beschreibt den Erwartungswert fiir die Anzahl der reproduktionsfihigen Indivi-
duen einer Spezies s, wenn S Individuen der Spezies s und S’ Individuen der Spezies s’ auf
einem Feld der Grofle N im Késtchenmodell verteilt werden. Das Reproduktionstool liefert
Néherungswerte fiir R(N, S, S").

Bevor die Funktionsweise des Reproduktionstools genauer erldutert werden kann, muss ge-
klart werden, wie man Néherungswerte fiir die Erwartungswerte erzielen kann. Bei der Be-
stimmung der Anzahl an reproduktionsfihigen Individuen einer Spezies s werden im Basis-
und Langzeittool stets S Individuen von der Spezies s und S’ Individuen von der Spezies s’
auf einem Feld der Grole N zufillig verteilt. Die Wahrscheinlichkeit, von einem bestimmten
Individuum belegt zu werden, ist dabei fiir jedes Késtchen gleich grofl. Die resultierende An-
zahl an reproduktionsfihigen Individuen wird gemafl dem gewéhlten Reproduktionsmodell
bestimmt. Eine solche Simulation kann als Zufallsexperiment aufgefasst werden. Die Ergeb-
nismenge ist @ = {0,1,2,--- , N}, da maximal alle N Késtchen ein reproduktionsfihiges
Individuum der Spezies s hervorbringen. Fiihrt man dieses Zufallsexperiment m mal durch,
so kann man die absolute und die relative Haufigkeit H,,(F;) bzw. hy,(E;) fir das Ergebnis
FE; ,Die Anzahl der reproduktionsfihigen Individuen ist ¢ mit ¢ € 2 bestimmen.

Das empirische Gesetz der grofien Zahlen besagt, dass sich die relative Haufigkeit h,,(E) ei-
nes beobachteten Ereignisses F bei wachsender Versuchszahl m nahe der Wahrscheinlichkeit
P(E) des Ereignisses ,stabilisiert* (vgl. Biichter und Henn [9]!). Stabilisiert bedeutet dabei
allerdings nicht, dass die relative Haufigkeit fiir wachsendes m gegen die Wahrscheinlichkeit
konvergiert, sondern, dass sie mit einer hohen Wahrscheinlichkeit nahe bei P(E) liegt?. Wir
wollen im Folgenden die aus vielen Simulationen gewonnenen relativen Haufigkeiten hy, (E;)
als Schétzwerte fiir die Wahrscheinlichkeiten P(E;) nehmen.

Es seien nun R, die mittlere Anzahl an Reproduktionen im Falle von m Simulationen und

'Kapitel 3.7
2Bernoulli’sches Gesetz der groBen Zahlen
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5.3 Das Reproduktionstool

R der Erwartungswert fiir die Anzahl an Reproduktionen. Dann gilt

Sy Ho(E) i

Ry, = .
K Hu(E) |
— ;m
N
= th(El)z
z§1
~ ZP(Ez)z
i=1
= R (5.1)

fiir grofe m. Die mittlere Reproduktionsanzahl R, liefert folglich im Falle von vielen Wieder-
holungen m einen N&herungswert fiir den Erwartungswert R der Reproduktionsanzahl. Diese
Eigenschaft wird im Reproduktionstool ausgenutzt. Es erlaubt die Durchfithrung mehrerer
Durchléufe des beschriebenen Zufallsexperiment und die Bestimmung des arithmetischen
Mittels R,,. Auf diese Weise liefert es im Falle einer groBen Simulationsanzahl m gemiB

(5.1) eine Niherung fiir den Erwartungswert E(R).

Basistool | Langzeittool Reproduktionstool

Simulationsstatus R
Rus(S) 1000 -
Variabel 85.0 1
N vs s 900
ga.0
Smax = 500
0.0
Konstanten 750
=130 70.0
N= 100 5.0
Reproduktionsmodell GO0
INTRA 1 ¥ 550
INTER 0 w | 500
Simulationsanzahl :ZE i
sim= 10 - oy
: B0 A _,.!'_’l-'l". ."7%- .
Aktion Pl .-,?.
200 .Ff ot
v Simulation - WM.,
250 1 - D
Bearbeitung 200 A "’

2 ‘%.m
Export 150 5« ol
.
Deterministisches Modell " ] :F -
50 F . - .
Start W

0 . . . . . . . . . .
BR 50.0 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Abbildung 5.7: Das Reproduktionstool
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Das Reproduktionstool liefert Naherungswerte fiir die Funktionswerte der Reproduktions-
funktion in Abhéngigkeit von einer der drei Variablen S, S’ oder N, wobei die anderen beiden
Variablen fest gew#hlt sind. Es handelt sich folglich um Naherungen fir Ry s/(S), Rn,s(S")
oder Rg g/(N).

In Abbldung 5.7 ist die graphische Benutzeroberfliche des Reproduktionstools dargestellt.
Im linken Bereich kénnen wie bei den anderen beiden Tools Benutzereingaben zur Spezifika-
tion der zu simulierenden Systeme gemacht werden (vgl. Abbildung 5.8). Durch Anklicken
der entsprechenden Checkbox unter Variabel wird eine der Grofien N, S oder S’ als variable

Grofle ausgewihlt und ein Maximalwert Nyuae, Smae oder S7 .. fiir diese Grofie angegeben.

maz
Fiir die beiden anderen damit fest gewéhlten Groflen wird unter Konstanten je einen kon-
stanter Wert eingegeben. Das Reproduktionsmodell wird unter Reproduktionsmodell und die
Anzahl der Simulationen sim unter Simulationsanzahl eingestellt.

Durch Betétigung des OK-Buttons unter Start fithrt das Tool die gewiinschte Simulation
durch. Im Falle von Ry g/(S) bedeutet dies Folgendes: Fiir alle S € {0,1, .., Spaz} werden
wie beim Basistool S Individuen der Spezies und S’ Individuen der anderen Spezies zufillig
auf einem Feld der Grofle N verteilt. Anschliefend wird geméifi dem gewé#hlten Reproduk-
tionsmodell die resultierende Anzahl der Reproduktionen bestimmt. Diese beiden Schritte
geschehen programmintern und werden nicht an der graphischen Oberfliche des Tools darge-
stellt. Die Simulation wird entsprechend der Simulationsanzahl sim oft wiederholt und der
Mittelwert aus den resultierenden Reproduktionsanzahlen gebildet. Dieser Mittelwert wird
durch einen Punkt im Koordinatensystem eingezeichnet. Fiir eine grofle Simulationsanzahl
sim erhélt man somit aus den oben beschriebenen Griinden eine Néherung fiir Ry o (9)3.
Eine Simulation fiir Ry g(5’) lduft analog. Zur Simulation von Rg g/ (N) werden program-
mintern fiir alle N € {1, .., N4, } immer die selben Individuenanzahlen S und S’ zufillig
auf einem Feld der Grofle N verteilt, die resultierende Anzahl der reproduktionsfihigen In-
dividuen wird wie iiblich bestimmt und in ein Koordinatensystem in Abhéngigkeit von N
eingetragen. Die durch die Simulationen entstehenden Graphen nihern folglich die Repro-
duktionsfunktionen Rg/ n(S), Rsn(S’) bzw. Rg ¢(N) an (vgl. Abbildung 5.9).

Um anhand des Tools Funktionsvorschriften fiir die Reproduktionsfunktionen zu finden, bie-
tet das Tool zwei fiir Schiiler praktikable Moglichkeiten. Mit Fxport unter Aktion kénnen die
Simulationswerte in Form einer Tabelle exportiert werden und anhand von Tabellenkalkula-
tionssystemen Funktionsvorschriften gefunden werden.

AufBlerdem besteht die Moglichkeit, die Simulationswerte zu bearbeiten und die bearbeiteten

Werte in einem Koordinatensystem darzustellen (vgl. Abbildung 5.10). Um diesen Bear-

3Beachte m = sim.
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5.4 Simulationen ohne Computer

beitungsmodus zu starten, muss unter Aktion die Checkbox Bearbeitung aktiviert werden.
Im Bearbeitungsmodus erscheint auf der rechten Seite eine Schaltfliche, die die Darstel-
lung von Graphen fiir Funktionsvorschriften in Abhéngigkeit der GroBlen S, S’, N und der
Simulationswerte fiir die Reproduktionsfunktionen ermoglicht. Als Operationen kénnen die
Grundrechenarten, das Potenzieren, die Exponentialfunktion und der natiirliche Logarith-
mus genutzt werden. In das Textfeld unter Berechnung kann die Funktionsvorschrift fiir den
darzustellenden Graphen in der folgenden Form eingegeben werden: Funktionsvorschriften
werden aus Termen zusammengesetzt. Terme sind R(N), R(S), R(S’), N, S, S’, Konstanten
(z.B. 3.5) wie auch durch die zur Verfiigung stehenden Operationen zusammengesetzte Ter-
me (Term), Term+Term, Term-Term, Term*Term, Term/Term, exp(Term), In(Term) und
hoch(Term, Term). Durch Betétigung des OK - Buttons unter Plot wird der Graph einer
unter Berechnung eingegebenen Funktionsvorschrift im Koordinatensystem angezeigt (siehe
Abbildung 5.10). Eine detaillierte Beschreibung, wie Schiiler mit Hilfe des Reproduktions-
tools, Funktionsvorschriften fiir die Reproduktionsfunktionen finden kénnen, wird in Teil 11,

Kapitel 6 gegeben.

5.4 Simulationen ohne Computer

Alle anhand der Software durchfiihrbaren Simulationen kénnen auch ohne Computereinsatz
stattfinden. Benotigt werden dazu ein Spielbrett in Form eines Feldes mit nummerierten
Késtchen, welches den Lebensraum darstellt, Spielsteine in zwei verschiedenen Farben, die
fiir die Individuen der beiden Arten stehen und Wiirfel in verschiedenen Farben. Anhand
dieser Materialien kann entsprechend des in Kapitel 4.3.3 beschrieben Generationenwechsels
eine Simulationen der Populationsentwicklungen durchgefiithrt werden. Durch Auswiirfeln
werden die Spielsteine zufillig auf dem Feld gleichverteilt. Je eine geordnete Kombination
von Augenzahlen zum Beispiel (Augenzahl roter Wiirfel , Augenzahl griiner Wiirfel ) steht
dann fiir ein bestimmtes Késtchen (z.B. (1,5) steht fiir das 5. Késtchen). Auf diese Weise
wird jedes Késtchen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit ausgewiirfelt. Eine andere Variante
wire die Verwendung einer Urne mit einer entsprechenden Anzahl an durchnummerierten
Kugeln. Die Auswertung geméfl den gewé#hlten Reproduktionsbedingungen muss von den
Schiilern selbst anstatt vom Computer durchgefiithrt werden. Auch die Simulationen des Re-
produktionstools zur Bestimmung einer Ndherung fiir die Reproduktionsfunktion, lassen sich
auf diese Weise bestimmen.

Sinnvoll erscheint diese nicht-digitale Version der Simulation fiir den Einsatz in unteren Jahr-
gangsstufen, um dort den Zugang zum Basistool zu erleichtern. Dennoch handelt es sich hier

um langwierige, elementare Handlungen, die durch den Einsatz der Software wegfallen. An
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5.4 Simulationen ohne Computer

dieser Stelle wird ausdriicklich darauf hingewiesen, dass unabhéngig davon, ob fiir die Her-
leitung der mathematischen Beschreibung die Software eingesetzt wird oder nicht, stets die
gleiche Denkarbeit geleistet werden muss. Die Software liefert keine zusédtzlichen Informatio-

nen iiber eine passende mathematische Beschreibung.
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5.4 Simulationen ohne Computer

Basistool Langzeittool

Simulationsstatus
Rus(S)
Variabel
N v S s
Smax= 500
Konstanten
S'= 30
N= 100

Reproduktionsmodell
INTRA 1 hdl

INTER -- i

Simulationsanzahl
sim= 10
Aktion

¥ Simulation
Bearbeitung
Export
Deterministisches Modell

Start
OK

Abbildung 5.8: Das Reproduktionstool - Einstellungen
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5.4 Simulationen ohne Computer

Basistool Langzeittool Reproduktionstool

Simulationsstatus

Rns(S') 50.0

Variabel
N s v s 450
S'max= 130
40.0
Konstanten
S= 30
350
N= 50
Reproduktionsmodell 300
INTRA 1 b
INTER - - 230
Simulationsanzahl
. 200
sim= 50
Aktion
148.0
¥ Simulation
Bearbeitung 100
Export
. a0
Deterministisches Modell
Start 0o
0K

R

.'".n_

'y
" e

.,
-
.,
.
-...-....'“-'l" LI
L - W

aeant un
C .---.@--.._“__._-_.__“._-“_... =1

50.0 100.0

Abbildung 5.9: Simulation von Rg—30 n=50(S"): Anzahl der reproduktionsféhigen Individu-

en, wenn 30 Individuen der eigenen Spezies und S’ Individuen der anderen Spezies zufillig

auf einem Feld mit 50 Késtchen verteilt werden. Die Werte fiir Rg—30,y=50(50) ~ 6 und

Rs—30 n=50(100) ~ 2 sind jeweils mit einem roten Kreis markiert.
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5.4 Simulationen ohne Computer

Basistool = Langzeittool

Simulationsstatus
Rus(S)
Variabel
s s
Smax =

Konstanten
s=
N =

Reproduktionsmodell
INTRA

INTER

Simulationsanzahl
sim =

Aktion
Simulation
v Bearbeitung
Export
Deterministisches Modell
Start
oK

Abbildung 5.10:

Berechnung

. R
: Bearbeitungsmodus: Plot von —%3——
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g’ durch Eingabe von R(S)/S unter
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KAPITEL 6

Mathematisierung

Simulationen konnen stets nur fiir konkrete Parameter durchgefiihrt werden. Steht eine ma-
thematische Beschreibung zum Beispiel in Form einer Differential- oder Differenzengleichung
zur Verfiigung, so lassen sich mathematische Analysen durchfiihren, die fiir alle Parameter
Informationen {iber das modellierte System liefern kénnen. Daher werden in diesem Kapitel
auf der Basis des in Kapitel 4 vorgestellten stochastischen Prozesses Differenzengleichun-
gen zur Beschreibung der Populationsentwicklungen hergeleitet. Es wird also ein Ubergang
von einem stochastischen zu einem deterministischen Modell vollzogen. Dabei ergibt sich
ein Informationsverlust, den man bewusst in Kauf nimmt, um die Vorteile mathematischer
Beschreibungen nutzen zu kénnen. In Teil I1I werden exemplarisch einige Systeme anhand

mathematischer Analysen der hergeleiteten Differenzengleichungen untersucht.

6.1 Vom stochastischen zum deterministischen Modell

Das Modell aus Kapitel 4 ist ein stochastisches Modell. Fiir eine Spezies s ergibt sich, je
nachdem, wie die zufillige Gleichverteilung der Individuen der Spezies s und s’ auf dem
Feld ausfillt, in der Regel trotz gleich bleibender Parameter eine unterschiedliche Anzahl an
Reproduktionen. Ein konkretes Beispiel fiir diesen Sachverhalt ist in Abbildung 6.1 darge-
stellt. Daher resultieren, wie in Abbildung 6.2 exemplarisch dargestellt, aus unterschiedlichen
Durchldufen des stochastischen Prozesses bei gleichen Startbedingungen S(0) fiir Spezies s,
S’(0) fiir Spezies s’ und gleichen sonstigen Parametern verschiedene Entwicklungen. Die Un-
terschiede kénnen je nach System mehr oder weniger ausgeprigt sein.

Im stochastischen Modell wurde die Anzahl der Individuen in der Generation ¢ 4+ 1 anhand
des Reproduktionsfaktors r und der Anzahl an Reproduktionen R(t) in der Generation ¢
bestimmt: S(¢ + 1) = r - R(¢). Um nun eine mathematische Beschreibung durch eine Diffe-
renzengleichung zu erlangen, liegt es nahe, fiir die Anzahl der Reproduktionen eine Funk-

tionsvorschrift aufzustellen. Die Anzahl an Reproduktionen R(t) in der Generation ¢ héngt
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6.1 Vom stochastischen zum deterministischen Modell

Abbildung 6.1: Zufillige Gleichverteilung von S;(t+1) = 20 und S2(t+1) = 30 Individuen auf
einem Feld der Grofle N = 100 und Auswertung beziiglich der Reproduktionsbedingungen
Intra 1 & Inter O fiir Spezies 1 (rot) und Intra 2 & Inter - fiir Spezies 2 (blau): Im links
abgebildeten Feld ergeben sich R (t+1) = 13 und Ra(t+1) = 21 und im rechts abgebildeten
Feld Ri(t+ 1) = 16 und Ra(t + 1) = 19 reproduktionsfihige Individuen in der Generation
t+1.

reproduktionsfahige Individuen reproduktionsfahige Individuen

400.0 4000
350.0 600
300.0 000
260.0 2500
200.0 2000
160.0 1600
100.0 1000

ol NMWWWWWVMMWVWWW _

0.0 0.0
0.0 1000 1500 2000 50.0 100.0 150.0 2000

Abbildung 6.2: Simulationsdurchldufe mit Intra 1 & Inter 0, R;(0) = 20, r = 2, fiir
Spezies 1 (rot) und Intra 2 & Inter -, R2(0) = 40, ro = 4, fiir Spezies 2 (blau) und
N =100

allerdings vom Zufall ab und lésst sich somit nicht durch eine Funktion abbilden. Aus die-
sem Grund wird zur Herleitung der mathematischen Beschreibung der Erwartungswert fiir
die Anzahl an Reproduktionen genutzt und somit das Modell auf einen Teilaspekt redu-

ziert. Der Erwartungswert ist bei einer festen Késtchenanzahl und festen Populationsgréfien
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6.2 Informationsverlust

immer gleich. Es kann folglich fiir die mathematische Beschreibung der Reproduktion eine
Funktionsvorschrift angegeben werden. Damit erhélt man ein deterministisches Modell, da
bei gleicher Parameterwahl stets das gleiche Ergebnis eintritt. Im mathematischen Modell

bestimmt damit ein Zustand eindeutig seinen Nachfolgezustand.

6.2 Informationsverlust

An dieser Stelle ist noch einmal zu betonen, dass man beim Ubergang vom stochastischen
zum deterministischen Modell bewusst einen Informationsverlust in Kauf nimmt. Durch die
Verwendung des Erwartungswerts fiir die Anzahl der Reproduktionen wird nur noch ein
Teilproblem betrachtet. Dies ist allerdings eine legitime Strategie, um anhand des auf diese
Weise erhaltenen deterministischen Modells einen Uberblick bzw. Einblick in magliche Po-
pulationsentwicklungen zu erlangen. Wichtig ist, dass Ergebnisse, die durch Analysen am
deterministischen Modell erzielt wurden, stets anhand des stochastischen Modells iiberpriift

werden.

6.3 Herleitung der Gleichungen

Die folgende Herleitung basiert auf der direkten Ermittlung von Erwartungswerten. Sie ist
als Hintergrundinformation fiir Lehrkréfte gedacht und eignet sich weniger fiir den Einsatz
im Schulunterricht, da Inhalte der Stochastik Anwendung finden, die in der Regel nicht be-
handelt werden. Eine Herleitung auf Schulniveau mit Hilfe des Reproduktionstools wird in
Teil IT' vorgestellt.

Es soll nun die Herleitung einer Differenzengleichungen zur Beschreibung der Entwicklung ei-
ner Spezies s vorgestellt werden. Angenommen das Reproduktionsverhalten der Spezies s las-
se sich mit den Bedingungen Intra i und Inter j, i € {1,2} beschreiben und j € {0, +,—, ——}
und es werden S Individuen der Spezies s und S’ Individuen Spezies s’ zufillig auf dem Feld
mit N Késtchen verteilt, wobei jedes Késtchen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit von einem
bestimmten Individuum belegt wird. Die Reproduktionsfunktion R : Ry x Ry x Ry — R4
ordnet N, S und S’ den Erwartungswert fiir die Anzahl der Reproduktionen der Spezies s
zu. Mit R und dem Reproduktionsfaktor r ldsst sich nun die auf den Erwartungswerten fiir

die Reproduktionen beruhende Differenzengleichung
Sit+1) = r-R(N,S(t),5'(t)) (6.1)

zur Beschreibung der Entwicklung der Spezies angeben. Eine Herleitung von Differenzen-

gleichungen fiir derartige Syteme mit einer einzelnen Population haben Gotzen u.a. [20]

Kapitel 6
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6.3 Herleitung der Gleichungen

vorgestellt.

Um diese Gleichung zu komplettieren, muss die Reproduktionsfunktion R(N, S, S") bestimmt
werden. Fiir eine zufillige Gleichverteilung von S Individuen der Spezies s iiber N Késtchen
gebe die Zufallsvariable k die Anzahl der Individuen in einem bestimmten Késtchen b an. Da
fiir das betrachtete Késtchen ein Bernoulli-Experiment vorliegt, ist £ binomialverteilt mit
den Parametern S (Anzahl Versuche) und p = + (Trefferwahrscheinlichkeit fiir Kéistchen b)

und
P=b = (1) (a- g (6.2

ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich & Individuen der Spezies s in Késtchen b befinden. Sei
b

a; eine Zufallsvariable, die angibt, ob die Reproduktionsbedingung Intra ¢ in Késtchen b fiir
Spezies s erfiillt ist. In Kapitel 4.3.2 wurde festgelegt, dass in Késtchen b Intra 1 erfiillt ist,
falls £ = 1 und Intra 2 falls £ > 0. Damit ergeben sich die folgenden Wahrscheinlichkeiten

fiir Intra 1 und Intra 2

Plat=1) = Pk=1)= %(1 - %)5—1 und (6.3)
Plab=1) = P(r>0)=1—(1— %)S. (6.4)

Fiir i € {1,2} sei fi : Ry x Ry — [0,1], (N,S) — P(a? = 1) eine Funktion, die in
Abhéngigkeit von der Anzahl der zufillig verteilten Individuen S die Wahrscheinlichkeit,
dass Intra ¢ fiir Spezies s in Késtchen b erfiillt ist, angibt. Es gilt folglich

fi:Ry xRy —[0,1] , (N,S)— %(1 - %)(S—U und (6.5)
iRy xRy = [0,1] , (N,8) 1 (1— )5, (6.6)

N

Es sei ﬂ? eine Zufallsvariable, die angibt, ob Inter j in Késtchen b fiir die Spezies s erfiillt
ist. Dafiir muss entsprechend der interspezifischen Bedingungen in Kapitel 4.3.2 iiberpriift
werden, wie viele Individuen &’ der Spezies s, im Kistchen b vorhanden sind. Demnach
muss k' > 1 fiir Inter +, ¥ = 0 fiir Inter —, ¥’ < 2 fiir Inter —— und k&’ > 0 fiir Inter
0 gelten. Mit (6.2) erhélt man die folgenden Wahrscheinlichkeiten fiir die interspezifischen
Reproduktionsbedingungen

Po(fy=1) = Ps(r>0)=1, (6.7)
Po(h=1) = Po(s>0)=1-(1- )% (6.5)
Po(B =1) = Pg(x=0)=(1— %)S’ und (6.9)
Ps/(B°_=1) = Pg(r<2)=(1- %)S' + }9\;(1 -~ %)S'—l. (6.10)



6.3 Herleitung der Gleichungen

Fiir j € {0,4, —, ——} sei gj : Ry x Ry — Ry, (N,S') — Pg(3} = 1) eine Funktion, die die
Anzahl der zufillig verteilten Individuen S’ der Spezies s’ auf die Wahrscheinlichkeit, dass

Inter 7 in Késtchen b erfiillt ist, abbildet. Somit erhélt man

go: Ry xRy —1[0,1] , (N,5)—1, (6.11)
1 o
g Ry xRy —[0,1] , (N,8)—1—(1— N)S : (6.12)
1. o

g Ry xRy —[0,1] , (N,8)— (1— N)S und (6.13)
Ry x Ry — [0,1] (N,S") — (1 ! )5+ Sl(1 ! )S' 1 (6.14)
: — - — —1—-= . .

g—— + + ) ) ) N N N

Sei %l.” ; eine Zufallsvariable fiir die Reproduktion von Spezies s in Késtchen b, dann gilt
Pss(v2;=1) = P(a?=1)-Py(8} =1). (6.15)

Die Gesamtanzahl von Reproduktionen der Spezies s ist Zévz 1 'yg ; und hat den Erwartungs-

wert

N N
E(Z ) = Z E(%;;)
b=1 b=1

N
= > Pss(rj=1)
b=1

= N-Psg(yj=1)
= NP(azzl)Pg/(ﬁjzl)
(6.16)

Damit ordnet die Funktion
R: ]R+ X R+ X R+ — R+, (N, S, S,) — N - fZ(Na S) . gj(N7 S/) (617)

den Werten IV, S und S’ den Erwartungswert fiir die Anzahl an Reproduktionen von Spezies
s zu.
Lésst sich das Reproduktionsverhalten von Spezies 1 mit Intra i; & Inter j; und das von

Spezies 2 mit Intra iz & Inter jo beschreiben, dann gilt

Si(t+1) = r N fi,(N,51(t)) g5, (N, S2(t))
So(t+1) = 12 N fi,(N,S2(t)) g5,(N, S1(2)). (6.18)

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse ist in Tabelle 6.1 zu finden.
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6.3 Herleitung der Gleichungen

Populationsgréfien

Intra 71 und Inter j; fiir Spezies 1
Intra io und Inter jo fiir Spezies 2

mit 21,29 € {1,2} und 71,72 € {O,Jr, -, **}

Sl(t+ 1) =r N fil(N7 Sl(t)) 951 (N7 SQ(t))
Sa(t+1) =712 N fir (N, 52(t)) gjo (N, S1(t))

i | £v.s) i | gi(N.8)
1] 2(1—4)51 0 |1
2/1-(1-5)°  + |[1-(1-5x)
—- =57
— | =)+ 3=

Tabelle 6.1: Differenzengleichungen fiir die Entwicklung der Populationsgroien
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6.4 Populationsdichten

6.4 Populationsdichten

In den Gleichungen fiir das Populationswachstum aus Kapitel 6.3 kommt die GroBle N zur
Beschreibung der Késtchenanzahl vor. Die Késtchen wurden im Modell zur vereinfachten Ab-
bildung von Phénomenen, wie dichteabhéngigen Effekten und Interaktionen von Individuen,
eingefiihrt. In den realen Systemen, die modelliert werden sollen, sind derartige abgegrenzte
Areale in der Regel? nicht zu finden. Im Folgenden soll eine Beschreibung hergeleitet werden,
die ohne die Kistchen auskommt. Dazu werden zunichst die GroBen S := % und 8’ := SW/
eingefiihrt, die die Dichte der Populationen beschreiben. Fiir das Reproduktionsmodell Intra
iy & Inter j; / Intra iz & Inter j2, lassen sich zur Beschreibung der Entwicklung der

Populationsdichten folglich folgende Differenzengleichungen angeben:

sy =30 f 0 80) 2, (V. 5a(0)

Sy(t+1) = 52(}“) — o Fu(N, So() G (N, S (1)) (6.19)
mit

A(N.8) = 80— )V (), (6.20)
BN,S) = 1—(1— %)N s, (6.21)
do(N,S) = 1, (6.22)
GN.S) = 1=V (6.23)
—(N,8) = (1- %)N 5 und (6.24)
- (N,§) = (1— %)N S 451 - %)N s (6.25)

Um nun die Késtchenanzahl N innerhalb der Gleichungen zu eliminieren, betrachtet man den
Grenzfall grofer Kistchenanzahlen bei konstant gehaltenen Dichten X := S und Y := .
Dazu werden f;(N, X) und g;(N,Y) fir N — oo betrachtet, also

F(X) = Jim fi(N, X) bzw. (6.26)
X const.

G;(Y) = lim g(N,Y). (6.27)

N — oo
Y const.

2 Ausnahmen sind tatséichlich diskretisierte Lebensraume, wie Brutplitze oder Waben eines Bienenstocks.
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6.5 Authentizitit

Damit erhélt man fiir i € {1,2} und j € {+,—, ——, 0} die folgenden Funktionen:
. X(1—-3)VX
Fi(X) = lim fi(N,X)= lim %
N—oco N—oco ]_ — =
Xkonst. Xkonst. N
= Xe X, (6.28)
_ 1
Fy(X) = lim fo(N,X)= lim 1—(1-=)V¥
N—oo N—oo N
Xkonst. Xkonst.
= 1-—e%, (6.29)
Go(Y) = lim go(N,Y)=1, (6.30)
Y konst.
o . - o I Ny
Gi(Y) = Jm G (NY)= lim 1-(1-)
Y konst. Y konst.
= 1-¢7, (6.31)
o . - o L Ny
G-(Y) = lm g (NY)= lm (1-+)
Y konst. Y konst.
= e Y und (6.32)
. _ : NS NS %
G__(Y) = lim g-_(N,Y)= lim (1-—) +Y(1-—=)
Y konst. Y konst.
= eV 4ve, (6.33)
Damit ist
X(t+1) = r F(X(t) G (Y1)
Y(t+1) = r Fy(Y(1) Gju(X(1)) (6.34)

ein deterministisches Modell fiir die Entwicklung der Populationsdichten im Grenzfall grofler
Kastchenanzahlen, falls sich das Reproduktionsverhalten von Spezies 1 mit Intra i1, Inter j;
und das von Spezies 2 mit Intra 75, Inter jo beschreiben ldsst. In Tabelle 6.2 werden diese

Ergebnisse zusammenfassend dargestellt.

6.5 Authentizitit

Das im Rahmen der vorliegenden Arbeit betrachtete Késtchenmodell basiert, wie bereits in

der Einleitung erwihnt, auf einem aktuellen Modell der Okologie, welches Johansson und
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6.5 Authentizitit

Populationsdichten im Grenzfall

grofler Kistchenanzahlen

Intra 47 und Inter j; fiir Spezies 1
Intra io und Inter jo fiir Spezies 2

mit 41,19 € {1,2} und ji,7J2 € {0,+, —,——}

i | F(X) i |G
1| Xe X 0 |1
21— X + | 1—-eY
_ | ey
—— e Y +Ye Y

Tabelle 6.2: Differenzengleichungen fiir die Entwicklung der Populationsdichten
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6.5 Authentizitit

Sumpter [28] entwickelt haben. Johanssons und Sumpters Ansatz umfasst eine grofiere Klas-
se von Populationsmodellen. Das Késtchenmodell stellt folglich eine konkrete Ausprigung
dieses Ansatzes dar. Im Folgenden wird das Modell von Johansson und Sumpter in groben
Ziigen erldutert und der Zusammenhang mit dem Ké&stchenmodell dargestellt.

Das Modell von Johannsson und Sumpter bildet Systeme mit beliebig vielen Spezies ab,
die wie im Késtchenmodell eine diskrete, nicht-iiberlappende Generationenfolge haben. Der
Lebensraum besteht, wie im Késtchenmodell, aus endlich vielen Ressourcen-Standorten. Es
handelt sich also auch hier um einen Lebensraum mit beschrinkten Ressourcen. Weiter
sind die Individuen ebenfalls wihrend einer kritischen Phase ihres Lebens rdumlich an die
Standorte gebunden. Interaktionen zwischen oder innerhalb der Spezies finden nur in den
Standorten statt. Stochastische Effekte treten an zwei Stellen auf: Die Individuen werden zu
einem bestimmten Zeitpunkt, wie im Késtchenmodell, zufillig iiber die Standorte verteilt,
wobei die Wahrscheinlichkeit, von einem bestimmten Individuum getroffen zu werden, fiir
jeden Standort gleich grof} ist. Dariiber hinaus definieren Johansson und Sumpter eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung zur Bestimmung der Anzahl der Nachkommen eines Standorts in
Abhéngigkeit von seinem ,,Inhalt“ .

Der Ansatz von Johansson und Sumpter fithrt wie folgt zum Késtchenmodell: Es werden zwei
Spezies betrachtet und es wird die vereinfachende Annahme gemacht, dass ein erfolgreiches
Individuum der Spezies s genau rs Nachkommen hat. Weiter kann pro Standort maximal
ein Individuum die Reproduktionsreife erreichen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung zu dem
Standortinhalt (ki, k2) nimmt fiir genau ein (f7, f3) mit fF € {0,75} den Wert 1 und sonst
0 an. Die Interaktionen werden in die aus dem Kéastchenmodell bekannten intra- und inter-
spezifischen Interaktionen unterteilt. Die Reproduktion der Spezies s in einem Standort mit
dem Inhalt (K1, k2) kann folglich durch eine Zahl a;(k1, k2) € {0, 1} beschrieben werden. Falls
es keine Nachkommen dieser Spezies in dem Standort gibt, ist a;(k1, k2) = 0 und sonst, also
wenn es 7; Nachkommen gibt, ist a;(k1, k2) = 1. Das Reproduktionsmodell Intra 1 & In-

ter + ldsst sich folglich durch aq(k1, k2) = 1 genau dann, wenn k1 = 1 und ko > 1 realisieren.

Das folgende Ergebnis fiir den deterministischen Grenzfall ldasst sich auf Johansson und
Sumpter [28]% zuriickfiihren. Da die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum einen bestimm-
ten Standort belegt, immer gleich grof} ist, folgt die Verteilung der Individuen innerhalb
eines bestimmten Standorts einer Binomialverteilung. Diese Tatsache nutzen Johansson und
Sumpter und nehmen fiir eine grofie Zahl von Ressourcen-Standorten eine Poisson-Verteilung*

an. Auf diese Weise kommen sie zu folgendem Ergebnis: Im Grenzfall vieler Ressourcen-

3Proposition 1 und Beweis
“Dieses entspricht im Prinzip der Vorgehensweise in Kapitel 6.4.
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6.5 Authentizitit

Standorte lassen sich die erwarteten Populationsdichten X und Y durch die Differenzenglei-
X(t+1 X(t

N T (6.35)
Y(t+1) Y(t)

- X\ _ - X\ _ rie e Yok, %% wa1(ky, ko) (6.36)
Y Y rae Xe ™ oy, T Tt - aalh k)

beschreiben. Liegen die Reproduktionsmodelle Intra i & Inter j aus dem Ké&stchenmodell

chungen

mit

vor, so konnen die a;(k1, k2) als Produkte geschrieben werden:

aj(kl, kQ) = AjJ(kl) . Ajjg(kg). (6.37)

Dies impliziert eine Produktdarstellung der Funktionen in den Komponenten von F'. Es gilt

speziell
X Xk yk
e Y o1 o (kL k2) = 011(X) - g12(Y) (6.38)
kiky E
mit
gi(X) = Xe ¥ (Intra 1) oder (6.30)
ga1(X) = 1-e X (Intra 2) '

bestimmt durch intraspezifische Konkurrenz und

gi2Y) = 1 (Inter 0),
Y 1—eY Int
g12(Y) e (Inter +), (6.40)
g2Y) = eV (Inter -) oder
gi2Y) = eV +YeV (Inter - -).

bestimmt durch die Wechselbeziehungen mit der Spezies 2. Analoges gilt fiir den zweiten

Eintrag von F'.
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KAPITEL 1

Einleitung

Dieser Teil der Arbeit richtet sich explizit an Schiiler. Er soll ihnen ermdoglichen, ein Mo-
dell zur Beschreibung und Simulation von Populationsentwicklungen eigenstéindig im Selbst-
studium kennen zu lernen und damit entdeckend und kreativ zu arbeiten. Es werden alle
notwendigen Informationen ausfiihrlich dargestellt, sowie Arbeitsauftrage und Experimen-
tieranleitungen gegeben. Die Simulationssoftware findet sich auf der Modellierungshomepage
des Lehrstuhls A fiir Mathematik [30].

Das Modell, mit dem wir uns im Folgenden befassen werden, ist der Populationstkologie
zuzuordnen und dient der Beschreibung und Prognose von Entwicklungen zweier interagie-
render Populationen. Es beruht auf einem authentischen Modell, welches von den Okologen
Johansson und Sumpter [28] entwickelt wurde. Es wird somit im Folgenden ein Einblick in
aktuelle Forschung der Theoretischen Biologie geboten. Das Modell ist dabei auf der einen
Seite genau genug, um Erklarungsansétze fiir 6kologische Phdnomene zu liefern, aber auf
der anderen Seite auch einfach genug, um einen komfortablen Umgang zu gewéhrleisten.
Es handelt sich bei dem Modell nicht um eine direkte Abbildung real existierender Popula-
tionen, sondern eher um eine Erfassung einer Klasse von idealisierten Systemen mit unter-
schiedlichen, haufig in der Natur beobachtbaren Eigenschaften. Die fiir die Entwicklung der
Populationen relevanten Eigenschaften werden abgebildet und so das Zusammenleben der In-
dividuen iiber mehrere Generationen hinweg nachgespielt. Diese Art der Modellierung nennt
man ,,bottom-up* Modellierung. Zur Simulation wurde im Rahmen dieser Arbeit eine auf
dem Modell beruhende Software entwickelt. Sie erméglicht die Simulation einer Vielzahl von
unterschiedlichen Populationen und die Herleitung von mathematischen Beschreibungen fiir

ihre Entwicklung. Mit Unterstiitzung der Software wollen wir uns folgenden Fragen widmen:

o Wie ldsst sich die Entwicklung einer Population mit bestimmten Eigenschaften und be-

stimmten Einflussfaktoren modellieren? Wie wird sie sich {iber einen ldngeren Zeitraum
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1 Einleitung

hinweg entwickeln? Wie entwickeln sich zwei interagierende Populationen in diesem
Fall?

e Unter welchen Umstdnden konnen Populationen dauerhaft iiberleben? Wichst eine
Population unbegrenzt oder schwankt sie stark? In welchem Fall sterben Populationen

aus?

e Wie lassen sich mathematische Beschreibungen fiir die Systeme finden? Wie kénnen

wir die Simulationssoftware bei der Suche einsetzen?

Dieser Teil der Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Im zweiten Kapitel wird darauf eingegangen,
aus welchem Grund Modelle aufgestellt werden und welche Bedeutung sie in der Wissenschaft
haben. Dabei wird auf die besondere Bedeutung von Simulationen und mathematischen Ana-
lysen zur Herleitung von Vorhersagen eingegangen. Im dritten Kapitel wenden wir uns dem
Modellierungsgegenstand zu, mit dem wir uns befassen wollen. Es werden die biologischen
Hintergriinde vorgestellt und genauer spezifiziert, welche Eigenschaften die Populationen ha-
ben, deren Entwicklung modelliert werden soll. Darauf aufbauend wird im vierten Kapitel
ein so genanntes Konzeptmodell der Populationen aufgestellt. Dabei handelt es sich um
ein einfaches Modell, welches lediglich die fiir die Entwicklung der Population relevanten
Eigenschaften abbildet und somit Simulationen ihrer Entwicklung zulésst. Das Modell wird
als Késtchenmodell bezeichnet, da es den Lebensraum durch ein Feld bestehend aus Kést-
chen darstellt. Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Simulationssoftware basiert auf dem
Kastchenmodell und ermdéglicht Vorhersagen fiir die Entwicklung der Populationen. Die Soft-
ware und ihre Handhabung wird vorgestellt. Im fiinften Kapitel wird zum Experimentieren
und Beobachten anhand der Simulationssoftware aufgefordert. Es werden Populationen mit
unterschiedlichen Eigenschaften modelliert, ihre Entwicklung simuliert und Erklarungen fiir
ihre Entwicklung erarbeitet. Das letzte Kapitel dient der Herleitung von mathematischen
Beschreibungen fiir die modellierten Populationen. Mathematische Beschreibungen erlauben
eine Untersuchung der Populationsentwicklungen ohne Simulationen anhand des Konzept-

modells und haben somit einen wichtigen Stellenwert in der Populationstkologie.
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KAPITEL 2

Sinn von Modellierung und

Simulation

Mathematische Modellierung hat in vielerlei Hinsicht eine wesentliche Bedeutung in vielen
Wissenschaften. In vielen Bereichen, zum Beispiel bei der Realisierung groflerer Projekte, ist
es nicht nur sinnvoll sondern notwendig Modelle aufzustellen (vgl. dazu auch Gotzen [19]).
Zum Beispiel bei der Planung und dem Bau eines Geb&dudes ist die Anfertigung diverser Mo-
delle notwendig: Architekten entwickeln Grundrisse, um die Raumaufteilung zu planen und
eine Vorgabe fiir den Bau zu liefern. Gegebenenfalls erstellen sie dreidimensionale Modelle,
um eine bessere Vorstellung der Optik des Gebédudes zu erlangen. Bauingenieure erstellen
Bauzeichnungen zur Berechnung der Statik des Gebédudes. Es werden mathematische Model-
le fiir die Berechnung der anfallenden Kosten benotigt. All diese Punkte lassen den Bau eines
Gebédudes ohne den Einsatz von Modellen unméglich erscheinen. Gute Modelle erleichtern
die Realisierung eines Projektes, verringern das Auftreten von Fehlern und reduzieren die
Kosten.

Besonders héufig ist man an Informationen {iber die zukiinftige Entwicklung eines beste-
henden Systems interessiert. Dazu werden die bekannten Eigenschaften und Einfliisse des
Systems modelliert, um somit seine zukiinftige Entwicklung nachspielen zu kénnen. Solche
Modelle nennt man dynamische Modelle. Hiufig nutzt man in diesem Zusammenhang
Computer, um die Entwicklung anhand des dynamischen Modells zu simulieren. Auch mit
mathematischen Mitteln kénnen dynamische Modelle aufgestellt werden. Dazu verwendet
man oft so genannte Differenzen- oder Differentialgleichungen.

Die bekannteste Anwendung dynamischer Modelle ist sicherlich die Wettervorhersage. Me-
teorologen nutzen iiber Jahrzehnte ausgefeilte Modelle, um anhand des aktuellen Wetterzu-
standes eine Prognose fiir die zukiinftige Entwicklung herzuleiten.

In Industrie und Wirtschaft spielen dynamische Modelle eine fundamentale Rolle. Zum Bei-
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2 Sinn von Modellierung und Simulation

spiel bei der Planung von Kraftwerksanlagen, wird der komplette Kraftwerkskreislauf zu-
néchst in einem Modell erfasst. Anhand von Simulationen des Kraftwerksbetriebs kann bei-
spielsweise ermittelt werden, welche Bauteile verwendet werden sollten oder welcher Kraft-
werksstandort (z.B. bei solarthermischen Kraftwerken) gewihlt werden sollte, um die opti-
male Leistung zu erzielen. Der Bau eines Kraftwerks ohne Modellierungen dieser Art ist in
vielerlei Hinsicht undenkbar.

In der Wissenschaft, vor allem in den Naturwissenschaften, werden seit jeher Modelle als
niitzliche Werkzeuge verwendet. Dynamische Modelle werden genutzt, um die Entwicklung
von chemischen, physikalischen und biologischen Prozessen zu erkléren. Wir befassen uns,
wie bereits erwdhnt, im Folgenden mit einem aktuellen, dynamischen Modell der Theore-
tischen Biologie (vgl. Johansson und Sumpter [28]) zur Beschreibung der Entwicklung von

interagierenden Populationen.
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KAPITEL 3

Biologische Grundlagen und
Modellierungsgegenstand

Im Folgenden sollen die zu modellierende Systeme genauer spezifiziert werden. Wie bereits
in der Einleitung erwéhnt, handelt es sich nicht um reale sondern um idealisierte Systeme
zweier Spezies, die allerdings Eigenschaften und Verhaltensmuster aufweisen, die héufig in
der Natur beobachtet werden kénnen. Aufgrund der hohen Komplexitét realer Systeme kon-
nen bei der Modellierung nicht alle beobachtbaren Eigenschaften einbezogen werden. Daher
ist es wichtig, Vereinfachungen zu machen und sinnvolle Annahmen zu treffen. Als ersten
Schritt zum Modell werden wir folglich einzelne, relevante Eigenschaften von Populationen
in idealisierter Form festhalten. Modellierungsziel ist die Beschreibung der Entwicklung bei-
der Spezies. An diesem Ziel orientieren wir uns bei der Entscheidung, welche Eigenschaften
relevant und welche irrelevant sind. Bei den hier zu modellierenden Systemen sind vor allem
die Mechanismen und Verhaltensmuster interessant, die auf die Entwicklung der Population
Einfluss nehmen. Weiter soll die Art, wie Individuen beider Spezies miteinander interagie-
ren, im Modell wahlbar sein, sodass verschiedene Formen, wie zum Beispiel Rduber-Beute-,
Konkurrenz-, Symbiose- oder Parasitismusbeziehungen, abgebildet werden kénnen. Das Mo-

dell beschreibt also eine Klasse von idealisierten Systemen.

3.1 Idealisierte Sichtweise einer Population

Modelliert werden zwei Populationen, die einen gemeinsamen Lebensraum mit be-
schrinkten Ressourcen bewohnen. Vereinfachend wird davon ausgegangen, dass duflere
Umwelteinfliisse, wie Klima, Jahreszeit und Nahrung! konstant sind. Bei den Individuen bei-

der Arten wird nicht zwischen den Geschlechtern unterschieden, so dass jedes Individuum

! Abgesehen von dem Fall, wo die eine Population die Nahrungsquelle der anderen darstellt, wie bei Wirts-

oder Beutepopulationen.
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3.1 Idealisierte Sichtweise einer Population

Nachkommen hervorbringen kann. Weiter durchlaufen die Individuen innerhalb ihres Lebens
zwei Phasen, die Interaktions- und die Reproduktionsphase.

Die Interaktionsphase beinhaltet den Zeitraum von der Erzeugung bis zur Reprodukti-
onsreife der Individuen. Diese Phase ist durch eine gewisse Immobilitit der Individuen
gekennzeichnet, wie es bei abgelegten Eiern, ins Erdreich gelangten Samen oder Parasiten
in bzw. auf einem Wirt der Fall ist. Die heranwachsenden Individuen treten mit Individuen
in ihrer unmittelbaren Néahe in Interaktion. Dabei unterscheidet man intraspezifische und
interspezifische Interaktionen. Bei einer intraspezifischen Interaktion tritt ein Individu-
um mit einem Individuum seiner eigenen Art (z.B. Konkurrenz um Nahrung, Lebensraum,
Licht) und bei einer interspezifischen Interaktion mit einem Individuum einer anderen Art
(z.B. Rauber-Beute oder symbiotisches Verhalten) in Wechselbeziehung. Vereinfachend wird
davon ausgegangen, dass nur diese Interaktionen iiber die Reproduktionsfahigkeit der Indi-
viduen entscheiden. Dass ein Individuum aus anderen Griinden, wie zum Beispiel Krankheit
oder Unfruchtbarkeit, vor seiner Reproduktion sterben kénnte, wird nicht mit einbezogen.
In der Reproduktionsphase reproduzieren sich die Individuen, die wiahrend der Interak-
tionsphase die Reproduktionsfihigkeit erlangt haben. Dabei wird idealisiert davon ausge-
gangen, dass sie stets eine feste Anzahl von Nachkommen erzeugen. Weiter wird die
Annahme gemacht, dass der Nachwuchs zufillig iiber den Lebensraum verteilt wird.
Fine solche Annahme ist zum Beispiel im Falle von Samenflug beim Lowenzahn oder weit-
gehend zufilliger Ablage von Eiern bei Insekten gerechtfertigt.

Im Laufe der beiden Entwicklungsphasen sterben alle Individuen der Elterngeneration. Wir
betrachten also eine diskrete, nicht iiberlappende Generationenfolge, wie es bei In-

sekten oder einjihrigen Pflanzen der Fall ist.

Wie oben beschrieben, gehen wir davon aus, dass die Individuen beider Spezies sowohl intra-
als auch interspezifisch interagieren. Im Modell sollen unterschiedliche Auspriagungen beider
Interaktionsformen beriicksichtigt werden. Dabei muss, da geméfl des Modellierungsziels die
Entwicklung der Populationen abgebildet werden soll, aufgrund der diskreten, nicht iiberlap-
penden Generationenabfolge nur die Auswirkung der Interaktionen auf die Reproduktionsfi-
higkeit der Individuen erfasst werden. Im Folgenden werden unterschiedliche in der Okologie
beobachtbare Interaktionsphdnomene beschrieben und als ersten Schritt zum Modell ideali-

siert dargestellt.
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3.2 Intraspezifische Interaktionen

3.2 Intraspezifische Interaktionen

Intraspezifische Interaktionen treten meistens als Konkurrenz um Ressourcen, wie Nahrung,
Lebensraum oder Sonnenlicht auf. Die Verfiigbarkeit dieser Ressourcen ist wesentlich dafiir
verantwortlich, ob ein Individuum die Reproduktionsreife erreicht. Es sollen zwei Auspra-
gungen von intraspezifischer Konkurrenz einbezogen werden: Ausbeutungskonkurrenz und
Interferenzkonkurrenz, welche in der englischen Fachliteratur auch als ,,scramble” und ,,con-
test* bezeichnet werden (vgl. Nicholson [40]).

Ausbeutungskonkurrenz (auch exploitative Konkurrenz oder scramble genannt) kann auf-
treten, wenn Individuen eine beschrinkte Menge an Ressourcen teilen miissen. In diesem Fall
bewirkt eine hohe Populationsdichte einen Mangel an Ressourcen, der sich negativ auf ihre
Reproduktionsfiahigkeit auswirkt. Der Mangel an Ressourcen kann sich auf die Verfiigbarkeit
von Nahrung oder von Brutpléitzen beziehen. Beispielsweise nimmt bei der Kohlmeise (Pa-
rus major) die Anzahl der gelegten Eier bei zunehmender Populationsdichte aufgrund der
geringeren Né#hrstoffverfiigbarkeit ab. Die Maissorte Zea mays produziert bei zunehmender
Organismendichte pro Kolben weniger Samen. Basstélpel (Sula bassana) nisten auf Felsin-
seln, die eine begrenzte Anzahl an Brutplitzen bieten. Bei einer hohen Populationsdichte
konkurrieren die Individuen innerhalb der Kolonie um die Brutplitze (vgl. Campbell und
Reece [11]?).

Die exploitative Konkurrenz wird als Vorbereitung zur Modellierung wie folgt vereinfacht

dargestellt:

Phinomen 1
Herrscht unter den Mitgliedern einer Population exploitative Konkurrenz, so
wirkt sich eine intraspezifische Interaktion negativ auf die Reproduktionsfihigkeit

eines Individuums aus.

Die Interferenzkonkurrenz (auch contest genannt) ist eine aktive Form des Kampfes um
Ressourcen. Bei einer hohen Populationsdichte setzt sich ein dominantes Individuum durch.
Okologische Beispiele dafiir sind Kainismus oder Allelopathie. Beim Kainismus téten sich
Junge gegenseitig, bis nur noch das stiarkste Junge iibrig ist. Dies ist bei vielen Raubvogeln,
wie dem Steinadler oder der Rohrweihe der Fall (vgl. [10]). Im Falle von Allelopathie setzen
Pflanzen Gift ein, um anderen Pflanzen zu schaden. Zum Beispiel geben Apfelbdume iiber
ihre Wurzeln Stoffe in den Boden, die andere Apfelbaumkerne am Keimen hindern.

Die Interferenzkonkurrenz wollen wir folgendermafien vereinfacht darstellen:

Phinomen 2

28. 1208 fI.
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Herrscht unter den Mitgliedern einer Population Interferenzkonkurrenz, so gibt
es im Falle einer intraspezifischen Interaktion ein dominantes Individuum, wel-
ches die Reproduktionsfidhigkeit erreicht. Individuen, die mit diesem dominanten

Individuum interagieren, erreichen hingegen die Reproduktionsreife nicht.

3.3 Interspezifische Interaktionen

In der Natur lisst sich eine scheinbar unbegrenzte Anzahl an unterschiedlichen Formen des
Zusammenlebens verschiedener Arten und somit von interspezifischen Interaktionen beob-
achten.

Das Zusammenleben von Riuber und Beute oder Parasit und Wirt bezeichnet man als An-
tibiose. Der Réuber braucht die Beute. Eine erfolgreiche Interaktion, also das Erlegen eines
Beutetiers, wirkt sich positiv fiir den Rduber und negativ fiir das Beutetier aus. Ihnen sind
sicherlich eine Vielzahl an Beispielen fiir Rduber-Beute-Beziehungen, wie Katze und Maus,
Frosch und Fliege oder Fuchs und Hase bekannt. Auch im Falle von Parasitismus wirkt sich
das Zusammenleben fiir einen Partner, den so genannten Wirt, negativ und fiir den anderen
Partner, den Parasit, positiv aus. Bekannte Beispiele sind Sdugetier und Zecke oder Insekt
und Milbe.

Eine andere Form des Zusammenlebens ist die Parabiose (vgl. Munk [38]3). Hier wirkt sich
die Interaktion fiir einen der beiden Partner positiv aus. Der andere Partner wird jedoch
nicht beeinflusst. Beispiele sind Tiere, die sich von Nahrungsresten anderer Tiere erndhren,
wie zum Beispiel Lotsenfische, die Raubfische begleiten. Ein weiteres Beispiel fiir Parabiose-
Beziehungen sind Pflanzen, die Tiere als Transportmittel zur Samenverteilung nutzen. Zum
Beispiel verhaken sich Klettfriichte im Fell von Sdugetieren.

Als Gegenstiick zur Parabiose kann der Amensalismus, bei dem sich die Interaktion auf einen
der beiden Partner negativ auswirkt, gesehen werden. Der andere Partner wird wie bei der
Parabiose nicht beeinflusst. Beispielsweise leiden Moose im Buchenwald unter Lichtmangel,
da sie von dem schwer zersetzbaren Laub der Buche bedeckt werden. Einen nachweisbaren
Einfluss auf die Buchen haben die Moose hingegen nicht.

FEine andere Form der Interaktion zwischen zwei verschiedenen Arten ist die Konkurrenz
zweier Arten um dieselbe Ressource. Diese wirkt sich negativ auf beide Arten aus. Dabei
kann es sich um unterschiedliche Ressourcen, wie Nahrung oder Tageslicht handeln. Bei
Aasfressern ist beispielsweise hdufig Nahrungskonkurrenz zu beobachten: Hyédnen und Geier
konkurrieren um Kadaver. Wenn eine Pflanze ideale physische Bedingungen vorfindet, wie

zum Beispiel optimale Licht-, Warme-, Wasser- und Bodenverhéltnisse, so nennt man dieses

3Kapitel 16.1
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physiologisches Optimum. Arten, die ein dhnliches physiologisches Optimum haben, treten
innerhalb eines gemeinsamen Lebensraums in eine interspezifische Konkurrenzbeziehung um
die vorhandenen Ressourcen. Bei den Wiesengrasarten Alopecorus, Arrhenaterum und Bro-
mus setzt sich beispielsweise bei fiir alle drei Arten optimaler Wsserung Arrhenaterum durch
(vgl. Walter [50]).

Als Gegenstiick zur interspezifischen Konkurrenz kann die Symbiose, bei der sich die Partner
gegenseitig unterstiitzen, aufgefasst werden. Beispiel fiir eine Symbiose ist das Zusammen-
leben von Ameisen und Blattliusen. Die Ameisen beschiitzen die Blattliuse, wobei sie im
Gegenzug von diesen Zuckerwasser erhalten (vgl. Freude u. a. [16]). Ein weiteres Beispiel ist
die Bestdubung von Bliitenpflanzen durch Insekten, wobei die Insekten Nektar als Nahrung
erhalten (vgl. Munk [38]4).

Auch wenn die Vielfalt der unterschiedlichen Lebensgemeinschaften ausgesprochen grof} ist,
l&sst sich fiir alle Formen des Zusammenlebens eine Gemeinsamkeit feststellen: Fiir ein Indivi-
duum wirkt sich die Interaktion mit einem Individuum einer anderen Art entweder positiv,
negativ oder iiberhaupt nicht aus. Dabei kann das Ausmafl der Auswirkung variieren.
Diese Beobachtung soll von unserem Modell abgebildet werden. Modelliert werden sollen
interspezifische Interaktionen, die sich, wie in Phdnomen 0, +, - und - - vereinfacht zusam-

mengefasst, auf die Individuen einer Population auswirken.

Phinomen 0
Interaktionen mit Individuen der anderen Spezies wirken sich nicht auf die Re-

produktionsfihigkeit eines Individums aus.

Phinomen +
Interaktionen mit Individuen der anderen Spezies wirken sich positiv auf die

Reproduktionsfihigkeit eines Individums aus.

Phinomen -
Interaktionen mit Individuen der anderen Spezies wirken sich negativ auf die

Reproduktionsfihigkeit eines Individuums aus.

Phinomen - -
Interaktionen mit genau einem Individuum der anderen Spezies beeintrachtigt die
Reproduktionsfihigkeit eines Individuums noch nicht. Interaktionen mit meh-

reren Individuen der anderen Spezies dagegen wirken sich negativ auf die Re-

“Kapitel 16.1
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produktionsfihigkeit eines Individuums aus. (Der Befall von nur einem Parasit

beeintrichtigt den Wirt noch nicht.)
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KAPITEL 4

Modellierung und Simulation

Im Folgenden wird ein einfaches dynamisches Modell fiir die im vorangegangenen Kapitel
beschriebenen, idealisierten Systeme vorgestellt. Das Modell wird als Késtchenmodell be-
zeichnet, da es den Lebensraum durch ein Feld bestehend aus Késtchen darstellt. Anhand
des Késtchenmodells kann das Zusammenleben der Spezies simuliert werden. Um derartige
Simulationen mit geringem Aufwand durchfiithren zu kénnen, wurde eine Software entwickelt,

die ebenfalls vorgestellt wird.

4.1 Vorstellung des Kiastchenmodells

Das Késtchenmodell bildet das im vorangegangenen Kapitel beschriebene, idealisierte System
ab. Dazu werden bei der Herleitung des Modells, wie im Folgenden dargestellt wird, noch

weitere Vereinfachungen und Annahmen notwendig.

1. Der Lebensraum wird in Bereiche eingeteilt, die im Modell durch Késtchen abgebildet
werden. Die Késtchen haben im Rahmen des Modells mehrere Funktionen, die im
Folgenden deutlich werden. (vgl. Abbildung 4.1 (a)).

2. Den beiden Arten werden zur Unterscheidung im Modell die Farben rot und blau
zugeordnet (vgl. Abbildung 4.1 (b)).

3. Fiir jeden Bereich des Lebensraumes werden die sich darin befindenden Individuen im
Modell durch einen je nach Art gefarbten Punkt im entsprechenden Késtchen darge-
stellt (vgl. Abbildung 4.1 (c)).

4. Interaktionsphase: Wir nehmen an, dass die Individuen, die sich gemeinsam innerhalb
eines Kiéstchens befinden, miteinander interagieren. Diese Annahme ist sinnvoll, da
Interaktionen von Individuen rdumliche Néhe voraussetzen. Weiter gehen wir vereinfa-

chend davon aus, dass keine Interaktionen zwischen Individuen verschiedener Késtchen
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stattfinden kénnen. Da die Individuen, wie im vorangegangenen Kapitel beschrieben,
wihrend der Interaktionsphase raumlich gebunden sind, findet die Interaktion zwischen
Individuen eines Késtchens zwingend statt und kann nicht, zum Beispiel durch Flucht,
verhindert werden. Es wird késtchenweise entschieden, wie sich die Interaktionen der In-
dividuen auf ihre Reproduktionsfdhigkeit auswirken. Eine rosafarbene Einfarbung eines
Kastchens bedeutet Reproduktion fiir die rote Population und eine hellblaue Einffr-
bung fiir die blaue Population (vgl. Abbildung 4.1 (d)). Es wird vereinfachend davon
ausgegangen, dass in einem Ké&stchen hochstens so viele Ressourcen vorhanden sind,
dass sich je Spezies maximal ein Individuum reproduzieren kann. Ein Késtchen steht
folglich auch fiir einen gewissen Ressourcenvorrat. Womit die Eigenschaft abgebildet
wird, dass der Lebensraum des Systems iiber eine beschrinkte Menge an Ressourcen

verfiigt.

5. Reproduktionsphase (Teil 1): Die GroBle der Nachfolgegeneration lésst sich aus der in
der Interaktionsphase ermittelten Anzahl an Reproduktionen und den Reproduktions-
faktoren bestimmen. Der Reproduktionsfaktor gibt je Spezies die Anzahl an Nach-
kommen pro Reproduktion an. Im vorangegangenen Kapitel haben wir vereinfachend

angenommen, dass der Reproduktionsfaktor konstant ist.

rot: 3 Reproduktionen und Reproduktionsfaktor 3 ergeben 9 Nachkommen
blau: 6 Reproduktionen und Reproduktionsfaktor 2 ergeben 12 Nachkommen

6. Reproduktionsphase (Teil 2): Aufgrund der separierten Generationenfolge, leben in der
néchsten Generation keine Individuen der aktuellen Generation mehr. Deshalb werden
alle Punkte vom Feld geloscht. Die im vorangegangenen Kapitel beschriebene zufillige
Verteilung der Nachkommen im Lebensraum wird folgendermaflen realisiert: Es wird
eine entsprechende Anzahl an Punkten stellvertretend fiir die Nachkommen zufillig
auf die Késtchen verteilt. Dabei wird eine Gleichverteilung zu Grunde gelegt. Das
bedeutet, dass es fiir jedes Késtchen gleich wahrscheinlich ist, von einem bestimmten
Nachkommen belegt zu werden. Diese Eigenschaft ldsst sich zum Beispiel wie folgt
realisieren: Die Késtchen werden durchnummeriert. Fiir die Auswahl eines Késtchens
bei der Ablage eines Nachkommens kann, wie beim Lotto, blind aus einer Urne mit einer
entsprechenden Anzahl an durchnummerierten Kugeln gezogen werden. Die Nummer

der gezogenen Kugel bestimmt dann das Késtchen.

7. Wiederholung der Schritte 4-7

Die Art der Interaktion einer zu modellierenden Population ldsst sich vereinfacht durch

je eines der im vorangegangenen Kapitel angefiihrten intra- bzw. interspezifischen Interak-
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Abbildung 4.1: Modellierungsschritte

tionsphdnomene beschreiben. Sowohl die intra- als auch die interspezifischen Interaktionen
eines Individuums entscheiden dariiber, ob es die Reproduktionsreife erreicht. Bei der Model-
lierung der Interaktionsphase haben wir festgelegt, dass es je Spezies pro Késtchen maximal
eine Reproduktion geben kann. Damit aus einem Késtchen ein reproduktionsfihiges Indi-
viduum hervorgehen kann, miissen folglich zwei Bedingungen erfiillt sein. Eine Bedingung
bezieht sich auf die Anzahl der Individuen der eigenen Art und die andere Bedingung bezieht
sich auf die Anwesenheit von Individuen der anderen Art im Késtchen. Wir haben also eine
intraspezifische Bedingung und eine interspezifische Bedingung, die beide erfiillt sein miissen,
damit eine Reproduktion in einem Késtchen stattfinden kann. Im Folgenden nennen wir die
intraspezifische Bedingung Intra und die interspezifische Bedingung Inter.

Zusammenfassend kann man festhalten, dass eine Reproduktion einer Spezies in einem Kést-

chen nur dann stattfindet, wenn Intra und Inter erfiillt sind.

Reproduktionsmodell
Sind in einem Késtchen Intra und Inter fiir die Reproduktion einer Spezies erfiillt,

dann bringt es genau ein reproduktionsfihiges Individuum dieser Spezies hervor.

Reproduktion nur, wenn Intra und Inter erfiillt!

4.1.1 Modellierung intraspezifischer Wechselbeziehungen

Geméf} Kapitel 3.2 sollen zwei Arten von Intra modelliert werden: Ausbeutungs- und Inter-

ferenzkonkurrenz.
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4.1 Vorstellung des Késtchenmodells

Ausbeutungskonkurrenz

Bei der in Phénomen 1 beschriebenen Ausbeutungskonkurrenz wirkt sich eine hohe Popula-

tionsdichte negativ auf die Reproduktionsfihigkeit aus.

Intra 1
Nur ein durch die eigene Spezies einfach besetztes Kéastchen (genau ein Individu-
um der eigenen Spezies) kann ein reproduktionsfihiges Individuum hervorbrin-

gen.

Interferenzkonkurrenz

Bei der Interferenzkonkurrenz, wie sie in Phidnomen 2 beschriebenen ist, wirkt sich eine
hohe Populationsdichte nicht negativ aus, weil es Individuen gibt, die sich aktiv gegen ihre
Konkurrenten wehren und somit eine Reproduktion ermdoglichen. Bei einer hohen Dichte

setzt sich ein Individuum durch.

Intra 2
Nur ein mindestens einfach durch die eigene Spezies besetztes Késtchen kann ein

reproduktionsfahiges Individuum hervorbringen.
4.1.2 Modellierung interspezifischer Wechselbeziehungen
Im Folgenden werden fiinf verschiedene Bedingungen fiir die Reproduktion einer Spezies in
Abhéngigkeit ihrer interspezifischen Wechselbeziehungen definiert.

keine Auswirkung

Wirkt sich die Anwesenheit der anderen Spezies im Késtchen nicht aus, so ist die Spezies
unabhéngig von der anderen Spezies. Dieser in Phédnomen 0 beschriebene Zusammenhang

lasst sich durch Inter 0 modellieren.

Inter O
Die Reproduktion der Spezies ist in jedem Ké&stchen unabhingig von der Anwe-

senheit von Individuen der anderen Spezies im Késtchen.

positive Auswirkung

In Phédnomen + wurde der Fall beschrieben, dass die Spezies von einer anderen Spezies
abhéngig ist. Dann wirkt sich die Anwesenheit der anderen Spezies im Késtchen positiv auf

die Reproduktion aus. Im Modell ldsst sich dieses Verhéltnis durch Inter 4+ abbilden.
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4.2 Anwendbarkeit und Grenzen des Kéastchenmodells

Inter +
Die Spezies kann sich nur reproduzieren, wenn mindestens ein Individuum der

anderen Spezies im Késtchen vorhanden ist.

negative Auswirkung

In Phinomen — wurde der Fall beschrieben, dass eine Spezies durch die andere Spezies beein-
trachtigt wird. In diesem Fall wirkt sich die Anwesenheit von Individuen der anderen Spezies

im Kaéstchen negativ auf die Reproduktion aus. Dieses lisst sich mit Inter - beschreiben.

Inter -
Die Spezies kann sich nur reproduzieren, wenn kein Individuum der anderen Spe-

zies im Késtchen vorhanden ist.

schwach negative Auswirkung

Wenn eine geringere Beeintrichtigung durch die andere Spezies, wie in Phénomen - - be-

schrieben besteht, dann lédsst sich das durch Inter - - modellieren.

Inter - -
Die Anwesenheit von hochstens einem Individuum der anderen Spezies im Kést-
chen beeintrichtigt die Reproduktion noch nicht. Befindet sich mehr als ein In-

dividuum der andern Spezies im Késtchen, so kommt es nicht zur Reproduktion.

Anhand der Interaktionsbedingungen kann nun ein Reproduktionsmodell fiir eine Population
festgelegt werden. Zum Beispiel kann mit Intra 2 & Inter 4 das Reproduktionsmodell einer

R&auberpopulation, die intraspezifisch Interferenzkonkurrenz unterhélt, beschrieben werden.

4.2 Anwendbarkeit und Grenzen des Kistchenmodells

Im Késtchenmodell werden idealisierte Populationen mit Eigenschaften, die bei realen Po-
pulationen beobachtet werden konnen, abgebildet. Es stellt sich folglich die Frage, welche
realen Populationen am ehesten anhand des Késtchenmodells beschrieben werden kénnen?
Aufgrund der diskreten, nicht iiberlappenden Generationenfolge der idealisierten Populatio-
nen und der Tatsache, dass sich ihre Individuen wéhrend ihres Lebens nur einmal vermehren,
sind Sdugetiere, Vogel und alle mehrjidhrigen Pflanzenarten nicht anhand des Késtchenmo-
dells beschreibbar. Weiter sind die Populationen im Modell in der prareproduktiven Alter-
sphase raumlich gebunden. Damit konnte das Késtchenmodell zum Beispiel zur Beschreibung
einjéhriger Pflanzenarten mit zufilliger Samenverteilung (z.B. durch Samenflug oder Aus-

breitung durch Tiere) dienen oder Insektenarten mit weitgehend zufilliger Eiablage dienen.
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4.3 Simulationssoftware

Eine Abbildung einzelner realer Systeme anhand des Késtchenmodells ist allerdings auch
denkbar. Sumpter und Broomhead [48] beschreiben die Entwicklung einer Milben-Population
der Milbe Varroa Jacobsoni mit intraspezifischer Ausbeutungskonkurrenz anhand eines dem
Késtchenmodell sehr dhnlichen Modells (vgl. Kapitel 4.4, Teil I).

4.3 Simulationssoftware

Im Folgenden soll die bereits erwidhnte Simulationssoftware vorgestellt werden. Sie besteht
aus drei Tools: Dem Basis-, dem Langzeit und dem Reproduktionstool. Das Reproduktions-
tool dient der Herleitung einer mathematischen Beschreibung der Populationsentwicklungen

und wird in Kapitel 6 vorgestellt.

4.3.1 Umgang mit dem Basistool

Das Basistool setzt den im Késtchenmodell beschriebenen Prozess entsprechend der Schritte
4 - 7 um und ermdglicht so eine komfortable Simulation der einzelnen Generationen.! Das
Tool soll nun vorgestellt werden (sieche Abbildung 4.2). Auflerdem werden wir beginnen, das
zu modellierende System durch mathematische Grofien zu erfassen.

Im linken Teil der Benutzeroberfliche konnen diverse Einstellungen (vgl. Abbildung 4.3)
gemacht werden. Der Lebensraum wird in der Mitte des Tools wie im Konzeptmodell be-
schrieben durch ein Feld mit einer festen Anzahl von Késtchen dargestellt. Rechts wird iiber
die Individuenanzahlen S;(t) bzw. Sa2(t) der bereits simulierten Generationen buchgefiihrt.
Unter Simulationsstatus wird wiahrend der Simulation die aktuell simulierte Generation ¢
und die Individuenanzahlen S(t) und Sa(¢) dieser Generation angeben. Folgende Einstel-
lungen kénnen vor dem Simulationsstart vom Benutzer vorgenommen werden: Unter Spezies
1 bzw. Spezies 2 wird die Grofle der Startpopulation S;(0) bzw. S2(0), der Reproduktions-
faktor (Anzahl an Nachkommen pro Reproduktion) r1 bzw. ro und das Reproduktionsmodell
beider Spezies eingegeben. Die Anzahl der Késtchen N, die den Lebensraum einteilen, wird
unter Kdstchenanzahl eingestellt. Unter dem Punkt Bisysteme kann zwischen einigen vor-
eingestellten Reproduktionsmodellen gew#hlt werden.

Die Betétigung des OK-Buttons unter Simulation bewirkt die Simulation der ersten Gene-
ration: Die Individuen werden zufillig auf die Késtchen verteilt, wobei fiir jedes Késtchen
die Wahrscheinlichkeit, von einem bestimmten Individuum getroffen zu werden, gleich grof}

ist. Das Simulations-Label wird zum Auswertungs-Label. Durch erneute Benutzung des OK -

!Simulationen mit dem Kistchenmodell konnen natiirlich auch ohne Computer durchgefiiht werden. In
Kapitel 5.4 aus Teil I wird erldutert, wie sich solche Simulationen anhand eines Schachbretts, Spielsteinen

und Wiirfeln oder einer Urne mit durchnummerierten Kugeln realisieren lassen.
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Basistool  Langaeitool  Reproduktionstool

Generationen
. - . T s1{t)  S2(t)
Simulationsstatus L] Ll LL L 1] L[]
1 =15, S1(5) = 56, Sz(5) = 108 1 40 1z0
_ L L] L] L L] L] L 2 &0 123
Spezies 1 5 2 L
L] L] L]] L] L L1}
so-» | AR
L]
Spezies 2 EEEE ] ] L] L1 1] L1
N
INTRA |2 - @ - LL] L] L] L] 11 L1
Kistchenanzahl L] L] L]] L] L]] L]] L] L
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, MEE L L 1] L] L] ] L
e i L] L] L] . [T}
Amensalismus = | ™ mm m
Neustart T L] ]] L1 ]] L 1]
0K
L] L L] L L] L] L]
Start
L 1] L L 1] L] L] L
Auswertung
OK L] n . L] - n -
L] L] L L] L] L] L1 1]

Abbildung 4.2: Das Basistool: Simulation der Generation ¢t = 5, Verteilung von S;(5) =
56 Individuen der Spezies 1 (Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter 0) und S3(5) = 108
Individuen der Spezies 2 (Reproduktionsmodell Intra 2 & Inter -) auf einem Feld mit
N = 100 Késtchen.
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4.3 Simulationssoftware

Simulationsstatus
t=1,51(1) =40, 5z(1) =120
Spezies 1

S1(0)= 20
ri=|2
INTRA 1 v
INTER 0O v
Sperzies 2
Sz(0)= 40
rz= |3
INTRA 2 v
INTER | - v
Kastchenanzahl
N=100
Bisysteme
Amensalismus v
Meustart
0K
Start
Simulation
0K

Abbildung 4.3: Einstellungsmoglichkeiten beim Basistool
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L i Repr
Fopulationsgréfien

Simulationsstatus 3000 4
t=0,..,200
Spezies 1

Sq(0)= 20
= M 2500 4%
INTRA 1 ¥
INTER + *
Spezies 2
Sz(0)= 40

rz= 3

2000 +
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. " . [ L = -
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Anzahl 1500 ' 47, -'__. M - X -... - BT
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Simulationen sim= 2
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Réuber Beute =
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Simulationen

v alle Simulationen s00
v Mittelwerte

Start

0K

0o

50.0 100.0 150.0 20010

Abbildung 4.4: Das Langzeittool: Simulation von t,,,, = 200 Generationen fiir die Spezies
1 (Reproduktionsfaktor r; = 2, Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter +) und Spezies 2
(Reproduktionsfaktor ro = 3, Reproduktionsmodell Intra 2 & Inter -) auf einem Feld mit
N = 100 Kastchen, Darstellung der einzelnen Simulationswerte (Punkte) und der Mittlung

aus sim = 2 Simulationen (durchgezeichneter Graph)

Buttons wird eine Auswertung der Situation auf dem Feld gem&fl dem gewéhlten Reproduk-
tionsmodell (vgl. Schritt 4 des Késtchenmodells) ausgelost und das Auswertungs-Label wird
wieder zum Simulations-Label. Die Simulationen der néchsten Generationen lassen sich auf
dieselbe Weise anstofien.

Durch Betétigung des OK-Buttons unter Neustart kann eine neue Simulation mit gednderten

Einstellungen gestartet werden.

4.3.2 Umgang mit dem Langzeittool

Im Langzeittool werden zur besseren Anschauung der Populationsentwicklung die Simulati-
onswerte fiir die Populationsgréfien in Abhéngigkeit der Generationen ¢ in ein Koordinaten-

system eingezeichnet (vgl. Abbildung 4.4 und 4.5).
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4.3

Simulationssoftware

Basistool Langzeittool

Simulationsstatus
1=0,.200
Spezies 1

S10)= 20
r= 12
INTRA 1 -
INTER + -
Spezies 2
Sz(0) = 40
r= 3
INTRA 2 -
INTER -
Anzahl

KastchenN = 100
Generationen trma= = 200
Simulationen sim = 2
Bisysteme
Rauber Beute R
Simulationen
v alle Simulationen
v Mittelwerte
Start
OK

Abbildung 4.5: Einstellungen im Langzeittool
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4.3 Simulationssoftware

Wie beim Basistool kann der Benutzer die Grofle der Startpopulationen S7(0) und S2(0),
die Reproduktionsfaktoren r1 und 79, die Reproduktionsmodelle beider Arten und die Feld-
grofle N iibergeben. Zusétzlich konnen die Anzahl der zu simulierenden Generationen t,,q:
und die Anzahl der pro Generation durchzufithrenden Simulationen sim angegeben werden.
Der Benutzer kann wihlen, ob die Ergebnisse aller Simulationen je Generation einzeln (alle
Simulationen) oder ihr Mittelwert (Mittelwerte) im Koordinatensystem eingetragen werden

soll.
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KAPITEL 5

Experimentieren und Beobachten

In diesem Kapitel sollen Sie selbstindig anhand der Simulationssoftware experimentieren
und Erklarungen fiir ihre Beobachtungen herleiten. Sie werden unterschiedliche Systeme in
Abhéngigkeit von den Reproduktionsfaktoren, den Startpopulationen oder der Feldgrifie
simulieren und Erklérungen fiir ihre Entwicklung erarbeiten. Im Rahmen der folgenden Un-
tersuchungen betrachten wir die anhand des Basis- und Langzeittools untersuchten Systeme
als natiirliche Systeme. Die Simulationsergebnisse ersetzen hier also Daten aus Felduntersu-
chungen von realen Systemen. Wenn wir von Populationen und ihrer Entwicklung sprechen,
dann beziehen wir uns also auf die Entwicklungen in den Simulationen.

Zu Threr Unterstiitzung werden im Folgenden konkrete Aufgaben gestellt. Eine exemplari-
sche Beantwortung dieser Aufgaben wird gegeben. Diese stellt allerdings nur eine mogliche
Losung der Aufgaben dar. Eine Abweichung ist folglich nicht unbedingt eine fehlerhafte Be-
arbeitung der Aufgabe.

Wir werden im Folgenden stets nur Simulationen fiir Reproduktionsfaktoren, die grofier sind
als eins betrachten. Simulationen mit » = 0 und r = 1 sind uninteressante Fille, da diese
Reproduktionsfaktoren unabhéngig vom gewihlten Reproduktionsmodell stets nur eine De-
zimierung der Populationsgréfie zulassen. Im Falle von r = 0 stirbt die Population direkt aus,
da es keine Nachkommen geben kann. Fiir » = 1 kann sich die Population nicht vergrofiern,
da jedes Individuum maximal einen Nachkommen haben kann. Dariiber hinaus verringert
sich die Population stets, wenn mehrere Individuen einer Art in ein Késtchen fallen. Da sich
pro Késtchen hochstens ein Individuum reproduzieren kann, kommt auf mehrere Individuen
nur maximal ein Nachkomme. Damit wird die Population frither oder spéter aussterben bzw.
eine Populationsgrofie von eins annehmen, was ebenfalls als Aussterben angesehen werden

kann.
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5.1 Intraspezifische Konkurrenz - eine Population

5.1 Intraspezifische Konkurrenz - eine Population

Aufgabe

Betrachten Sie Systeme mit nur einer Spezies unter Ausbeutungs- und unter In-
terferenzkonkurrenz! Fiihren Sie Simulationen fiir verschiedene Reproduktions-
faktoren und Startpopulationen durch! Inwiefern hingt die Entwicklung von den
Reproduktionsfaktoren und den Startwerten ab? In welchen Fiéllen kann die Po-
pulation langfristig iiberleben und in welchen Fillen stirbt sie aus? Versuchen
Sie, Erklarungen dafiir zu finden und diese auf das modellierte biologische Sys-
tem zu iibertragen. Informieren Sie sich dazu iiber die Begriffe ,,dichteabhingige

Populationsregulation® und ,,Umweltkapazitéit® !

5.1.1 Ausbeutungskonkurrenz

Wir wollen zunédchst mit Ausbeutungskonkurrenz beginnen. Anhand des Késtchenmodells
lésst sich eine einzelne Population, die intraspezifisch Ausbeutungskonkurrenz verfolgt, durch
das Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter 0 beschreiben. Wir wollen uns im Folgenden mit

der Anderung von Reproduktionsfaktor und Startpopulation befassen.

Experimente

Untersuchungen anhand des Basis- und des Langzeittools fithren zu folgenden Ergebnissen:
Die Individuenanzahl bleibt fiir kleinere Reproduktionsfaktoren nach einiger Zeit nahe einem
bestimmten positiven Wert K (vgl. Abbildung 5.1). Dieser Wert K wiichst fiir grofler wer-
dende Reproduktionsfaktoren. Mit wachsendem Reproduktionsfaktor schwankt die Popula-
tionsgrofie immer stérker abwechselnd zwischen hohen und niedrigen Zahlen (vgl. Abbildung
5.2 und 5.3). Bei ausreichend hohen Reproduktionsfaktoren kénnen diese Schwankungen so
stark werden, dass die Individuenanzahl 0 angenommen wird und somit die Population aus-
stirbt (vgl. Abbildung 5.3). Je hoher der Reproduktionsfaktor ist, umso friither stirbt die
Population im Laufe ihrer Entwicklung aus.

Ein weiteres interessantes Phéinomen wird in den Abbildungen 5.4 dargestellt. Bei gleich
bleibender FeldgroBe hingt der Wert K nicht von der Gréfle der Startpopulation S(0) son-
dern nur vom Reproduktionsfaktor » ab. Unabhéingig davon, wie grofl die Startpopulation
gewdhlt wurde, schwankt die Populationsgrofe nach einigen Generationen immer um densel-
ben konstanten Wert K. Eine Ausnahme bilden natiirlich derart grofle Startpopulationen, die
ein direktes Aussterben aufgrund von Ressourcenmangel bewirken (Testen Sie z.B. N = 50,
S(0) = 1000!). Dies ist der Fall, wenn im Késtchenmodell alle Késtchen mehr als einfach

besetzt sind.
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5.1 Intraspezifische Konkurrenz - eine Population
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Abbildung 5.1: Simulationen mit dem Basis- und dem Langzeittool fiir Populationen mit
Intra 1 & Inter 0 im Falle kleiner Reproduktionsfaktoren (N = 100): (a) r = 2: Nach
einigen Generationen bleibt die Individuenanzahl nahe bei 65 (d.h meist 65+ 15 Individuen).
In der Generation ¢t = 25 werden S(25) = 74 Individuen auf dem Feld verteilt. Die Aus-
wertung geméfl dem Reproduktionsmodell ergibt 33 Reproduktionen. Damit hat die néchste
Generation S(26) = 66 Individuen. (b) Die Individuenanzahlen schwanken um K ~ 65 im

Falle von r = 2 (Spezies 1, rot) bzw. um K ~ 160 im Falle von r = 5 (Spezies 2, blau).
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Abbildung 5.2: Simulation mit dem Basistool fiir Populationen mit Intra 1 & Inter 0 und
r =10 (N = 100): Die Populationsgréfie schwankt nach einigen Generationen stark zwischen
hohen und niedrigen Zahlen. (a) Die Generation ¢ = 21 ist mit S(21) = 340 beziiglich der
Feldgrofie grof3. Es gibt nur wenig einfach belegte Késtchen, so dass es nach einer Auswertung
anhand des Reproduktionsmodells nur zu 8 Reproduktionen kommt. Die néchste Generation
ist somit mit S(22) = 80 im Verhiltnis zu S(21) = 340 klein. (b) Die Generation t = 22
ist mit S(22) = 80 beziiglich der FeldgroBe klein. Es gibt viele einfach belegte Késtchen, so
dass es zu 38 Reproduktionen kommt. Die néchste Generation ist somit mit S(23) = 380 im
Verhéltnis zu S(22) = 80 gro8.
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Abbildung 5.3: Simulationen mit dem Langzeit- und dem Basistool fiir Populationen mit
Intra 1 & Inter 0 (N = 100): (a) » = 10 (Spezies 1, rot): Es kommt es zu starken
Schwankungen um K = 250; r = 15 (Spezies 2, blau): Die Schwankungen werden so stark,
dass die Population ausstirbt. (b) 7 = 20: In der Generation ¢t = 7 ist die Population mit
S(7) = 580 beziiglich der FeldgroBe N = 100 sehr grof. Es gibt kein einfach belegtes Késtchen
mehr. Nach der Auswertung geméfl dem Reproduktionsmodell finden keine Reproduktionen

statt und die Population stirbt aus.
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Abbildung 5.4: Simulationen mit dem Langzeittool fiir Populationen mit Intra 1 & Inter
0 (N = 100): Unabhéngig vom Startwert ergibt sich K ~ 110 fiir r = 3 (Spezies 1, rot) und
K ~ 180 fiir r = 6 (Spezies 2, blau).
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Erklirungen

Wir wollen nun die beobachteten Phénomene erkldren. Bevor wir damit beginnen, wollen
wir diskutieren, ob die oben durchgefiihrten und in den Abbildungen dargestellten Simula-
tionen bei einer Wiederholung grundsétzlich die gleichen Ergebnisse beziiglich Aussterben
und Uberleben liefern wiirden. Kénnen Populationen im Falle nicht zu groBer Startpopulatio-
nen bei Reproduktionsfaktoren r = 2 oder r = 3 auch aussterben? Kann es zum Beispiel auch
Simulationsdurchldufe geben, bei denen eine Population fiir die Parameter » = 2, N = 100
und S(0) < N (vgl. Abbildung 5.1) ausstirbt? Die Antwort auf diese Fragen ist: Ja! Allerdings
ist dieser Fall sehr selten. Man miisste eine sehr grofie Anzahl an Simulationen durchfiihren,
damit er eintritt. Es kommt zum Aussterben, wenn in allen belegten Késtchen mehrere Indi-
viduen vorhanden sind, es also kein einfach besetztes Késtchen gibt (vgl. z.B. Abbildung 5.3
(b)). Dies ist fiir den Fall » = 2 und N = 100 zwar extrem selten, aber nicht unmoglich. Bei
einer Feldgrofle N = 100 und einem Reproduktionsfaktor » = 2 kann es stets nur maximal
200 Nachkommen geben. Wird diese Anzahl an Individuen auf einem Feld von 100 Késtchen
verteilt, dann ergeben sich fast immer einfach belegte Késtchen (vgl. Abbildung 5.5). Aus
diesen Griinden miissen wir im Folgenden bei der Interpretation der Simulationsergebnisse
sehr sorgfiltig sein und uns anhand des Késtchenmodells immer iiberlegen, ob das in einer

Simulation gezeigte Verhalten Allgemeingiiltigkeit hat oder nur hiufig zutrifft.

Bei den Simulationen zur Ausbeutungskonkurrenz zeigt sich das Phinomen der dichteab-
hiingigen Populationsregulation. Laut Munk [38]! wirken sich dichteabhingige Fakto-
ren, wie in unserem Fall die Konkurrenz um Nahrungsressourcen, stérker auf grofie als auf
kleine Populationen aus. Dies fiihrt bei vielen Populationen dazu, dass sich mit steigender
Populationsgrofle das Wachstum verlangsamt und eine mehr oder weniger konstante Dichte
angenommen wird. Dabei handelt es sich um die Umweltkapazitit. Die Umweltkapazitét
(oder Tragekapazitit) ist laut Munk [38]? die maximale Zahl von Individuen einer Popu-
lation, die in einem bestimmten Lebensraum auf Dauer existieren kann. Unter bestimmten
Bedingungen treten auch Schwankungen auf, so genannte Oszillationen bzw. Fluktuationen,
bei denen die Dichtemaxima in regelméfliigen Abstéinden vorkommen. Steigt dabei eine Po-
pulationsgréBe zu rasch iiber die Umweltkapazitit hinaus, so kann es laut Munk [38]% zum
Zusammenbruch der Population kommen.

Die von Munk beschriebenen Phénomene zeigen sich im Késtchenmodell wie folgt: Im Fal-

le der Ausbeutungskonkurrenz schwanken die Populationsgréfien um den Wert K, der mit

19.15-7 und S.15-8
28.15-2
35.15-8
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Abbildung 5.5: Nach einer Verteilung von 200 Individuen auf einem Feld mit 100 Kést-
chen ergeben sich, wie hier zu sehen, in der Regel einfach belegte Késtchen. Im Falle einer
Population mit dem Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter O bringen diese Késtchen re-

produktionsfihige Individuen hervor und die Population kann fortbestehen.
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5.1 Intraspezifische Konkurrenz - eine Population

wachsendem Reproduktionsfaktor ebenfalls wichst. Auf eine ausreichend starke Abweichung
von K folgt eine Korrektur in die entgegen gesetzte Richtung. Bei einer Individuenanzahl
kleiner K sind Ressourcen iibrig (viele Késtchen sind einfach oder gar nicht durch Individuen
belegt, vgl. Abbildung 5.2 (b)) und die Population wichst in der Regel weiter. Bei Individu-
enanzahlen grofler als K werden die Ressourcen knapp (viele Késtchen sind mehrfach belegt,
vgl. Abbildung 5.2 (a)) und die Population wird innerhalb der néchsten Generationen wie-
der zu schrumpfen beginnen. Somit erklért sich auch, warum die Populationen unabhéngig
von der Startgrofle nach einigen Generationen um diesen Wert K schwanken. Die Stérke der
Schwankungen héngt von den Reproduktionsfaktoren ab. Bei kleinen Reproduktionsfaktoren
liegen schwache Schwankungen vor und K kann als Umweltkapazitéit angesehen werden. Ein
hoher Reproduktionsfaktor bewirkt nach einigen Generationen eine deutliche Uberschreitung
von K, die wiederum eine starke Dezimierung der Population zur Folge hat, usw. Es kommt
also wie von Munk [38] beschrieben zu Oszillationen bzw. Fluktuationen oder bei ausreichend
starker Uberschreitung der Umweltkapazitit zum Aussterben (alle Kiistchen sind mehrfach
belegt, vgl. Abbildung 5.3 (b)).

Fiir Ausbeutungskonkurrenz zeigt sich also, dass eine geringere Anzahl an Nachkommen
pro Reproduktion in der Regel zu Populationsgréflen nahe K und somit zum langfristigen

Uberleben der Population fiihrt.

5.1.2 Interferenzkonkurrenz

Nun wollen wir uns Ein-Spezies-Systemen mit Interferenzkonkurrenz zuwenden. Diese lassen

sich im Késtchenmodell mit dem Reproduktionsmodell Intra 2 & Inter 0 beschreiben.

Experimente

Simulationen mit dem Basis- und dem Langzeittool fithren zu den folgenden Ergebnissen:
Fiir alle Reproduktionsfaktoren grofler eins bleibt die Individuenanzahl nach einiger Zeit
nahe einem bestimmten positiven Wert K (vgl. Abbildung 5.6 und 5.7). Folglich iiberlebt
die Population fiir Reproduktionsfaktoren grofler als eins. Je grofier die Reproduktionsfaktor
ist, umso grofer wird auch K. Mit wachsendem Reproduktionsfaktor nédhert sich K immer
mehr K4, = N -7 an (vgl. Abbildung 5.6 (b) und 5.7 (a)). Eine Population nimmt die
Grofle Kpqr an, wenn aus allen Késtchen ein reproduktionsfihiges Individuum hervorgeht.
Wie im Falle der Ausbeutungskonkurrenz lésst sich auch hier beobachten (vgl. Abbildung
5.7 (b)), dass K nicht von der Grofie der Startpopulation S(0) abhéngt.
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Abbildung 5.6: Simulationen mit dem Basis- und dem Langzeittool fiir Populationen mit
Intra 2 & Inter O (N = 100): (a) » = 2: Nach einigen Generationen bleibt die Individu-
enanzahl nahe bei 160 (d.h. meist 160 &+ 5 Individuen). In der Generation ¢t = 26 werden
S(26) = 158 Individuen auf dem Feld verteilt. Die Auswertung geméf dem Reproduktions-
modell ergibt 80 Reproduktionen. Damit hat die néchste Generation S(27) = 160 Individuen.
(b) Die Individuenanzahlen schwanken um K = 160 im Falle von r = 2 (Spezies 1, rot) bzw.
um K ~ 280 im Falle von r = 3 (Spezies 2, blau).
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Abbildung 5.7: Simulationen mit dem Langzeittool fiir Populationen mit Intra 2 & Inter 0
(N = 100): (a) Die Individuenanzahlen schwanken um K = 390 im Falle von r = 4 (Spezies
1, rot) bzw. um K =~ 495 im Falle von r = 5 (Spezies 2, blau). (b) Unabhéngig von den
Startwerten S(0) = 50 (Spezies 1, rot) bzw. S(0) = 200 (Spezies 2, blau) ergibt sich K ~ 570

fir r = 3.
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5.2 Interspezifische Konkurrenz - zwei Populationen

Erklirungen

Wieder wollen wir zunéchst klédren, wie repréasentativ die oben durchgefithrten Simulationen
sind. Bei unserem Modell der Interferenzkonkurrenz kann es tatséchlich im Falle von r» > 2
nicht zum Aussterben kommen, da es immer Individuen gibt, die sich im Konkurrenzkampf
durchsetzen. Jedes besetzte Késtchen bringt ein reproduktionsfihiges Individuum hervor
(vgl. Abbildung 5.6 (a)). Daher sind die betrachteten Simulationen qualitativ aussagekrif-
tig. Damit ist gemeint, dass sie allgemeingiiltige Einsichten iiber Aussterben und Uberleben

ermoglichen.

Bei den hier betrachteten Populationen, ldsst sich wie im Falle der Ausbeutungskonkurrenz,
das Phidnomen der dichteabhingigen Populationsregulation beobachten. Dabei stellt
sich die Interferenzkonkurrenz allerdings als bessere Uberlebensstrategie fiir eine Population
heraus. Im Falle der Ausbeutungskonkurrenz nimmt die Uberlebenschance und somit der Er-
folg der Dichteregulation mit wachsendem Reproduktionsfaktor ab. Die Populationsgréfien
schwanken immer stérker. Bei geniigend hohem Reproduktionsfaktor sterben sie letztend-
lich aus. Im Falle der Interferenzkonkurrenz wird nach einigen Generationen stets eine mehr
oder weniger konstante Populationsgréfie K angenommen, die wieder als Umweltkapazitét
aufgefasst werden kann. Populationen, die kleiner als die Umweltkapazitit sind, nutzen die
Ressourcen des Lebensraumes nicht optimal aus und koénnen noch weiter wachsen. Nach
einiger Zeit erreichen sie die Umweltkapazitdt. Im Gegensatz zur Ausbeutungskonkurrenz
iiberschreiten sie diese allerdings nie wesentlich. Das liegt daran, dass die Ressourcen durch
die aktive Auseinandersetzung innerhalb der Population bestmdglich verteilt werden. Bei der
Ausbeutungskonkurrenz hingegen kann es bei einer hohen Populationsgrofie zu einer gerin-
gen Anzahl an Reproduktionen kommen, da sich die Individuen gegenseitig die Ressourcen
rauben. Im Unterschied zur Ausbeutungskonkurrenz iiberleben die Populationen unabhéingig
vom Reproduktionsfaktor.? Je groBer die Reproduktionsfaktoren sind, umso gréfier werden
auch die Populationen.

Fir Interferenzkonkurrenz zeigt sich also, dass die Populationen immer iiberleben und eine
hohe Anzahl an Nachkommen pro Reproduktion zu grofleren Populationsgréfien (nidher an
Kpaz = N - r) fiihrt.

5.2 Interspezifische Konkurrenz - zwei Populationen

Wie bei der intraspezifischen Konkurrenz lassen sich auch bei der interspezifischen Konkur-

renz unterschiedliche Auspriagungen unterscheiden.

4r>1
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5.2 Interspezifische Konkurrenz - zwei Populationen

e Informieren Sie sich {iber diese unterschiedliche Arten der interspezifischen Konkurrenz
(z.B. bei Munk [38]%)! Wie lassen sie sich mit dem Kistchenmodell modellieren? Fiih-
ren Sie fiir beide Konkurrenztypen Simulationen durch! Variieren Sie dabei Startwerte,
Reproduktionsfaktoren und intraspezifische Konkurrenztypen! Wie wirken sich die Va-
riationen auf die Entwicklung der Systeme aus? Wovon hingt die Uberlebenschance
einer Art ab? Finden Sie Erkldrungen fiir die Entwicklung der unterschiedlichen Sys-

teme!

e Informieren Sie sich iiber das Konkurrenz- Ausschlussprinzip! Finden Sie heraus, in wel-
chen Fillen es anwendbar ist und wann Koexistenz moglich ist. Spiegelt es sich in Thren
Simulationen wieder? Koénnen Sie Systeme mit interspezifischer Konkurrenz modellie-
ren, bei denen sich eine Koexistenz einstellt? Kénnen Sie ihre Simulationsergebnisse
mit ihrem Wissen iiber Exklusion und Koexistenz bei interspezifischer Konkurrenz

erklaren!

Unter interspezifischer Konkurrenz versteht man den Wettbewerb zweier Arten um Nahrung,
Raum oder andere Ressourcen. Dabei lassen sich, wie bei der intraspezifischen Konkurrenz
Ausbeutungs- und Interferenzkonkurrenz beobachten. Bei der Ausbeutungskonkurrenz wer-
den Ressourcen von beiden Arten genutzt, was die Erschopfung der Vorrite beschleunigt
und somit indirekt zu einem beschrinkten Wachstum der beiden Arten fiihrt. Bei der In-
terferenzkonkurrenz werden Konkurrenten aktiv von gemeinsamen Ressourcen fern gehalten

(z.B. Wachstumshemmung durch Allelopathie oder Verteidigung von Territorien).

Wie lassen sich nun diese beiden Typen von Konkurrenz mit dem Késtchenmodell abbilden?
Im Falle der Ausbeutungskonkurrenz rauben sich Individuen der unterschiedlichen Arten
gegenseitig die nétigen Ressourcen. Eine Interaktion wirkt sich also negativ auf beide Arten
aus. Dies ldsst sich im Késtchenmodell durch ein Reproduktionsmodell mit Inter - fiir beide
Arten ausdriicken. Bei der Interferenzkonkurrenz hingegen gibt es einen stérkeren Konkur-
renten, der sich im Falle einer Interaktion durchsetzt und dem unterlegenen Konkurrenten
die benotigte Ressource streitig macht. Somit ergibt sich eine negative Auswirkung auf den
unterlegenen Konkurrenten. Fiir den iiberlegenen Konkurrenten macht es allerdings keinen
Unterschied, ob eine Interaktion mit der anderen Art stattfindet oder nicht, da er die vorhan-
denen Ressourcen in beiden Fillen fiir sich gewinnt. Dieses Phénomen l&sst sich durch ein
Reproduktionsmodell mit Inter - fiir die unterlegene und Inter 0 fiir die dominante Spezies

beschreiben.

SKapitel 16.1
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Es lassen sich viele verschiedene Systeme mit den unterschiedlichen intra- und interspezifi-

schen Konkurrenztypen untersuchen. Wir wollen hier nur einige exemplarisch betrachten.

5.2.1 Interspezifische Ausbeutungskonkurrenz

Zunichst wollen wir uns Systemen zweier Arten zuwenden, die beide interspezifisch Aus-
beutungskonkurrenz (Inter -) betreiben. Dabei wollen wir im Folgenden von Startwerten
ausgehen, die nicht grundsétzlich schon in der ersten Generation zum Aussterben einer der
beiden Arten fiihrt.

Experimente

Die Durchfithrung mehrerer Simulationen fiir diese Systeme legt den Schluss nahe, dass
immer mindestens eine der beiden Arten auf lange Sicht ausstirbt. Dies kénnen Sie leicht

anhand einiger Simulationen nachvollziehen.

Erklarungen

Fiir die Koexistenz beider Arten sind bei interspezifischer Ausbeutungskonkurrenz folglich
nicht geniigend Ressourcen vorhanden oder werden nicht giinstig verteilt. Dies fithrt dazu,
dass entweder eine oder beide Arten aussterben. Eine Spezies schafft es dann zu iiberleben,
wenn es ihr als erstes gelingt, ihre eigene Populationsgrofie ausreichend anzuheben und die
der anderen Art ausreichend zu minimieren. Dies hingt, wie wir im Folgenden sehen werden,
von vielen Groflen, wie Reproduktionsfaktor, intraspezifischer Konkurrenz aber hiufig auch
vom Zufall ab.

Den Fall, dass beide Arten intraspezifisch ebenfalls Ausbeutungskonkurrenz unterhalten, also
Systeme mit dem Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter - / Intra 1 & Inter -, wollen

wir uns nun genauer ansehen:

Experimente

Simulationen zeigen, dass falls eine der beiden Populationen einen sehr hohen Reprodukti-
onsfaktor hat, fast immer beide aussterben (Simuliere z.B. 71 = 15 und ro = 4 bei N = 100!
). Ist dies nicht der Fall, dann iiberlebt in der Regel die Art mit dem héheren Reproduktions-
faktor (Simuliere z.B. 71 = 6 und 73 =4 bei N = 5;(0) = S2(0) = 100!). Hat die Population
mit dem geringeren Reproduktionsfaktor einen erheblich hGheren Startwert, als die andere
Population, so kann in wenigen Féllen auch sie sich durchsetzen (Simuliere z.B. r; = 5 und
ro = 4 bei N = 100, S1(0) = 20, S2(0) = 150 mehrmals!). Sind die Reproduktionsfaktoren

gleich grof}, stirbt bei mehreren Simulationen mal die eine und mal die andere Population
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aus. Die Population mit dem gréferen Startwert scheint dabei eine etwas hohere Uberle-
benschance zu haben (Simuliere z.B. 71 = 4 und ro = 4 bei N = 100, mit unterschiedlichen

Startpopulationen!).

Erklarungen

Wie lassen sich die anhand der Simulationen getroffenen Beobachtungen erkldren? Hat eine
Art einen sehr hohen Reproduktionsfaktor, so kann dieses dazu fithren, dass in der néchsten
Generation alle Késtchen mehrfach mit Individuen dieser Art belegt sind. Dieses bewirkt
folglich das Aussterben dieser Art aufgrund von Intra 1 und ebenfalls das Aussterben der
anderen Art aufgrund von Inter -.

Wir haben aus den Simulationen geschlossen, dass die Uberlebenschance einer Art mit einem
hoheren Reproduktionsfaktor gréfer ist. Dies erscheint logisch, da sie aufgrund des grofleren
Reproduktionsfaktors bessere Voraussetzungen als die andere Art hat, schnell zu wachsen.
AuBerdem beansprucht ein verstéirktes Wachstum der Art mehr Ressourcen und fithrt somit
zur Wachstumshemmung der anderen Art.

Sind Reproduktionsfaktoren und Startpopulationen gleich grofl, dann haben beide Arten die
gleichen Uberlebenschancen. Welche der beiden Arten iiberlebt, héingt nur davon ab, wie die
zufillige Verteilung der Individuen auf dem Feld ausfillt.

Ein hoherer Startwert stellt im Falle von gleich groflien Reproduktionsfaktoren einen Start-
vorteil dar, da er zur Ausloschung der anderen Art fithren kann, bevor diese dafiir zu grof3
wird. Das héngt allerdings vom Zufall, also der Verteilung der Individuen auf dem Feld ab.
Zusammenfassend kann man festhalten, dass die Uberlebenschance einer Art in einem Sys-
tem mit dem Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter - / Intra 1 & Inter - im Wesentlichen
von dem Verhéltnis ihres Reproduktionsfaktors zum Reproduktionsfaktor der anderen Art

aber auch vom Verhéltnis der Startwerte und vom Zufall abhéngt.

Nun wollen wir iiberpriifen, wie sich die Anderung des intraspezifischen Konkurrenztyps
auswirkt. Dazu betrachten wir Systeme mit dem Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter -
/ Intra 2 & Inter -.

Experimente

Die Unterlegenheit einer Art mit einem nur geringfiigig niedrigeren Reproduktionsfaktor in
einem System mit dem Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter - / Intra 1 & Inter -
kann durch Anderung der intraspezifischen Konkurrenz aufgebrochen werden. Unterhilt die

Spezies mit niedrigerem Reproduktionsfaktor intraspezifisch Interferenz- statt Ausbeutungs-
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konkurrenz, so kann sie sich in der Regel gegen die andere Art durchsetzen, wahrend diese
ausstirbt (Simuliere fiir das System Intra 1 & Inter - / Intra 2 & Inter - z.B. r; = 5 und
ro = 4 bei N = 100!). Wichst die Differenz der beiden Reproduktionsfaktoren allerdings,
so erhoht sich die Uberlebenschance der Art mit dem héherem Reproduktionsfaktor wieder
(Simuliere fiir das System Intra 1 & Inter - / Intra 2 & Inter - z.B. r; =8 und ry = 4
bei N = 100!)

Erkldrungen

Intraspezifische Interferenzkonkurrenz erhéht die Uberlebenschance, da sie héhere Popula-
tionsdichten erlaubt, als die interspezifische Ausbeutungskonkurrenz (vgl. Kapitel 6.3.1).
Dieser Vorteil kann durch einen erhéhten Reproduktionsfaktor bei der anderen Art wieder
aufgehoben werden, da dieser wiederum ein schnelleres und stérkeres Wachstum begiinstigt.
Festhalten kann man, dass es die Uberlebenschance einer Art erhsht, wenn sie intraspezifisch

Interferenz- statt Ausbeutungskonkurrenz betreibt.

Fiir die interspezifische Ausbeutungskonkurrenz kénnen noch viele weitere Untersuchungen

durchgefiihrt werden, was wir an dieser Stelle aber nicht fortfithren wollen.

5.2.2 Interspezische Interferenzkonkurrenz

Nun wollen wir uns Systemen mit interspezifischer Interferenzkonkurrenz zuwenden, bei de-
nen eine im Konkurrenzkampf iiberlegene Art (Inter 0) und eine unterlegene Art (Inter -)
existiert. An dieser Stelle kénnen wir einige Ergebnisse aus Kapitel 5.1 iibernehmen, da fiir
die iiberlegene Spezies Inter 0 vorliegt. Je nach ihrem intraspezifischen Konkurrenztyp (Intra

1 oder Intra 2) verhilt sie sich wie das entsprechende System aus Kapitel 5.1.

Experimente

Simulationen lassen vermuten, dass in der Regel beide Arten aussterben, wenn die iiberlege-
ne Art ausstirbt (Simuliere z.B. fiir das System Intra 1 & Inter 0 / Intra 2 & Inter -,
r1 = 15 und r9 = 4 bei N = 100!).

Uberlebt die dominierende Art, so scheint die unterlegene nur dann ebenfalls iiberleben zu
konnen, wenn der Reproduktionsfaktor der iiberlegenen Art sehr klein und der der unter-
legenen Art entsprechend grofier ist. ,,Entsprechend grofier” bedeutet ,,sehr viel grofier fiir

den Fall, dass die iiberlegene Spezies Intra 2 hat (Simuliere z.B. fiir das System Intra 1 &
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Inter 0 / Intra 1 oder 2 & Inter -, r; = 2 und r2 = 3 bei N = 100, fiir das System Intra
2 & Inter 0 / Intra 1 oder 2 & Inter -, 71 = 2 und 7o = 15 bei N = 100!).

Erklarungen

Die iiberlegene Art (Inter 0) stirbt nach Kapitel 5.1 nur im Falle von Intra 1 und einem
sehr hohen Reproduktionsfaktor (vgl. Kapitel 5.1) aus. Es kommt zum Aussterben, weil es
kein Késtchen mehr gibt, welches nur einfach durch Individuen der iiberlegenen Art belegt
ist. In diesem Falle stirbt die unterlegene Art (Inter —) fast immer ebenfalls aus. Es sind
auch Szenarien moglich, wo es der unterlegenen Art gelingen kénnte zu iiberleben, obwohl
die dominierende Art ausstirbt. Dazu muss mindestens ein Individuum der unterlegenen Art
in ein freies Késtchen fallen. Freie Késtchen gibt es allerdings in der Regel nur sehr wenige,
wenn derart viele Individuen der iiberlegenen Art auf dem Feld verteilt wurden, so dass es
keine einfach belegten Késtchen mehr gibt. Dieser Fall tritt folglich sehr selten auf.

Die Simulationen zeigen, dass im Falle der interspezifischen Interferenzkonkurrenz Koexis-
tenz moglich ist, wenn die iiberlegene Art die zur Verfiigung stehenden Ressourcen nicht
ginzlich ausschopft und die unterlegene Spezies mit diesen auskommt. Dies muss sie durch
vorteilhafte intraspezifische Konkurrenz (Intra 2 statt Intra 1) oder / und durch einen ho-
hen Reproduktionsfaktor bewerkstelligen. Bei interspezifischer Ausbeutungskonkurrenz wiir-
de das Uberleben der einen Art unweigerlich zum Aussterben der anderen Art fithren. Bei der
interspezifischen Interferenzkonkurrenz kann die iiberlegene Art nicht von der unterlegenen
ausgeloscht werden, da sie nicht von ihr abhéngt. Da die unterlegene Art der iiberlegenen
nicht schaden kann, muss sie es bewerkstelligen, mit den iibrig gelassenen Ressourcen aus-

zukommen.

5.2.3 Koexistenz und Exklusion

Laut Munk [38]%, besagt das Konkurrenz-Ausschlussprinzip von G.F. Gause (1934), dass
zwei Arten nicht auf Dauer im gleichen Lebensraum iiberleben kénnen, wenn sie exakt die
gleichen Ressourcen nutzen. Daraus ergeben sich zwei mogliche Folgen fiir die beiden kon-
kurrierenden Arten. Entweder eine der beiden Arten stirbt aus (Exklusion), oder sie vollzieht
eine rdumlich, zeitlich oder funktionelle Einnischung (z.B. Nutzung der benétigten Ressour-
cen zu unterschiedlichen Tageszeiten), was zu einem Uberleben beider Arten mit vermin-
derter Dichte fithrt (Koexistenz). Auch eine hohe intraspezifische Konkurrenz bei geringer

interspezifischer Konkurrenz kann zu einer Koexistenz mit einer konkurrierenden Art fiithren.

SKapitel 16.1
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5.3 Réuber-Beute-Systeme

Im Rahmen unseres Modells haben wir herausgefunden, dass im Falle von interspezifischer
Ausbeutungskonkurrenz das Konkurrenz- Ausschlussprinzip zutrifft. Welche der beiden Ar-
ten verdringt wird, hdngt von den intraspezifischen Wechselbeziehungen, dem Reprodukti-
onsfaktor und den Startwerten ab. Im Falle der interspezifischen Interferenzkonkurrenz ist

Koexistenz in unserem Modell allerdings moglich.

5.3 Ré&uber-Beute-Systeme

Aufgabe

Kann sich bei einem Réduber-Beute-System eine Erhohung der Nachkommensan-
zahl pro Reproduktion bei der Rauberpopulation positiv auf die Entwicklung
der Beute-Population auswirken? Betrachten Sie zur Untersuchung dieser Fra-
gestellung Systeme mit Populationen, die intraspezifisch Interferenzkonkurrenz

betreiben.

e Versuchen Sie zunichst Populationen zu finden, die in Koexistenz leben

kénnen! Erhohen Sie dann den Reproduktionsfaktor der Rauberpopulation.

e Finden Sie Erkldrungen fiir Thre Beobachtungen! Dabei kann es helfen, zu-
néchst den Verlauf der Populationskurven fiir Systeme zu betrachten, die
zumindest iiber einen gewissen Zeitraum in Koexistenz leben konnten. Fal-
len wiederkehrende Entwicklungsphasen auf? Informieren Sie sich ggf. auch
iiber typische Entwicklungen von Riuber-Beute-Systemen! Wie &ndern sich
die Entwicklungskurven bei unseren Simulationen, wenn der Reproduktions-
faktor der Rauberpopulation grofler gewédhlt wird? Warum &ndern sie sich

in dieser Weise?

Wir wollen uns also mit der Frage beschéftigen, ob sich bei einem Rauber-Beute-System eine
Erhohung des Reproduktionsfaktors der Rauberpopulation positiv auf die Entwicklung der
Beute-Population auswirken kann. Obwohl dieser Fall zunéchst unwahrscheinlich erscheint,
ist er dennoch héufig zu beobachten. Intuitiv wiirde man denken, dass ein hoher Reproduk-
tionsfaktor fiir die Réduber dauerhaft zu einer grolen Rauberpopulation und somit zu einer
reduzierten Beutepopulation fithrt. Dies ist allerdings nicht unbedingt der Fall. Es kénnen
Situationen auftreten, wo ein erhchter Reproduktionsfaktor der Rduber zum Aussterben der
R&uber- aber nicht der Beutepopulation fithrt und somit die Beutepopulation ungehindert
von der Réauberpopulation wachsen kann. Dieses Phédnomen wollen wir uns nun genauer

ansehen.
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5.3 Réuber-Beute-Systeme

Experimente

Als Beispiel betrachten wir ein System mit dem Reproduktionsmodell Intra 2 & Inter +
fiir die Réuber- und Intra 2 & Inter - fiir die Beutepopulation. In Abbildung 5.8 sind
unterschiedliche Simulationen fiir den Fall N = 200 und S;(0) = S2(0) = 100 dargestellt.
Simulationen fiir 1y = 79 = 2 zeigen, dass die beiden Populationen in Koexistenz leben.
Dabei schwankt die Populationsgréfie der Beute um ca. 170 Individuen (vgl. Abbildung 5.8
(a)). Erhoht man nun den Reproduktionsfaktor r; auf 4, so stirbt die Rduberpopulation bei
den meisten Simulationen aus und die Beutepopulation nimmt eine Populationsgréfie von ca.
320 an (vgl. Abbildung 5.8 (b)). In diesem Fall hat sich ein erhohter Reproduktionsfaktor
der Rauberpopulation in sofern positiv auf die Entwicklung der Beutepopulation ausgewirkt,
als dass er zum Aussterben der Riuberpopulation und somit zum ungehinderten Wachstum

der Beutepopulation gefiihrt hat.

Erkldrungen

Nun miissen wir uns die Frage stellen, wie so etwas passieren kann. Zunéchst halten wir
fest, dass die betrachteten Riuber-Beute-Systeme wiederkehrende Entwicklungsphasen (vgl.
Abbildung 5.9) aufweisen:

Phase | Rauberpopulation Beutepopulation Ré&uberpopulation Beutepopulation
A maximal wéchst sinkt
B maximal sinkt sinkt
C minimal sinkt wiichst
D minimal wéchst wéchst

Phase A: Sind viele Beutetiere vorhanden, so fallen viele der Rduber mit einem Beutetier
in ein Késtchen. Dies bewirkt ein Anwachsen der Rauberpopulation und somit gleichzeitig
eine Reduzierung der Beutepopulation.

Phase B: Nach einigen Generationen ist die Beutepopulation derart dezimiert, dass weniger
R#Auber- mit Beutetieren in ein Késtchen fallen kénnen. Ab diesem Zeitpunkt sinkt folglich
die Rauberpopulation wieder.

Phase C: Ist die Rauberpopulation klein genug, so fallen nur noch wenige Beutetiere mit
Ré&ubern in ein Késtchen. So kann sich die Beutepopulation wieder erholen wihrend die
R&auberpopulation zunichst noch weiter sinkt.

Phase D: Ab einem bestimmten Zeitpunkt sind wieder genug Beutetiere vorhanden, sodass

auch die Rauberpopulation wieder wachen kann.
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5.3 Réuber-Beute-Systeme
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Abbildung 5.8: Langzeitsimulationen fiir Rduber- (rot) und Beutepopulationen (blau): Re-
produktionsmodell Intra 2 & Inter + / Intra 2 & Inter -, N = 200, S;(0) = S3(0) = 100
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5.4 Mittelwerte mehrerer Simulationen und seltene Ereignisse

Phase A: Zu einem bestimmten Zeitpunkt ist die Rduberpopulation dann wieder so grof,
dass viele Beutetiere mit Raubern in ein Késtchen fallen und dies wieder zu einer Reduzie-
rung der Beutepopulation fiihrt.

Phase B: usw.

Die Populationen entwickeln sich folglich wellenférmig mit zeitlich versetzten Extrema, wobei
die Kurve der Rduberpopulation der Beutepopulation nachlduft. Zum Beispiel folgt auf ein
Maximum der Beutepopulation ein Maximum der Rauberpopulation. Dies ist ein sehr be-
kanntes Phinomen von vielen Rduber-Beute Systemen und wird in der so genannten ersten
Lotka-Volterra Regel beschrieben.

Wieso kommt es aber nun fiir hohe Reproduktionsfaktoren der Réuberpopulationen zum
Aussterben der Rauberpopulation? Hohere Reproduktionsfaktoren der R#auberpopulation
fithren zu grofleren Maxima (vgl. Abbildung 5.8 (a) und (b)) also zu mehr Réubern auf dem
Feld am Ende der Phase A. Dies fiihrt allerdings ebenfalls zu einer stidrkeren Dezimierung
der Beutepopulation wihrend der Phasen A und B und somit ebenfalls zu einer stirkeren
Dezimierung der Rduberpopulation. Dabei kann der Fall auftreten, dass am Ende der Phase
B nur noch so wenige Individuen beider Arten vorhanden sind, dass keine Beute- und Réu-
bertiere in ein gemeinsames Késtchen fallen. Damit stirbt die Rduberpopulation in dieser
Generation aus und die Beutepopulation kann sich in den kommenden Generationen wieder
erholen. Dabei ist sie nun ungestért von der Réuberpopulation und entwickelt eine deutlich
grofere Populationsgrofle als sie bisher je angenommen hat. Der hohe Reproduktionsfaktor

der Réuber hat sich also positiv auf die Beutepopulation ausgewirkt.

5.4 Mittelwerte mehrerer Simulationen und seltene Ereignisse

Im Langzeittool gibt es die Moglichkeit, mehrere Simulationen gleichzeitig durchfiihren zu
konnen, und sich die dariiber gebildeten Mittelwerte im Koordinatensystem anzeigen zu

lassen.

Aufgabe
Wann ist es sinnvoll, Mittelwerte mehrerer Simulationen zu betrachten? Wann

ist es nicht sinnvoll? Welche Vorteile und Nachteile kénnen Mittelwerte bieten?

Ein Hauptproblem bei der Bildung von Mittelwerten ist der damit einhergehende Informa-
tionsverlust. Es ist nicht mehr zu erkennen, wie stark die einzelnen Simulationen um den
Mittelwert streuen (vgl. Abbildung 5.10). Weist eine Simulation zyklisches Verhalten auf,

so kann diese Information durch die Mittelwertbildung z.B. aufgrund von zufallsbedingten
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5.4 Mittelwerte mehrerer Simulationen und seltene Ereignisse
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Abbildung 5.9: Entwicklungsphasen von Réauber-Beute-Systemen.
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5.4 Mittelwerte mehrerer Simulationen und seltene Ereignisse

Phasenverschiebungen geschwiicht werden (vgl. Abbildung 5.11). Ein vom Zufall abhéngiges
Aussterben einer Population fithrt durch Mittelwertbildung vieler Simulationen zu einem
Graph, der auf grundsitzliches Uberleben schlieBen ldsst (vgl. Abbildung 5.12).

Die Nutzung von Mittelwerten zur Herleitung von Aussagen zu Populationsentwicklungen
scheint folglich sehr viele Quellen fiir Fehlinterpretationen zu bedeuten. Wozu kénnen Mit-

telwerte denn nun dienen?

Mittelwerte konnen bei richtiger Interpretation viele Informationen liefern. Wichtig ist es
hier, nicht unbedacht von dem Verlauf eines aus vielen Simulationen erzielten Mittelwert-
Graphen auf die Entwicklung einer Population zu schlieffen. Um zum Beispiel die Stérke der
Streuung einschéitzen zu koénnen, ist es hilfreich, die einzelnen Simulationsergebnisse (durch
Aktivierung der Checkbox ,alle Simulationen“ ) ebenfalls anzeigen zu lassen (vgl. Abbildung
5.13). Hingt das Uberleben einer Art nicht oder fast nicht vom Zufall ab, dann kénnen
Mittelwerte z.B. dazu dienen, einen moglichst zutreffenden Wert fiir die Umweltkapazitit zu
ermitteln (vgl. Abbildung 5.13). Einen Eindruck fiir die Streuung um diesen Wert kann man
wiederum erhalten, indem man sich alle Simulationen anzeigen ldsst. Vermutet man, dass
eine Art bei nur sehr wenigen Simulationen iiberlebt, also eine sehr geringe aber vorhandene
Uberlebenschance hat, kann man dies iiberpriifen, indem man den Mittelwert sehr vieler
Simulationen betrachtet. Streben die Simulationsergebnisse gegen einen Grenzwert gréfer 0,
so muss es auch Simulationen gegeben haben, bei denen die Art iiberlebt hat (vgl. Abbildung
5.14). Je haufiger dies der Fall ist, umso weiter ist der Grenzwert von Null entfernt. So kann
man testen, wie Verdnderungen der Parameter, wie Startpopulation oder Reproduktionsfak-

tor, auf die Uberlebenschance wirken.
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5.4 Mittelwerte mehrerer Simulationen und seltene Ereignisse

L i Repr

- - FPopulationsgralen
Simulationsstatus

t=0,.,200 2000
Spezies 1
s1{0)= 20
=2

INTRA 1 ~

-
INTER 0 te00 4

Spezies 2
Sz2(0)= 0
rz= 0

INTRA 1 ~

INTER 0 ~
100.0 +

Anzahl
KastchenN= 100
Generationen tm=x= 200
Simulationen sim= 1

Bisysteme
benutzerdefiniert - 400 4
Simulationen
alle Simulationen

¥ Mittelwerte
Start t

00
OK 0.0 100.0 1500 2001

(a) sim=1

L i Repr

- - Fopulationsgrafien
Simulationsstatus

t=0,.,200 2000
Spezies 1
S4(0) = 20
=2
INTRA 1 ¥

v
INTER 0 —

Spezies 2
S2(00= 10
rz=10

INTRA 1 ¥

INTER 0 ¥
1000

Anzahl
KistchenN= 100
Generationentr=x = 200
Simulationen sim = 100
Bisysteme
benutzerdefiniert v 500
Simulationen
alle Simulationen
v Mittelwerte
Start t

0.0
OK| 500 100.0 1500 200D

(b) sim = 100

Abbildung 5.10: Simulationen fiir System mit Intra 1 & Inter 0: Durch die Mittelwertbil-

dung aus vielen Simulationen gehen Informationen iiber die Stérke der Streuung verloren.
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5.4 Mittelwerte mehrerer Simulationen und seltene Ereignisse
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Abbildung 5.11: Simulationen fiir ein System mit Intra 1 & Inter 0: Der durch Mittel-
wertbildung aus vielen Simulationen erzielte Graph in (b) ldsst darauf schlieflen, dass sich
die Populationsgrofie eines solchen Systems nach einiger Zeit bei der Umweltkapazitét ein-
pendelt. Der Graph in (a) zeigt, dass dies allerdings nicht der Fall ist (vgl. dazu auch die
Ergebnisse aus Kapitel 5.1). Die Abschwichung der Zyklen kommt bei der Mittelwertbildung

durch zufallsbedingte Phasenverschiebungen zu Stande.
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5.4 Mittelwerte mehrerer Simulationen und seltene Ereignisse
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Abbildung 5.12: Mittelwertbildung (sim = 50) aus Simulationen fiir ein System mit Intra
1 & Inter - / Intra 1 & Inter -, r; = 72, S1(0) = S2(0): Die Graphen vermitteln den
Eindruck, das beide Populationen in Koexistenz leben kénnen. Aus Kapitel 5.2 ist allerdings
bekannt, dass immer nur eine der beiden Populationen iiberlebt. Die Uberlebenschance der

Arten ist dabei bei gleichen Reproduktionsfaktoren und Startwerten gleich grof.
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5.4 Mittelwerte mehrerer Simulationen und seltene Ereignisse
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Abbildung 5.13: Mittelwerte von Simulationen (sim = 100) fiir ein System mit Intra 2 &
Inter 0: Aus Kapitel 5.2 ist bekannt, dass sich die Populationsgréfie nahe der Umweltkapa-
zitét einpendelt. Durch Bildung der Mittelwerte ldsst sich die Umweltkapazitdt komfortabel
ablesen. Durch Aktivierung der Checkbox ,alle Simulationen* lasst sich ein Eindruck davon

gewinnen, wie stark die Populationsgréfie um die Umweltkapazitéit streut.
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Abbildung 5.14: Mittelwerte von Simulationen (sim = 100) fiir ein System mit Intra 1
& Inter - / Intra 1 & Inter -, 1y = 6,72 = 7,51(0) = 50,52(0) = 20: Aus Kapitel
5.2 ist bekannt, dass in seltenen Féllen die Art mit dem geringeren Reproduktionsfaktor
iiberleben kann, falls sie eine groflere Startpopulation hat. Die Mittelwertbildung aus vielen
Simulationen bestétigt dies, da der Graph fiir diese Art gegen einen Grenzwert groffer Null

strebt.
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KAPITEL 6

Elementare Wege zu

deterministischen (Gleichungen

In diesem Kapitel wollen wir mathematische Beschreibungen fiir die Entwicklung unserer
Systeme herleiten. Dabei stellt sich zun#chst die Frage, wozu wir iiberhaupt solche mathe-
matische Beschreibungen brauchen. Schliellich kénnen stets Simulationen zur Untersuchung
der Systeme anhand der Software durchgefiithrt werden.

Die mathematischen Beschreibungen bieten mehrere Vorteile gegeniiber der Simulationen
anhand des Kédstchenmodells. Zum Beispiel braucht man fiir eine komfortable Durchfithrung
der Simulationen einen Rechner. Simulationen von Hand, wie in Kapitel 5.4 aus Teil I be-
schrieben, sind mit einem groflen Zeitaufwand verbunden. Dariiber hinaus diirfte, die Vielzahl
der stets gleichen Handlungen bei dieser Art der Simulation auf Dauer recht eint6nig sein.
Ein weiterer Vorteil der mathematischen Beschreibungen ist die Moglichkeit, durch Analy-
sen Aussagen fiir ganze Parameterbereiche, z.B. fiir alle moglichen Reproduktionsfaktoren,
zu erzielen. Simulationen anhand der Software hingegen kénnen stets nur Informationen fiir
konkrete Parameterwerte, z.B. einem Reproduktionsfaktor von 2, liefern. Weiter lassen sich
fiir die mathematische Analyse die umfangreichen iiber Jahrhunderte entwickelten Werkzeu-
ge der Mathematik einsetzen.

Mathematik ist daher ein wichtiges Werkzeug der Populationsokologie. Sie dient der Be-
schreibung von Prozessen und der Herleitung von umfangreichen Informationen iiber ihre
Entwicklung in Abhéngigkeit unterschiedlicher Einflussgrofien (wie zum Beispiel in unse-
rem Fall in Abhéngigkeit des Reproduktionsfaktors oder der Gréfie der Startpopulation). In
diesem Kapitel wollen wir erarbeiten, wie so genannte Differenzengleichungen zur mathema-

tischen Beschreibung der von uns betrachteten Systeme hergeleitet werden kénnen.

Wir werden im Folgenden sehen, dass wir den anhand des Késtchenmodells beschriebenen
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6 Elementare Wege zu deterministischen Gleichungen
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Abbildung 6.1: Verschiedene Populationsentwicklungen

104



6 Elementare Wege zu deterministischen Gleichungen

Prozess nicht ohne Informationsverlust durch die mathematischen Beschreibungen abbilden

konnen. Dies nehmen wir allerdings aufgrund der oben beschriebenen Vorteile in Kauf.

Bei der Arbeit mit dem Langzeittool haben wir bereits viele Graphen fiir Populationsent-
wicklungen gesehen. Diese konnen viele verschiedene Verldufe haben (vgl. Abbildung 6.1).
Betrachtet man, wie unterschiedlich die einzelnen Graphen sind und wie viele Schwankungen
sie aufweisen, so erscheint es schwierig, dafiir direkt eine beschreibende Funktionsvorschrift
zu finden. Deshalb soll ein anderer Ansatz gewéhlt werden.

Wir rufen uns zunéchst ins Gedéchtnis, was uns iiber die Ermittlung der Populationsgrofien
schon durch den Umgang mit der Simulationssoftware bekannt ist: Sp(¢) und Sa(t) beschrei-
ben jeweils die Anzahl der Individuen der Spezies 1 und der Spezies 2 in der Generation
t. Fiir die Beschreibung der Populationsentwicklung ist es wesentlich zu wissen, wie sich
eine Population von einer zur néchsten Generation dndert, was natiirlich vom gew&dhlten Re-
produktionsmodell abhingt. Fiir die folgenden Uberlegungen setzten wir ein fest gewiihltes

Reproduktionsmodell voraus.

Aufgabe
Wie bestimmt das Basistool die Populationsgrofien Sy (¢ + 1) und Sa(¢t+1) in der

Auswertungsphase der Generation ¢?

Aufgrund der separierten Generationenabfolge ist die Anzahl der Individuen in der Generati-
on t+1 gleich der Anzahl der Nachkommen in der Generation ¢. Die Anzahl der Nachkommen
einer Spezies s ist das Produkt der Reproduktionsanzahl R(t) mit dem Reproduktionsfaktor
rs. Die Anzahl der Reproduktionen R,(t) ist die Anzahl der Késtchen in der Generation ¢,
in denen ein Individuum die Reproduktionsreife erreicht, also die Anzahl der Késtchen, die
in der Auswertungsphase im Basistool eingefiarbt werden. Der Reproduktionsfaktor rg ist die
Anzahl der Nachkommen der Spezies s pro Reproduktion. Die PopulationsgroBen Sy (¢ + 1)

und Sa(t + 1) lassen sich also wie folgt bestimmen:

S1(t+1) = R1(t)
SQ(t+1) = T9 RQ(t). (6.1)

Dazu mussen natiirlich R;(¢) und R2(t) bekannt sein. Bisher konnen wir diese nur anhand von
Simulationen bestimmen. Wir suchen also eine mathematische Beschreibung fiir die Anzahl

der Reproduktionen in der Generation .
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6.1 Vom stochastischen zum deterministischen Modell

6.1 Vom stochastischen zum deterministischen Modell

Es liegt nahe, zu diesem Zweck Funktionsvorschriften aufstellen zu wollen. Aber eignet sich
eine Funktionsvorschrift {iberhaupt dazu, die Anzahl der Reproduktionen einer Generation
t zu bestimmen? Um diese Frage zu beantworten, miissen wir uns Gedanken iiber den Funk-
tionsbegriff im Allgemeinen machen. Eine Funktion ordnet einem Wert immer genau einen

Funktionswert zu. Fiir eine Funktion f kann also nicht f(2) =5 und f(2) = 3 gelten.

Aufgabe

Wie ist das bei der Auswertung im Basistool? Ergibt sich immer die gleiche
Anzahl an Reproduktionen, wenn man bei gleicher Feldgrofie und gleicher Indi-
viduenanzahl Simulationen durchfiihrt? Testen Sie Thre Vermutung anhand des

Basistools!

Im Késtchenmodell werden die Individuen zuféllig auf dem Feld verteilt. Ob in einem Kést-
chen eine Reproduktion stattfindet, hingt vom Zufall ab. Das bedeutet, dass je nachdem,
wie die zufillige Verteilung der Individuen Si(¢) und S2(t) auf dem Feld ausfillt, trotz gleich
bleibender Werte fiir die Feldgrofle N und gleichem Reproduktionsmodell, eine unterschied-
liche Anzahl an Reproduktionen R;(t) bzw. Ry(t) resultiert. Die Anzahl der Reproduktionen
und somit auch die gesamte Entwicklung der Population kénnen also bei unterschiedlichen
Durchldufen mit gleicher Parameterwahl verschieden ausfallen. Ein Modell, bei dem dies der
Fall ist, nennt man stochastisches Modell.

Da eine Funktion zu den gleichen Eingabewerten immer nur genau einen Funktionswert
zulésst, eignet sie sich nicht dazu, die Reproduktion aus unserem Modell abzubilden. Wir
wollen diese allerdings trotzdem anhand einer Funktion beschreiben. Dabei nehmen wir also
in Kauf, dass die Beschreibung nicht mehr exakt den Ergebnissen einer Simulation entspre-
chen kann. Durch die mathematische Beschreibung wird folglich nur noch ein Teilproblem
abgebildet werden.

Die Verteilung der Individuen auf dem Feld und die anschliefende Auswertung kann man
als Zufallsexperiment auffassen. Die Anzahl der resultierenden Reproduktionen ldsst sich
folglich durch eine Zufallsvariable beschreiben. Fiir diese Zufallsvariable kann ein ,mittler-
er Wert“ angegeben werden, der so genannte Erwartungswert (vgl. Krengel [29]!), der
mit einer hohen Wahrscheinlichkeit bei oftmaligem Wiederholen des Experiments nahe dem
arithmetischen Mittel der Ergebnisse liegt.? In unserem Fall ergibt sich daraus, dass der Er-

wartungswert fiir die Anzahl an Reproduktionen ziemlich sicher nahe dem arithmetischen

1
S.46
2Grund dafiir ist das Bernoulli’sche Gesetz der grofien Zahlen. Eine ausfiihrliche Begriindung findet sich

in Kapitel 5.3 aus Teil I.
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Mittel aus sehr vielen Simulationen liegt. Deshalb werden wir im Folgenden so arbeiten,
dass wir dieses als Ndherung fiir den Erwartungswert nehmen. Da wir den Erwartungswert
iiber Mittelwerte anndhern, ergeben sich Werte aus R fiir die Anzahl der Reproduktionen.
Durch den Ubergang zum Erwartungswert erhalten wir ein so genanntes deterministisches
Modell, welches fiir ein gegebenes Reproduktionsmodell und gegebene Grofien, wie Kést-
chenanzahl und Reproduktionsbedingungen, immer dieselbe Reproduktionsanzahl angibt.
Wir wollen uns an dieser Stelle noch einmal bewusst machen, dass wir durch den Ubergang
vom stochastischen zum deterministischen Modell einen Informationsverlust in Kauf neh-
men. Durch die Verwendung des Erwartungswerts wird nur noch ein Teilproblem abgebildet.
Diese Strategie ist dennoch legitim, da man anhand von Analysen an den deterministischen
Modellen einen Uberblick der méglichen Populationsentwicklungen im stochastischen Modell
erlangen kann. Die mit dem deterministischen Modell erzielten Ergebnisse miissen allerdings
stets anhand des stochastischen Modells iiberpriift werden.

Es werden nun Funktionsvorschriften, die die Erwartungswerte fiir die Anzahl der Repro-
duktionen der Spezies 1 bzw. 2 angeben, gesucht. Diese sollen im Folgenden als Reproduk-
tionsfunktionen bezeichnet werden.

Wir miissen uns zunéchst klarmachen, von welchen Groflen, wie z.B. der Késtchenanzahl
etc., die Anzahl der Reproduktionen abhéingt. Dazu wird die Interaktionsphase betrachtet,
in der, abhéngig von der Situation auf dem Feld und dem gewihlten Reproduktionsmodell,

entschieden wird, wie viele Nachkommen beide Arten haben werden (siehe Abbildung 6.2).

Aufgabe

Von welchen der Gréflen N, S1 und So hingt die Anzahl der Reproduktionen bei
einem fest gewihlten Reproduktionsmodell ab? Uberlegen Sie dazu, wie es sich
auf die Anzahl der Reproduktionen auswirkt, wenn Sie eine der Groflen variieren.
Hat es beispielsweise eine Auswirkung auf die Anzahl der Reproduktionen, wenn
man dieselbe Anzahl an Individuen auf einem kleineren Feld verteilt? Fiihren Sie

dazu Simulationen mit dem Basistool durch!

Ihnen ist anhand der Simulationen sicherlich klar geworden, dass die Anzahl der K#stchen
mit Reproduktion Ry bzw. R neben dem gewéhlten Reproduktionsmodell von der Anzahl
der Individuen S7 und S auf dem Feld und von der Anzahl der Késtchen N abhéngt. Die
gesuchte Funktionsvorschrift muss fiir ein fest gewihltes Reproduktionsmodell also von der
Form Ri(N,Si,S2) bzw. Ro(N,Ss,S1) sein®. Die Reproduktionsfunktionen Rj(N,St,S2)
und Ry (N, Ss,S1) geben folglich den Erwartungswert fiir die Anzahl der Reproduktionen

3 Abhiingigkeit von der Késtchenanzahl, der Individuenanzahl der eigenen Art und der Individuenanzahl

der anderen Art
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6.1 Vom stochastischen zum deterministischen Modell

Abbildung 6.2: Auswertung einer Feldbelegung fiir des Reproduktionsmodell Intra 1 &
Inter 0 / Intra 2 & Inter - (Spezies 2)
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von Spezies 1 bzw. Spezies 2 an, wenn 57 Individuen der Spezies 1 und S5 Individuen der

Spezies 2 zufillig auf dem Feld verteilt werden.

Aufgabe
Stellen Sie nun mit Hilfe von (6.1), Ry(V,S1,S2) und Ra(N, S2, S1) eine mathe-
matische Beschreibung fiir S1(¢ + 1) und Sa(t + 1) auf!

Im Folgenden meinen wir, wenn wir von Populationsgréfien sprechen, ihre Erwartungswerte.
Die Beschreibung der Populationsgrofien Si(¢ + 1) und Sa(t + 1) der Generation ¢ + 1 lassen
sich wie folgt anhand der Populationsgréfien Si(¢) und Sa(t) der vorherigen Generation ¢

bestimmen:

Si(t+1) = m Ri(N,5(t),S(t))
So(t+1) = 73 Ra(N,Sa(t),S1(t)). (6.2)

Ein solches Gleichungssystem nennt man Differenzengleichung. Die Funktionswerte von
Ry und R sind nicht mehr wie im stochastischen Modell ganzzahlig, da es sich um Mit-
telwerte handelt. Aus dem gleichen Grund koénnen sie ebenfalls nicht negativ sein. Folglich
liegen sie in R .? Somit sind auch die Individuenanzahlen S;(t) und S(¢) fiir alle ¢ aus R
Wir legen zusétzlich noch N € Ry und rq,79 € Ry fest. Es gilt also fiir die Reproduktions-
funktionen R, Ry : Ry x Ry x Ry — R Sind die Groflen der Startpopulationen S1(0) und
S2(0) aus R4 gegeben, so lassen sich die Populationsgrofen aller kommenden Generationen
bestimmen. Die so fiir jedes ¢ bestimmten Werte von Si(¢t) und Sa2(t) bezeichnet man als
Losung des Differenzengleichungssystems zu den Startwerten S;(0) und S2(0). Eine
Losung von (6.2) beschreibt also die Entwicklung einer Population fiir bestimmte Startwer-
te.

Um mit (6.2) die Populationsentwicklung zu beschreiben, miissen also Funktionsvorschriften
fiir R1(N,S1,52) und Rae(N, Sz, S1) gefunden werden! Zu diesem Zweck wurde das Repro-

duktionstool entwickelt.

6.2 Das Reproduktionstool

Das in Abbildung 6.5 dargestellte Reproduktionstool wurde zur Herleitung einer Funkti-
onsvorschrift fiir die Reproduktionsfunktion R(N, S, S’) einer Spezies s entwickelt. Mit die-
sem Tool konnen fiir feste Werte von N,S und S’ mittels Simulation Néherungswerte fiir

R(N, S, S") bestimmt werden. Grundlage des Reproduktionstools ist die folgende Simulation:

4Auf einen Beweis anhand der im Folgenden bestimmten Funktionsvorschriften von R; und R wird

verzichtet.
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Es werden S Individuen der Spezies s und S’ Individuen der mit Spezies s interagierenden
Spezies s" auf einem Feld der Grofle NV verteilt. Wie im Basistool ist es dabei fiir jedes Kist-
chen gleich wahrscheinlich, von einem bestimmten Individuum belegt zu werden. Anschlie-
Bend werden, wie bei der Auswertungsphase des Basistools, die Anzahl der Reproduktionen
gemafl dem Reproduktionsmodell der Spezies s bestimmt.

Aus dem vorangegangenen Abschnitt wissen wir, dass sich aus solchen Simulationen fiir die
selben Werte von N, S und S’ in der Regel unterschiedliche Reproduktionsanzahlen ergeben.
Deshalb hatten wir festgelegt, dass der Erwartungswert fiir die Anzahl der Reproduktionen

zur mathematischen Beschreibung genutzt werden soll.

Aufgabe
Uber welche Funktion sollte das Reproduktionstool verfiigen, damit es zur Be-

stimmung eines Ndherungswerts fiir den Erwartungswert dienen kann?

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir festgestellt, dass das arithmetische Mittel aus
vielen der oben beschriebenen Simulationen als Néherungswert fiir den durch R(N, S, S’)
beschriebenen Erwartungswert geeignet ist. Daher bietet das Reproduktionstool eine Funk-
tion an, die die Bestimmung des arithmetischen Mittels von Ergebnissen mehrerer solcher

Simulationen ermoglicht.

Nun stellt sich die Frage, wie wir anhand der Simulationsergebnisse einen Ansatz fiir die
Funktionsvorschrift von R(N,S,S") finden kénnen. Eine iibliche Methode ist die Darstel-
lung von Simulationsergebnissen in einem Koordinatensystem, um so auf eine Funktion zu
kommen, die die Simulationswerte annihern kénnte (vgl. Abbildung 6.3). Da R(N, S, S’)
von drei Groflen abhéngt, stellt die Darstellung der Simulationsergebnisse in einem Koor-
dinatensystem allerdings ein Problem dar. Funktions- oder Simulationswerte, die von einer
Grofle abhéngen, werden in einem Koordinatensystem mit zwei Achsen dargestellt. Hingen
sie von zwei Groflen ab, so lassen sie sich noch recht gut in einem Koordinatensystem mit
drei Achsen darstellen (vgl. Abbildung 6.4).

Aufgabe
Kann man Funktionen, die von mehr als zwei Gréflen abhéngen, auch in einem

Koordinatensystem darstellen? Wie geht man mit solchen Funktionen um?

Koordinatensysteme kénnen maximal drei Achsen haben. Daher eignen sie sich nur fiir Funk-
tionen mit maximal zwei Variablen (vgl. Abbildung 6.4). Wir wissen allerdings bereits, dass
es niitzlich ist Simulationswerte in einem Koordinatensystem darzustellen, um einen An-

satz fiir eine beschreibende Funktionsvorschrift zu finden (vgl. Abbildung 6.3). Daher wollen
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Abbildung 6.3: Zur Annidherung der dargestellten Simulationsergebnisse bietet sich offenbar

eine Funktionsvorschrift der Art x — ax 4+ b mit geeigneten Werten fiir ¢ und b an.

wir uns mit einer Ersatzlosung bei der Suche nach einer Funktionsvorschrift fiir R(N, S, S")
behelfen: Es werden zwei der drei Grofien fest gewihlt und die Simulationsergebnisse in Ab-
héngigkeit von der dritten Grofle in einem Koordinatensystem dargestellt. Damit erhélt man
eine graphische Darstellung in Abhéingigkeit von einer der drei Groflen. Zur Angabe welche
der Groflen fest gewéhlt sind, werden diese im Folgenden in den Index von R geschrieben. Es
bezeichnet also zum Beispiel Ry g/(S) die Reproduktionsfunktion der Spezies s in Abhén-
gigkeit von S fiir feste Werte (z.B. N = 100 und S’ = 50) von N und S’. Findet man eine
Funktionsvorschrift, die die Simulationswerte fiir Ry ¢/(S) in Abhéngigkeit von S annéhert,
so weifl man bereits, wie die Funktionsvorschrift R(N, S, S") von S abhingt. Wie man dann
zur Funktionsvorschrift in Abhéngigkeit aller drei Grofien gelangt, wird spéter in Kapitel 6.3

ausfiihrlich thematisiert.

Im Folgenden wird beschrieben, wie man anhand des Reproduktionstools Ndherungswerte
fir Ry s/(S), Rn,s(S’) oder Rg g/ (N) bestimmen und darstellen lassen kann. Wir wollen die-
se aus Simulationen gewonnenen Werte mit ~ kennzeichnen. Das Reproduktionstool erzeugt
folglich Simulationswerte RMS/(S), RMS(S’ ) oder ngsl(N ). Durch Anklicken der entspre-
chenden Checkbox unter Variabel wird eine der GrofSlen N, S oder S’ als variable Grofie

ausgewihlt und ein Maximalwert Npqz, Smaez oder S, ..

fiir diese Grofle angegeben (vgl.
Abbildung 6.6). Fiir die beiden anderen damit fest gewihlten Grofien wird unter Konstanten
je einen konstanter Wert eingegeben. Das Reproduktionsmodell wird unter Reproduktions-

modell und die Anzahl der Simulationen sim unter Simulationsanzahl eingestellt. Durch
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Abbildung 6.4: (a) Graph von f(x) = x2, (b) Graph von f(z,y) = 2% + %, (¢) Graph von
flz,y) = m und (d) Graph von f(z,y) = sin(z + y) - cos(z — y)
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Basistool | Langzeittool Reproduktionstool
R
Simulationsstatus
1000
Rns(S) w0 |
Variabel oo A
N v S s a5 A
Smax= 500 200 A
Konstanten 750 A
§'= 30 700 A
N= 100 650 -
Reproduktionsmodell E00 A
INTRA 1 ¥ 550 A
INTER -- v an0o
Simulationsanzahl 450
sim= 10 400 .
- 350 o nera el m .
G,
v/ Simulation 3009 e P raNge.
50 - = e
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Abbildung 6.5: Das Reproduktionstool: mit Simulation fiir Ry ¢/(S) (N=100, S’=20, Intra
1 & Inter 0, Mittlung aus 10 Simulationen).
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Basistool Langzeittool

Simulationsstatus

Rus(S)
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Smax= 500
Konstanten
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Reproduktionsmodell
INTRA 1 hl

INTER -- e

Simulationsanzahl
sim= 10
Aktion
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Export
Deterministisches Modell

Start
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Abbildung 6.6: Einstellungsmoglichkeiten beim Reproduktionstool
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Basistool | Langzeittool Reproduktionstool
R
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N= 50
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, ;
50.0 100.0

Abbildung 6.7: Simulation fiir Ry g(S"); Markierung fiir Ry (50) und Ry, g(100)

Betétigung des OK-Buttons unter Start fithrt das Tool die gewiinschte Simulation durch. Im
Falle von Ry g(5) bedeutet dies Folgendes: Fiir alle S € {0, 1, .., Spae } werden, wie beim Ba-
sistool, S Individuen der Spezies s und S’ Individuen der anderen Spezies zufillig auf einem
Feld der Grofle N verteilt. Anschlieflend wird geméfl dem gewéhlten Reproduktionsmodell
die resultierende Anzahl der Reproduktionen bestimmt. Um das Simulationsergebnis dem
Erwartungswert anzunihern, wird diese Simulation entsprechend der Simulationsanzahl sim
oft wiederholt und der arithmetische Mittelwert aus den resultierenden Reproduktionsanzah-
len gebildet. Dieser Mittelwert wird durch einen Punkt im Koordinatensystem eingezeichnet.
In der Abbildung 6.7 wird eine Simulation von Ry s(S’) fiir eine Spezies s mit dem Repro-
duktionsmodell Intra 1 & Inter - vorgestellt: Dabei wurde N = 50, .S = 30 und sim =5
gewihlt. Der Graph gibt also die Mittelwerte aus fiinf Simulationen fiir die Anzahl der Repro-
duktionen an, bei denen 30 Individuen der Spezies s und S’ Individuen der anderen Spezies
zufillig auf einem Feld mit 50 Késtchen verteilt wurden. Die Werte Ry 5(50) und Ry, s(100)

sind durch rote Kreise markiert.
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Basistool | Langzeittool Reproduktionstool
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Abbildung 6.8: Bearbeitungsmodus des Reproduktionstools mit Simulationswerten fiir

RN’g(s) (S’=30, N=100, Intra 1 & Inter 0, Mittlung aus 100 Simulationen).

6.2.1 Der Bearbeitungsmodus

Das Reproduktionstool bietet die Moglichkeit, die Simulationswerte zu bearbeiten und die be-
arbeiteten Werte in einem Koordinatensystem darzustellen (vgl. Abbildung 6.8). Um diesen
Bearbeitungsmodus zu starten, muss unter Aktion die Checkbox Bearbeitung aktiviert wer-
den. Durch die Aktivierung erscheint auf der rechten Seite ein Feld mit diversen Schaltflichen
und Eingabefeldern. Anhand dieser Steuerungselemente kénnen die folgenden Operationen
vorgenommen werden: Die Grundrechenarten, das Potenzieren, die Exponentialfunktion und
der natiirliche Logarithmus. Dabei kénnen alle im Rahmen des Késtchenmodells relevanten
Crofen verwendet werden: die Simulationswerte Ry s/(S) (bzw. Ry s(S') oder Rg,s/(N)), S,
S’, N und beliebige Konstanten. Durch Betéitigung der entsprechenden Schaltflichen oder
anhand des Textfelds unter Berechnung kann die durchzufithrende Berechnung in Form von

Termen eingegeben werden. Terme sind

R(S) fiir Ry o(S) (bzw. R(S) fiir Ry s(S') oder R(N) fiir Rgs/(N))
N
S
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g’
Konstanten (z.B. 3.5)
wie auch durch die zur Verfiigung stehenden Operationen zusammengesetzte Terme
(Term)
Term-+Term
Term-Term
Term*Term
Term/Term
exp(Term)
In(Term)
hoch(Term,Term).

Nach Eingabe der durchzufiihrenden Berechnung, zum Beispiel R(S)/S fiir @ und anschlie-

Bende Betitigung des OK-Buttons unter Plot®, werden die bearbeiteten Simulationswerte

@ im Koordinatensystem dargestellt (vgl. Abbildung 6.8).

6.2.2 Das Fit-Verfahren

Im Folgenden wollen wir erarbeiten, wie man im Bearbeitungsmodus des Reproduktionstools
anhand von Simulationswerten Ry g/(S), Ry s(S") bzw. Rss (N) Funktionsvorschriften fiir
Ry s/(S), Rn,s(S") bzw. Rg g/(N) bestimmen kann.

Aufgabe
Haben Sie eine Idee, wie man den Bearbeitungsmodus des Reproduktionstools
nutzen kann, um eine Funktionsvorschrift fiir Ry ¢ (5), Rn,5(S”) oder fiir Rg ¢/ (V)

zu finden?

Zur Bewiltigung dieser Aufgabe wurde das Fit-Verfahren entwickelt. Fiir die Suche nach der
Funktionsvorschrift von Ry ¢/ (S) lautet es:
Fit- Verfahren fiir Ry g/ (5)

1. Lassen Sie sich anhand des Reproduktionstools Simulationswerte Ry s/(S) in einem

Koordinatensystem anzeigen.

2. Zunichst wird eine Funktionsklasse gesucht, der die Funktionsvorschrift von Ry g/(.S)

angehoren konnte. Mit Funktionsklassen sind Funktionen gemeint, in denen neben den

5Plot ist ein englischer Ausdruck der in einem mathematischen Kontext ,in ein Koordinatensystem ein-

tragen® bedeutet.
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2 x — ay/x, oder x —

Variablen noch Konstanten vorkommen z.B x — ax +b, x — ax
ae’ fiir a,b € R. Finden Sie eine Funktionsklasse f(S), die Thnen passend erscheint!
Versuchen Sie konkrete Werte fiir alle bis auf eine Konstante, die im Folgenden mit a

bezeichnet wird, aus den dargestellten Simulationswerten abzulesen!
3. Losen Sie Ry g/(S) = f(S) nach a = g(Ry,s/(S)) auf!

4. Setzen Sie die Simulationsergebnisse Ry s (S) fiir Ry o(S) in g ein und plotten Sie die

resultierenden Werte!

5. Wenn sich diese Werte durch eine Konstante annéhern lassen, dann war der Ansatz
Rys(S) = f(S) gut gewihlt und a ~ g(Ry,s/(S)). Dabei kommt es hiufig vor, dass die
bearbeiteten Simulationswerte g(Ry,s/(S)) auf bestimmten Intervallen (zum Beispiel
fiir kleine oder sehr grofle S) stérker streuen, auf speziellen Kurven liegen oder gar nicht
existieren (vgl. Abbildung 6.9). Diese Phénomene treten aus verschiedenen Griinden
auf, die wir nicht an dieser Stelle sondern im Anhang A diskutieren wollen. Fiir uns
ist im Folgenden wichtig, dass diese Phénomene (in der Regel) nicht auf einen falschen
Ansatz hinweisen.

Lassen sich die bearbeiteten Simulationswerte g(Ry, s (S)) nicht durch eine Konstante

anndhern, so miissen Sie die Schritte 2 bis 5 fiir einen anderen Ansatz wiederholen.

Das Fit-Verfahren lésst sich in analoger Weise bei der Suche nach Ry s(S’), Rgs/(N) an-

wenden.

Im Folgenden wird das Fit-Verfahren an einem Beispiel vorgefiihrt.

118



6.2 Das Reproduktionstool
0.0z
00ma +

1 WL L .-'-'.-.":.\
0.01 '.#_. e . Pyl o T‘."-I-.'.::'-'.'.."'--..._ ]

- e e
0.0050 4

g
0.0 + + +
a00.0 1000.0 1400.0

Abbildung 6.9: Beispiel fiir mogliche auftretende Phidnomene bei der Bearbeitung von Si-

mulationswerten gemafl Schritt 4 des Fit-Verfahrens: Die dargestellten Werte ndhern die

Kon

stante @ = 0.01 an. Fiir S ungefihr zwischen 100 und 800 streuen sie wenig. Fiir andere

Werte von S konnen sie stirker von a = 0.01 abweichen. Ab ungefahr 1000 gruppieren sich

die Simulationswerte auf mehreren ahnlich verlaufenden Kurven. Ab Werten fiir .S von circa

1400 werden zunehmend keine Simulationswerte mehr dargestellt.

Beispiel® — Suche nach der Funktionsvorschrift von R(S)

1.

. Auflésen von R(S)

Angenommen eine Simulation ergibt die in Abbildung 6.10 (a) dargestellten Simulati-

onswerte R(S).

Die Simulationswerte R(S) lassen sich moglicherweise durch eine Funktionsvorschrift

der Funktionsklasse x — ﬁ fiir a,b > 0 anndhern (vgl. Abbildung 6.11 (a)). Ange-

nommen es gilt R(S) = #er. An den Simulationswerten lisst sich R(0) ~ 50 ablesen

(vgl. Abbildung 6.10 (a)). Damit folgt b ~ 0.02, da R(0) = } ~ 50. Daraus ergibt sich
der Ansatz R(S) = m.

1

_ 1 SIORR
= 25700z hach a ergibt: a = 5

=1-—0.02
Plotte #*)«—— anhand des Ausdrucks (1/R(S)-0.02)/S im Bearbeitungsmodus des
Reproduktionstools (siche Abbildung 6.10 (b)).

1
—L__o.
Die bearbeiteten Simulationswerte % lassen sich offensichtlich nicht durch eine

Konstante annéhern (vgl. Abbildung 6.10 (b)). Folglich ist der Ansatz R(S) = #ﬁLb

5Der Einfachheit halber lassen wir in diesem Beispiel die Indizes N und S’ weg.
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falsch! Es muss ein neuer Ansatz gefunden und getestet werden.

Ein neuer Ansatz fiir eine Funktion, die die Simulationswerte R(S) aus Abbildung

b2 a,b > 0 stammen (vgl.

6.10 (a) anndhert, konnte aus der Funktionsklasse © — ae™
Abbildung 6.11 (b-d)). Angenommen es gilt R(S) = ae™*%. An den Simulationswerten
liisst sich R(0) ~ 50 ablesen (vgl. Abbildung 6.10 (a)). Damit folgt a ~ 50, da R(0) =

a ~ 50 . Daraus ergibt sich der Ansatz R(S) = 50e~5.

In(BL5))
-,

Auflosen von R(S) = 50e~%% nach b ergibt: b = —

R(S)/50)/S im Bearbeitungsmodus des Re-
).

R(S)
Die bearbeiteten Simulationswerte —% lassen sich durch die Konstante b = 0.01

In(E5))

Plotte ——-2%— anhand des Ausdrucks -In(
produktionstools (siche Abbildung 6.10 (c)
R
annéhern (vgl. Abbildung 6.10 (c)). Hier zeigt sich eines der Phdnomene, die bei der
Vorstellung des Fit-Verfahrens erwédhnt wurden: Die Streuung um b ist fir S < N
starker als im restlichen Teil der dargestellten Werte. Dies ist, wie bereits bei der
Vorstellung des Fit-Verfahrens erwihnt, kein Zeichen fiir einen falsch gewahlten Ansatz.

Es gilt also
R(S) = 50e~ 0015,
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Abbildung 6.10: (a) Beispiel fiir mogliche Simulationswerte R(S) (b) Plotte a = (1/R(S)-
0.02)/S. Das Resultat lésst sich offensichtlich nicht durch eine Konstante annéhern, (c) Plotte

b= -

In(R(S)/50)/S. b lésst sich durch eine Konstante annéhern.
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0.49

0.2

Abbildung 6.11: (a) Der rechte Graph stammt aus der Funktionsklasse z — é Horizontales

1

Verschieben fiihrt zum linken Graph. Dieser stammt damit aus der Funktionsklasse z — -,

(b) £ — €* und x — e~ %, (c) Funktionen der Klasse x — e %: Durch Variation von b
lisst sich die Kriimmung des Graphs éndern, (d) Funktionen der Klasse 2 — ae™%": Durch
Variation von a lésst sich der Schnittpunkt mit der y-Achse und durch Variation von b die

Kriimmung des Graphs dndern.
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6.3 Herleitung der Differenzengleichungen

Im Folgenden sollen Differenzengleichungen fiir Systeme mit verschiedenen Reproduktions-
modellen in Abhéngigkeit aller drei Groéflen S, S” und N mit Hilfe des Reproduktionstools

hergeleitet werden.

6.3.1 Systeme mit einer Population

Fiir Systeme mit nur einer Population existiert bereits computergestiitztes Unterrichtsma-
terial, welches Gotzen [19] im Rahmen seiner Dissertation entwickelt hat. Gotzens Tools
erlauben weitgehend dieselben Simulationen, wie die, die mit unserer Software fiir Systeme
mit einer Population also fiir die Reproduktionsmodelle Intra 1 & Inter 0 und Intra 2
& Inter 0 moglich sind. Abgesehen davon, dass Gotzens Reproduktionstool nur Simulatio-
nen fiie Ein-Spezies-Systeme erlaubt, stellt es keine Bearbeitung der Simulationswerte zur
Verfiigung, so dass diese zur Herleitung einer mathematischen Beschreibung in ein Tabel-
lenkalkulationssystem exportiert werden miissen. Dariiber hinaus erlauben die Tools keine
Simulationen in Abhéngigkeit der Feldgrofe.

Nun wollen wir anhand unseres Reproduktionstools mathematische Beschreibungen fiir die
Systeme mit nur einer Spezies herleiten. Da die Spezies keine interspezifischen Wechselbezie-
hungen unterhélt, hingt ihre Reproduktionsfunktion R(N, S) nicht von der Individuenanzahl

einer weiteren Spezies S’ ab.

Aufgabe
Geben Sie anhand von R(N, S) wie in (6.2) eine Differenzengleichung zur mathe-

matischen Beschreibung einer einzelnen Population an!

Es sei r der Reproduktionsfaktor der zu modellierenden Population. Dann beschreibt
S(t+1) = r R(N,S(t)) (6.3)

die Entwicklung eines Systems mit nur einer Population.

6.3.1.1 Ausbeutungskonkurrenz

Zunéchst soll eine Population untersucht werden, die intraspezifisch Ausbeutungskonkurrenz

verfolgt. Das Reproduktionsmodell der Spezies ist also Intra 1 & Inter O.

Aufgabe
Erzeugen Sie Simulationswerte Ry (S)! Haben Sie eine Idee fiir eine Funktions-

vorschrift zur Beschreibung des Graphen?
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Abbildung 6.12: (a) Ry—50(S) und (b) Ry—100(S) (sim = 100)

In der Abbildung (6.12) sind Simulationsergebnisse dargestellt, die mit dem Reproduktions-
tool erzielt wurden. Eine Funktion Ry (S), die Ry (S) annihern soll, muss fiir groBe S gegen
Null streben. Die Funktionen der Klasse 2 — e~ mit a > 0 streben fiir grofie x gegen 0 (vgl.
Abbildung 6.11 ¢). Weiter muss Ry (S) eine Nullstelle bei 0 haben. Daher multiplizieren wir
den Funktionsterm e™%* mit  und erhalten somit die Funktionsklasse ¢ — x-e™%* mit a > 0.
Funktionen dieser Klasse haben stets eine Nullstelle bei 0 und streben ebenfalls fiir grofle =
gegen 0. Eine letzte Forderung an Ry (S) ist, dass sie genau ein Maximum besitzen muss.
Funktionen der Klasse  — ze™ %" haben genau ein Maximum bei z = 1/a. Damit scheint
sich diese Funktionsklasse als Ansatz fiir Ry (S) zu eignen. Ein Plot einiger der Funktionen

dieser Klasse stiitzt die Vermutung (vgl. Abbbildung 6.13). Daher wihlen wir den Ansatz
Rn(S) = Se k5 (6.4)
mit einer Konstanten L > 0, schliessen.

Aufgabe
Verifizieren Sie den Ansatz aus (6.4) anhand des Fit-Verfahrens fiir N = 100!

Die Schritte 1 und 2 des Fit-Verfahrens sind bereits erledigt.

— In( 25y

3. Auflésen von (6.4) nach L ergibt L = ——¢5—.

4. Wir starten den Bearbeitungsmodus des Reproduktionstools und plotten

_ 111( RNS(S) )

S
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Abbildung 6.13: Graphen aus der Funktionsklasse x — ze™*" mit a > 0
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Abbildung 6.14: (a) L(N = 50) und (b) L(N = 100) (sim = 100)

125



6.3 Herleitung der Differenzengleichungen

durch Eingabe des Terms -In(R(S)/S)/S. Das Resultat ist in Abbildung 6.14 (b) dar-
gestellt.

5. Die bearbeiteten Simulationswerte ndhern die Konstante L = 0.01 an. Daher war der
Ansatz korrekt gewihlt. Es gilt Ry—100(S) = S e70015,

Nun haben wir eine Funktionsvorschrift fiir die Reproduktionsfunktion in Abhéngigkeit von
S. Ziel ist es eine Funktionsvorschrift in Abhéngigkeit von S und N zu erhalten. Dazu muss

iiberpriift werden, ob und wie L von N abhéngt.

Aufgabe

Uberpriifen Sie anhand von unterschiedlichen Simulationen, ob L von N abhiingt!

In Abbildung (6.14) sind anhand des Fit-Verfahrens erzielte Simulationswerte fiir die Kon-
stante L dargestellt.” Sie zeigen, dass L von N abhingig ist, da L ~ 0.01 fiir N = 100 ist
und L ~ 0.02 fiir N = 50 ist. Damit gilt

R(N,S) = 8§ ¢ LS, (6.6)

Aufgabe
Wie kénnte man mit Hilfe des Bearbeitungsmodus Simulationswerte fiir L in

Abhéngigkeit von N erzielen?

Mit dem Reproduktionstool lassen sich Simulationen fiir Rg(/N) durchfithren und mit (6.6)

erhilt man

—ln(RSéN))

L(N) = ——¢

(6.7)

Setzt man anhand des Bearbeitungsmodus diese Simulationsergebnisse Rg(N) in die rechte
Seite der Gleichung (6.7) ein, so ndhern die resultierenden Werte L(N) an. Folglich kann
man mit dem Reproduktionstool Simulationswerte L(N) fiic L(N) generieren. Anhand des
Fit-Verfahrens haben wir gezeigt, dass L beziiglich S konstant ist. Daher wéhlen wir ein

beliebiges S fiir die Simulation von L(N).

Aufgabe
Fiihren Sie eine Simulation fiir L(N) durch! Finden Sie anhand des Fit-Verfahrens

eine Funktionsvorschrift fiir L(N).

"Beziiglich der Streuung um L zeigen sich wieder einige der Phénomene, die bei der Vorstellung des Fit-
Verfahrens erwidhnt wurden: Stidrkere Streuung fiir kleine bzw. grofie S und Gruppierung auf Kurven. Im

Folgenden werden wir diese Phéanomene nicht mehr explizit erwdhnen, wenn sie auftreten.
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Abbildung 6.15: (a) L(N) und (b) L(N) - N (S = 100, sim = 100)

In Abbildung 6.15 (a) werden Simulationswerte L(N) fiir S = 100 dargestellt. Multipliziert
man die Simulationswerte fiir L(/N) mit N, dann liegen die resultierenden Werte etwa bei
eins, wie in Abbildung 6.15 (b) dargestellt ist. Damit erhélt man L(N) = 3.

Wiihlt man fiir Rg(N) ein kleines S, so kommt es bei der Bearbeitung zu einer stiirkeren
Fehlerfortpflanzung und die Streuung um eins kann sehr grof werden (vgl. Anhang A). Dies
ist ein Nachteil des Verfahrens. Deshalb soll nun ein weiterer Zugang fiir die Bestimmung
von L(N) vorgestellt werden.

Eine andere Moglichkeit Simulationsergebnisseﬁ(N ) fiir L(N) zu ermitteln, ist es, wie oben

—In( Ry (5) ) . . .
fs fiir unterschiedliche N zu bestimmen.

bei der Verifizierung des Ansatzes, L =
In Tabelle 6.1 sind auf diese Weise erzielte Simulationsergebnisse dargestellt. Die in ein Ko-
ordinatensystem eingetragenen Ergebnisse (vgl. Abbildung 6.16 (a)) lassen dann ebenfalls
auf den Ansatz L(N) = % schlieBen. Eine Multiplikation der Simulationsergebnisse mit N
bestétigt die Vermutung (vgl. Abbildung 6.16 (b)).

Ein Vorteil dieser Herangehensweise ist, dass bei der Uberpriifung des Ansatzes L(N) = %
keine durch Fehlerfortpflanzung bedingten starken Streuungen auftreten.® Allerdings nimmt
dieses Verfahren mehr Zeit in Anspruch, da viele Simulationen durchgefiihrt werden miissen.
AuBlerdem werden aus diesem Grund in der Regel nur fiir einige wenige N Simulationswerte
fir L(N) erzeugt. Die Herleitung der Funktionsvorschrift stiitzt sich damit folglich nur auf

wenige Simulationswerte. Die andere Herangehensweise hingegen erméglicht im Rahmen ei-

ner einzigen Simulation die Bestimmung von Simulationswerten fiir beliebig viele N. Diese

8Das liegt daran, dass hier schon beim Ablesen von L approximiert wird und somit bei der Anwendung
von x — z - N auf die Simulationswerte die ansonsten starke Fehlerfortpflanzung nicht zum Tragen kommt
(vgl. Anhang A).
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N i

10| 0,1
30 | 0,034
50 | 0,02
100 | 0,01
150 | 0,007
200 | 0,005
250 | 0,004
300 | 0,0034

Tabelle 6.1: L abhiingig von N

Vorgehensweise ist folglich mit einem erheblich geringeren Zeitaufwand verbunden und stiitzt
sich dabei auf viel mehr Simulationswerte. Beide Verfahren haben also ihre Vor- und Nachtei-
le. Im Folgenden werden wir aufgrund der praktischen und zeiteffizienten Handhabung stets
das erste Verfahren verwenden. Dabei nehmen wir in Kauf, dass je nach Wahl der Parameter
mehr oder weniger starke Streuungen bei den bearbeiteten Simulationsergebnissen auftreten

konnen. Es gilt also
R(N,S) = Sex (6.8)

Die Entwicklung des Systems ldsst sich folglich mit
S(t)

S(t+1) = rS(t) e~ (6.9)

beschreiben. Die Gleichung (6.9) ist ein klassisches diskretes Populationsmodell, welches
von Ricker [42] im Zusammenhang mit Untersuchungen zur Fischerei entwickelt wurde. Sie
wird in der Populationsdkologie hiufig zur Beschreibung von Populationsentwicklungen bei
begrenzten Ressourcen verwendet und ist sowohl von Biologen als auch von Mathematikern

vielfach untersucht worden.

6.3.1.2 Interferenzkonkurrenz

Nun soll eine Population mit dem Reproduktionsmodell Intra 2 & Inter 0 betrachtet

werden.

Aufgabe
Versuchen Sie eigensténdig die Reproduktionsfunktion R(N, S) herzuleiten. Ori-

entieren Sie sich dabei am vorangegangenen Abschnitt.
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Abbildung 6.16: Alternativer Zugang fiir die Bestimmung von L(N): (a)
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Abbildung 6.17: (a) Ry—s50(S) und (b) Ry—100(S) (sim = 10)
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Abbildung 6.18: Graphen aus der Funktionsklasse z — b(1 — e~ %) mit a,b > 0

In der Abbildung 6.17 sind Simulationsergebnisse dargestellt, die mit dem Reproduktionstool
erzielt wurden. Eine Funktion Ry(S), die Ry(S) annihern soll, muss demnach monoton
steigen, fiir grofle S gegen einen Grenzwert streben und durch den Ursprung gehen. Die
axr

Funktionen der Klasse z — e~
gegen 0 und schneiden die y-Achse bei 1 (vgl. Abbildung 6.11 c¢). Durch Anderung der

a

mit ¢ > 0 sind monoton fallend, streben fiir grofle x

Vorzeichens des Funktionsterms e~ also durch Spiegelung an der x-Achse, erhélt man die

Funktionsklasse x — —e %%

mit a > 0. Funktionen dieser Klasse sind monoton steigend,
streben fiir grofle x gegen einen Grenzwert, ndmlich 0, und schneiden die y-Achse bei —1.
Durch Addition von 1 und anschlieSender Multiplikation mit einer positiven Konstante b
erhélt man die Funktionsklasse © — b(1 — e~ %) mit a,b > 0. Funktionen dieser Klasse gehen
durch den Ursprung, sind monoton steigend und streben gegen den Grenzwert b. Damit stellt
diese Funktionsklasse einen sinnvollen Ansatz fir Ry(S) dar. Ein Plot einiger Funktionen

dieser Klasse stiitzt diese Aussage (vgl. Abbbildung 6.18). Folglich soll nun der Ansatz
RN(S) = K (1—e 19 (6.10)

mit den Konstanten K, L > 0 untersucht werden. Da K den Grenzwert limg_,o, Ry (S) be-
schreibt, kann in Abbildung 6.17 ein Wert fiir K abgelesen und anschlieBend der Ansatz
(6.10) mit dem Fit-Verfahren bestétigt werden. Der resultierende Graph fiir die Konstante
L wird fiir den Fall N = 50 und N = 100 in Abbildung 6.19 dargestellt. Bei einer festen
Feldgrofle NV und ausreichend vielen Individuen S auf dem Feld sind alle Kédstchen mit Indi-

viduen belegt. Bei Intra 2 bringen in diesem Fall alle N Késtchen ein reproduktionsfihiges
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Abbildung 6.19: (a) L(N = 50) und (b) L(N = 100) (sim = 10)

Individuum hervor. Wegen K = limg_.oc Ry (S) gilt daher K = N. Weiter zeigen die Gra-
phen in Abbildung 6.19, dass L von N abhéngig ist, da L = 0.02 fiir N = 50 und L = 0.01
fiir N = 100 ist. Damit gilt

R(N,S) = N (1—e L9 (6.11)

Durch Auflésen nach L(N) erhélt man

—In(1 — BstN)

L(N) = <

(6.12)

Setzt man Simulationsergebnisse Rg(N) fiir Rg(N) in die rechte Seite der Gleichung (6.12)
ein, so nidhern die resultierenden Werte L(/N) an. Mit der Bestitigung des Ansatzes (6.10)
anhand des Fit-Verfahrens, wurde gezeigt, dass L nicht von S abhingt. Daher wahlen wir
nun ein beliebiges S fiir die Simulation. Multipliziert man die Simulationswerte fiir L(NV)
mit N, dann liegen die resultierenden Werte etwa bei 1. In Abbildung 6.20 wurde dieses
Verfahren fiir S = 20 durchgefiihrt. Damit erhélt man L(N) = 4. Es gilt also

R(N,S) = N(1-en) (6.13)
und damit
—5(1)
St+1) = rN(1—en ). (6.14)

Bei dieser Gleichung handelt es sich, wie im Falle des Ricker-Modells, um ein bekanntes

Populationsmodell, welches von Skellam [45] entwickelt wurde.
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Abbildung 6.20: (a) L(N) und (b) L(N) - N (S = 20, sim = 10)

6.3.2 System mit zwei konkurrierenden Populationen

Wir betrachten zwei Populationen, die interspezifisch Ausbeutungskonkurrenz betreiben. Bei
den interspezifischen Wechselbeziehungen betreibt die eine Art Ausbeutungskonkurrenz und
die andere Interferenzkonkurrenz. Es liegt also das Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter
- fiir die Spezies 1 und Intra 2 & Inter - fiir die Spezies 2 vor. In (6.2) wurde festgehalten,
dass eine mathematische Beschreibung fiir die von uns simulierten Systeme die folgende Form
hat: Es seien r1 bzw. ry die Reproduktionsfaktoren und R;(N, S1, S2) bzw. Ra(N, S2, S1) die

Reproduktionsfunktionen der Spezies 1 bzw. 2. Dann beschreiben

Si(t+1) = ri Ri(N,Si(t),S(t)),
So(t+1) = 1o Ra(N, Sa(t), S1(t)) (6.15)

die Grofle der Spezies 1 bzw. 2 in der Generation t. Im vorangegangenen Abschnitt haben
wir gesehen, wie man die Reproduktionsfunktion R(N,S) fiir eine Population finden kann,
die von keiner weiteren Population, also nur von ihrer Individuenanzahl S und der Feldgrofe
N abhéngt. Im Falle von zwei Populationen, die zueinander in Wechselbeziehungen stehen,
stellt sich die Frage, wie man mit Hilfe des Reproduktionstools die Reproduktionsfunktion
R(N, S, S’) in Abhéngigkeit von allen drei Grofilen N, S, S’ finden kann.

6.3.2.1 Reproduktionsfunktion der Spezies 1

Dazu wollen wir zunéchst die Spezies 1 betrachten. Diese hat das Reproduktionsmodell Intra
1 & Inter -.
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Abblldung 6.21: R13N2100,32:50(51), stm = 50

Ansatz fiir Ry n,s,(S51)

Aufgabe
Fiihren Sie verschiedene Simulationen fiir Ry n,s,(51), R1,n,s, (S2) und Ry 5,5, (V)
durch! Haben Sie Ideen fiir geeignete passende Funktionsvorschriften? Versuchen

Sie, diese anhand des Fit-Verfahrens zu verifizieren.
Die in Abbildung 6.21 dargestellten Simulationsergebnisse Rl, N,S, (S1) lassen auf den Ansatz
Ring,(S1) = Ki S e ™ (6.16)
mit K7, L; > 0 schliefen.

Aufgabe
Um den Ansatz nun anhand des Fit-Verfahrens zu bestétigen, muss man den
Wert einer der beiden Konstanten kennen. Wie kann man an den Wert von einer

der Konstanten gelangen?

Teilt man im Bearbeitungsmodus die Simulationsergebnisse Rl, NS, (S1) durch Sp, dann er-

hilt man eine Simulation fiir %f(sl) = K; e 1151 (vgl. Abbildung 6.22) und K lisst

sich anhand des Schnittpunktes mit der y-Achse ablesen. Mit Hilfe des Fit-Verfahrens l&sst
sich dann der Ansatz (6.16) bestétigen.

Abhéngigkeiten der Konstanten

Aufgabe
K1 und L, sind beziiglich S7 konstant. Es stellt sich allerdings die Frage, ob sie
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von N und S abhéngen. Mit dem Wissen, wie die Konstanten von N und S

abhéingen hitten wir unser Ziel erreicht. Uberpriifen Sie anhand von unterschied-

lichen Simulationen, ob K7 und L; von N und S5 abhéngen!

In Tabelle 6.2 werden anhand des Fit-Verfahrens ermittelte Simulationswerte von K7 und

L1 fiir unterschiedliche Werte von S5 und N angegeben. Es lassen sich folgende Ergebnisse

Sa

N

K,

Ly

100
100

100
150

0,37
0,55

0,001
0,007

50
100
150
200
250
300

200
200
200
200
200
200

0,81
0,62
0,48
0,38
0,28
0,24

0,005
0,005
0,005
0,005
0,005
0,005

Tabelle 6.2: K und L abhiingig von Sy und N

ablesen: K héngt stets von Sy und NV ab. L; hingegen scheint lediglich von N abzuhéngen.

Folglich erhélt man

Rl(N7 51152)

K1 (52, N) Sl e_Ll(N)Sl

(6.17)

wobei K1(S2, N) nicht von Se und L;(N) nicht von S; und Sy abhéngt.
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Funktionsgleichung fiir L; (V)

Aufgabe

Nun miissen Funktionsvorschriften fiir K1 (S2, N) und Li(N) gefunden werden.
Wir beginnen mit L;(/N). An dieser Stelle macht es Sinn, die in Kapitel 6.3.1.1 er-
zielten Ergebnisse fiir ein System mit nur einer Population einzubeziehen. Uber-
legen Sie, in welchem Fall sich eine Population mit dem Reproduktionsmodell

Intra 1 & Inter - wie eine Population mit Intra 1 & Inter 0 verhéilt!

Beim Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter - darf ein Késtchen kein Individuum der an-
deren Art enthalten, damit es ein reproduktionsfdhiges Individuum hervorbringen kann. Die
Reproduktion verhélt sich also im Falle von S5 = 0 genau wie fiir Populationen ohne in-
terspezifische Einfliisse. Folglich kann man hier auf die Reproduktionsfunktion fiir das Re-
produktionsmodell Intra 1 & Inter O zuriickgreifen. Mit (6.17) gilt also Ry(N,S1,0) =
K1(0,N) Sy e 1St = & ¢ und somit K1 (0, N) = 1 und L (N) = L. Wir erhalten

Ri(N,S1,8) = Ki(S2,N) S e~ (6.18)

wobei K1(S2, N) nicht von S; abhéngt.

Funktionsgleichung fiir K;(S2, V)

Aufgabe
Im néchsten Schritt suchen wir eine Funktionsgleichung fiir K7 (S2, N). Mit (6.18)

erhalt man

Ky (Sy, N) = =222 (6.19)

Zunichst soll die Abhéngigkeit von So untersucht werden. Wie kénnte man mit

dem Reproduktionstool eine Simulation fiir K n(S2) durchfiihren?

Mit (6.18) gilt

R S
Kin(sy) = Sunsi(5) (6.20)

_51
Sle N

Mit dem Reproduktionstool lassen sich Simulationswerte fiir Ry n g, (S2) bestimmen und an-

hand des Bearbeitungsmodus zu Simulationswerten fiir K n(S2) umformen (vgl. Abbildung
6.23).

Aufgabe

Finden Sie anhand des Fit-Verfahrens eine Funktionsvorschrift fiir K n(952)!
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5000 100.0 1500 200.0 2500 300.0 3500 400.0 4500 500.0 5500 600.0 6500 700.0 750.0 800.0

Abbildung 6.23: K| y_200(S2) bei Ausbeutungskonkurrenz mit negativem interspezifischen
Einfluss (Intra 1 & Inter -, sim = 100)

Die in Abbildung 6.23 dargestellten Simulationswerte lassen auf einen Ansatz der Form
K n(S2) = e~M1 S2 mit My > 0 schlieBen. Da bei allen bisher hergeleiteten Reproduktions-
funktionen —% (bzw, —%) im Exponent von e stand, nehmen wir hier an, dass M; = % ist.

Damit ergibt sich der Ansatz

Ki(N,Ss) = e % (6.21)
Mit (6.18) folgt K1(N,Sp) = 251085y 0 g y(8p) = s yng K g, (N) =
Sie” N Sie” N

Ry 5,,5,(N)
—

Sie” N

anhand des Fit-Verfahrens bestétigen.

Mit Simulationswerten fiir K1 nx(S2) und Kj g,(IV) ldsst sich der Ansatz (6.21)

Funktionsgleichung fiir R;(N, S, 52)

Aufgabe
Stellen Sie die Funktionsgleichung fiir Ry (N, S1,S2) auf!

Wir erhalten

Sa S1

Ri(N,S51,52) = e N Sjpe V. (6.22)

6.3.2.2 Reproduktionsfunktion der Spezies 2

Bevor wir beginnen nach einer Reproduktionsfunktion fiir Spezies 2 zu suchen, schauen wir

uns die Reproduktionsfunktion der Spezies 1 noch einmal genauer an.
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Aufgabe
In welchem Teil der Funktionsvorschrift von R;(N, S1,S2) finden die interspezi-

fischen und in welchem die intraspezifischen Wechselbeziehungen Ausdruck?

Die Reproduktionsfunktion der Spezies 1 setzt sich zusammen aus dem Produkt der Funk-
tionsterme Sy e_% und e_%. Da der erste Term von S7 und der zweite von Se abhingt,
driicken sich die intraspezifischen Wechselbeziehungen der Spezies 1 in S eisﬁl und die
interspezifischen Wechselbeziehungen in 6_% aus. Zur Erinnerung: Spezies 1 hat das Re-
produktionsmodell Intra 1 & Inter -. Es fillt daher auf, dass der ,intraspezifische* Term
St ef% genau der in Kapitel 6.3.1.1 hergeleiteten Reproduktionsfunktion fiir eine Popula-
tion mit Ausbeutungskonkurrenz ohne interspezifische Einfliisse, also fiir Intra 1 & Inter

0, entspricht.

Aufgabe

Die Spezies 2 hat das Reproduktionsmodell Intra 2 & Inter -. Haben Sie auf-
grund der vorangegangenen Analyse von R;(N,S1,S2) und unter Zuhilfenah-
me der Ergebnisse aus Kapitel 6.3.1 eine Idee fiir die Reproduktionsvorschrift
R2(N, S3,51)7

Gehen wir fiir die Reproduktionsfunktion der Spezies 2, wie bei der Spezies 1, von einer
Produktdarstellung zweier Terme, wovon einer von S7 und einer von Ss abhéingt, aus, so
beschreibt der eine die intraspezifischen und der andere die interspezifischen Wechselbezie-
hungen. Im Folgenden sollen diese mit Intra- bzw. Inter-Term bezeichnet werden. Da im Falle
der Spezies 1 der Intra-Term der Reproduktionsfunktion fiir Intra 1 & Inter O entspricht,
setzen wir fiir Ro(N,S2,S51) mit der analogen Annahme an, dass hier der Intra-Term der
Reproduktionsfunktion fiir Intra 2 & Inter O entspricht. Damit erhalten wir mit (6.13)
den Intra-Term N (1 — eSTVQ). Spezies 1 und Spezies 2 haben beide die interspezifische Repro-
duktionsbedingung Inter -. Somit haben sie moglicherweise auch denselben Inter-Term. Fiir

S
Spezies 2 wire das folglich e” ™. Somit erhalten wir

S s

Ry(N,S5,8) = N(l—e ~)e ¥ (6.23)
als Ansatz fiir die Reproduktionsfunktion der Spezies 2.

Aufgabe
Wie kann der Ansatz fiir die Reproduktionsfunktion der Spezies 2 anhand des

Reproduktionstools bestétigt werden?

Mit dem Reproduktionstool kénnen Simulationen fiir Ry n.s,(51), R2.n,s, (S2) und Ra 5,5, (N)
durchgefiihrt werden. (6.23) liefert Ansitze fiir die zugehorigen Funktionsvorschriften. An-

hand des Fit-Verfahrens kénnen diese bestétigt werden. Dies gelingt in allen drei Fillen.
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Damit ist (6.23) als Reproduktionsfunktion von Spezies 2 bestdtigt. Mit (6.2), (6.22) und

(6.23) erhalten wir das Differenzengleichungssystem

So(t) 51(t)
Si(t+1) = rie N Sy e” N

_S2(®) _51@®)
So(t+1) = 9 N(l—e N )e N

zur Beschreibung der Populationsentwicklung beider Arten.

6.3.3 Systeme mit beliebigem Reproduktionsmodell

Nachdem wir in den vorangegangenen Abschnitten Differenzengleichungen zur Beschreibung
der Populationsentwicklung hergeleitet haben, soll dieses nun systematisch fiir alle Repro-
duktionsmodelle Intra i & Inter j mit ¢ € {1,2} und j € {0,+, —, ——} geschehen. Dabei
werden folglich die Reproduktionsmodelle aus den letzten beiden Abschnitten (Intra 1 &
Inter 0, Intra 2 & Inter 0, Intra 1 & Inter - und Intra 2 & Inter -) ein weiteres Mal
betrachtet. Die zugehorigen Differenzengleichungen werden allerdings teilweise auf anderem
Wege hergeleitet.

Zunéchst werden Populationen betrachtet, die intraspezifisch Ausbeutungskonkurrenz (Intra
1) unterhalten und die Auswirkungen verschiedener interspezifischer Wechselbeziehungen
untersucht. Anschliefflend werden die gleichen Untersuchungen im Falle von intraspezifischer

Interferenzkonkurrenz (Inter 2) durchgefiihrt.

6.3.3.1 Ausbeutungskonkurrenz bei interspezifischen Einfliissen

Wir betrachten also Arten mit einem Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter j mit j €
{Oa +, =, __}'

Ansatz

Aufgabe

Fiithren Sie Simulationen der Reproduktion Rg n(S) in Abhéngigkeit der eige-
nen Individuenanzahl S fiir alle Reproduktionsmodelle Intra 1 & Inter j mit
j € {0,4, —,——} durch. Was féllt auf? Finden Sie Erkldrungen fiir Thre Beob-

achtungen!

In Abbildung 6.24 sind Simulationen fiir die Reproduktionsfunktionen Rg/ n(.S) von Popu-
lationen (a) ohne interspezifischem Einfluss (Intra 1 & Inter 0), (b) mit positivem inter-
spezifischem Einfluss (Intra 1 & Inter +), (c) mit negativem interspezifischem Einfluss

(Intra 1 & Inter -) und (d) mit schwach negativem interspezifischem Einfluss Intra 1 &
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Inter - - dargestellt. Dabei wurde die Reproduktion der Spezies in Abhéngigkeit der eigenen
Individuenanzahl S fiir eine feste Individuenanzahl der anderen Spezies (S’ = 50) und eine
feste FeldgroBe (N = 100) simuliert. Es fillt auf, dass alle Graphen denselben Verlauf haben.
Dies liegt daran, dass in allen Féllen fiir das Reproduktionsmodell intraspezifisch Ausbeu-
tungskonkurrenz, also Intra 1, gewéhlt wurde und die Reproduktion in Abhéngigkeit von
der eigenen Individuenanzahl simuliert wurde. Die Graphen lassen, wie in Kapitel 6.3.2.1 auf

den Ansatz
Ry n(S) = K Se b9 (6.24)

fir K, L > 0 schliefen. Teilt man die Simulationsergebnisse ]:25/, ~n(S) durch S, dann erhilt
man eine Simulation fiir RNT(S) = K e % und K lisst sich anhand des Schnittpunktes mit

der y-Achse ablesen. Mit Hilfe des Fit-Verfahrens lisst sich der Ansatz (6.24) bestétigen.

Abhingigkeiten der Konstanten
Aufgabe

Untersuchen Sie, ob und wie die Konstanten K und L von S’ und N abhéngen!

Fiir unterschiedliche Werte von S’ und N werden anhand des Fit-Verfahrens Simulations-
werte K und L fiir K und L bestimmt (vgl. Tabelle 6.3).

Intra 1

Inter 0 Inter + Inter — Inter — —
s N|K L K L | K L K L
100 100|{ 1 0,01 {0,656 0,01 [0,37 0,01 | 0,75 0,01
100 150| 1 0,007 | 0,5 0,007 0,55 0,007 0,875 0,007
50 200 1 0,005]|0,24 0,005]|0,77 0,005| 0,99 0.005
100 200| 1 0,005(0,39 0,005 0,62 0,005| 0,91 0,005
150 200| 1 0,005|0,54 0,005 0,48 0,005| 0,83 0,005
200 200 1 0,005|0,64 0,005|0,38 0,005| 0,74 0,005
250 200 1 0,005|0,75 0,005 |0,30 0,005| 0,66 0,005
300 200 1 0,005|0,81 0,005]|0,23 0,005| 0.56 0,005

Tabelle 6.3: K und L abhingig von S’ und N fiir unterschiedliche Reproduktionsmodelle mit

Ausbeutungskonkurrenz

139



6.3 Herleitung der Differenzengleichungen

1000
a0 4
an0 o
B0~
800 4
A0 o
700+
B5.0 o
60O o
850 -~
500 4
450
400+
3[04
300 A
260 o
200 4
150 A
100 -+

a0
00

100.0
850
90,0
850
200
750
700
B5.0
60.0
550
0.0
450
a0n0
350
200
250
200
160
100
a0
0.0

g

50.0 100.0 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

(a)

8

60.0 1000 160.0 2000 2400 3000 3560.0 4000 4500 5000

()

100.0
95.0
80.0
85.0
80.0
75.0
700
65.0
60.0
55.0
60.0
5.0
400
35.0
300
25.0
200
15.0
100
5.0
0.0

100.0
85.0
90.0
85.0
0.0
750
70.0
B5.0
60.0
55.0
£0.0
45.0
a0.0
350
300
25.0
200
16.0
10.0
a0
0.0

s

/

0.0 1000 160.0 2000 2500 200.0 2600 400.0 450.0 500.0

(b)

o,

g

500 1000 160.0 2000 2500 3000 3560.0 400.0 4500 A00.0

(d)

Abbildung 6.24: RS/:507N:100(S) bei Ausbeutungskonkurrenz, sim = 50: (a) ohne interspe-

zifischem Einfluss (Intra 1 & Inter 0), (b) mit positivem interspezifischem Einfluss (Intra

1 & Inter +), (¢) mit negativem interspezifischem Einfluss (Intra 1 & Inter -) und (d)

mit schwach negativem interspezifischem Einfluss (Intra 1 & Inter - -)
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Fiir den Fall, dass keine interspezifischen Einfliisse bestehen (Inter 0), héngt die Reproduktion
natiirlich nicht von S” ab. Dieses zeigt sich ebenfalls in der Tabelle: Die beiden Konstanten
bleiben fiir verschiedene S’ konstant. Weiter lisst sich anhand der Tabelle schlieflen, dass K

stets den Wert 1 annimmt und L von N abhéngt. Damit ergibt sich fiir Intra 1 & Inter 0
R(N,S) = § e tMS, (6.25)

wobei L(N) nicht von S abhéngt.

Fiir die Reproduktionsmodelle mit interspezifischen Wechselwirkungen (Inter +, -, - -) lassen
sich der Tabelle folgende Ergebnisse entnehmen: K hiingt stets von S’ und N ab. L hingegen
scheint lediglich von N abzuhéngen. Folglich erhélt man im Falle der Reproduktionsmodelle

Inter 1 + Inter + bzw. (—, ——)
R(N,S,8") = K(§',N) S e M9, (6.26)

wobei K (S’, N) nicht von S abhéngt und L(N) nicht von S und S” abhéngen.

Funktionsgleichung fiir L(N)

Aufgabe
Finden Sie eine Funktionsgleichung fiir L(N)!

Im Falle von Inter 0 gilt mit (6.25)

— log (1))

L(N) .

(6.27)

In Abbildung 6.25 werden links anhand von (6.27) erzielte Simulationswerte L(N) dargestellt.
Multipliziert man diese Werte mit N, dann liegen die resultierenden Werte etwa bei 1, wie
rechts in Abbildung 6.25 dargestellt ist. Damit erhélt man L(NV) = % Diese Vorgehensweise

kennen wir bereits aus Kapitel 6.3.1.1. Es gilt also ebenfalls

R(N,S) = Sew (6.28)

im Falle des Reproduktionsmodells Intra 1 & Inter O.

Nun soll die Funktionsvorschrift von L(N) im Falle intraspezifischer Ausbeutungskonkur-
renz und interspezifischen Einfliissen bestimmt werden. Dazu wird folgendermaflen auf das
Ergebnis fiir Populationen ohne interspezifische Wechselbeziehungen zuriickgegriffen.

Im Falle von Inter + bedarf es der Anwesenheit von mindestens einem Individuum der

anderen Spezies in einem Késtchen, damit es zur Reproduktion kommen kann. Fiir eine
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Abbildung 6.25: (a) L(N) und (b) L(N) - N (S = 100, sim = 100)

ausreichend grofie Anzahl an Individuen der anderen Art S’ kann davon ausgegangen werden,
dass jedes Késtchen mit mindestens einem solchen Individuum belegt ist. In diesem Fall
verhilt sich die Reproduktion, genau so, wie wenn keine interspezifischen Einfliisse vorliegen.
Mit (6.26) und (6.28) gilt also R(N, S, ") = K(S', N) S e E)S = § ¢+ . Damit gilt folglich
K(S',N)=1und L(N) = +.

Ahnliche Argumente kénnen im Falle von Inter — und Inter —— genutzt werden. Bedingung
fiir eine Reproduktion im Kéistchen ist, dass es kein Individuum der anderen Art enthéilt.
Die Reproduktion verhilt sich also im Falle von S’ = 0 genau wie fiir Populationen ohne
interspezifische Einfliisse. Folglich gilt R(N,0,S) = K(0,N) S e LS = g e und somit
K(0,N) =1 und ebenfalls L(N) = 3.

Fiir Inter 4+, — und —— gilt daher

Z[w

R(N,S,S8") = K(S',N)Se ~, (6.29)

wobei K (S’, N) nicht von S abhingt.

Funktionsgleichung fiir K (S, N)

Aufgabe
Suchen Sie eine Funktionsvorschrift fiir K(S’, N)! Untersuchen Sie zuerst die
Abhéngigkeit von S” und dann von N.

Mit (6.29) erhélt man K (S, N) = RIN.SS)  7uméichst soll die Abhéngigkeit von S untersucht

. Se N
werden. Es wird also

N

Ry s(

sy - )

(6.30)

Z|w
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betrachtet. Bei Ky (S") handelt es sich also um die Reproduktionsfunktion in Abhéngigkeit
von S’ geteilt durch einen beziiglich S” konstanten Faktor. Mit dem Reproduktionstool las-
sen sich Simulationswerte fiir Ry g(S") bestimmen und anhand des Bearbeitungsmodus zu
Simulationswerten fiir K (S") umformen (vgl. Abbildung 6.26).

Die in Abbildung 6.26 dargestellten Simulationswerte lassen im Falle von (a) auf einen Ansatz

der Form
Kn(§) = 1—e ™% (6.31)
mit M > 0 und im Falle von (b) auf einen Ansatz der Form
Kn(S) = eM¥ (6.32)

mit M > 0 schlieen. Im Falle von (c) erscheint es schwieriger einen geeigneten Ansatz zu
finden. Um an dieser Stelle zu einer Losung zu kommen, lohnt sich eine genauere Unter-
suchung des Reproduktionsmodells. Inter —— ist in einem Késtchen erfiillt, wenn es nicht
oder genau einmal mit einem Individuum der anderen Spezies belegt ist. Unter Zuhilfenah-
me der Reproduktionsfunktionen fiir die Reproduktionsmodelle Intra 1 & Inter 0 und
Intra 2 & Inter O erhalten wir folgendes Ergebnis: Werden S’ Individuen einer Spezies
zufillig auf dem Feld verteilt, dann sind N(1 — 6_%) Késtchen durch mindestens ein In-
dividuum (Intra 2 & Inter 0), S’ e‘% durch genau ein Individuum (Intra 1 & Inter
0) und N — N(1 — e_%l) = Ne% nicht belegt (Anzahl aller Késtchen abziiglich der An-
zahl der belegten Késtchen). Damit ist zu erwarten, dass Inter —— folglich im Schnitt in
(S"+N )ef% Kistchen erfiillt ist. Da fiir Reproduktion in einem Késtchen sowohl Intra als
auch Inter erfiillt sein muss, entspricht die Anzahl der Reproduktionen nur einem Anteil von

(S’—i—N)e*SW. Es gilt also Ry s(S") = Pn,s-(S"+N) e~ ¥ fiir ein von S’ unabhéngiges Py g.

, _s
Mit (6.30) folgt daraus Ky (S') = PN’S'(j +_N§) ¢ ¥ Da Kn(9') nicht von S abhiingt, héngt
e N
auch M := PL‘SS nicht von S aber ggf. von N ab. Wir erhalten folglich den Ansatz
Se N
Kn(S) = M (S'+N)e ~ (6.33)

mit M unabhingig von S.
Anhand des Fit-Verfahrens lassen sich alle drei Ansétze bestéitigen. Weiter zeigen Simulatio-
nen von M fiir unterschiedliche Werte von N, dass M von N abhingt. Es gilt also im Falle

von (a)
K(N,§") = 1—e MM (6.34)
im Falle von (b)
K(N,§") = MM (6.35)
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Abbildung 6.26: Kn—200(S’) bei Ausbeutungskonkurrenz, sim = 100: (a) mit positivem
interspezifischm Einfluss (Intra 1 & Inter 4 ), (b) mit negativem interspezifischem Einfluss
(Intra 1 & Inter -) und (c) mit schwach negativem interspezifischem Einfluss (Intra 1 &
Inter - -)
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und im Falle von (c)

!

K(N,S") = M(N) (S +N)e ~. (6.36)

Funktionsgleichung fiir M (N)

Aufgabe
Finden Sie eine Funktionsvorschrift fir M (NV)!

Mit (6.29) folgt Kg/(N) = R:’fsg). Aus (6.34), (6.35) und (6.36) erhilt man also
e N
Rar <(N)
log(1 — fes D)
10g 1-— KS’ N e,i
M(N) = - ( 5 ) _ S,S - (6.37)
im Falle von (a),
Ry s(N)
log(==*5—)
log(K g (N &
M(N) = — ( S/( ) __ :99, il (6.38)
im Falle von (b) und
Rgr s(N)
, —5
M(N) = Ke(N) __ se® (6.39)

(S + N)e ¥ (S'+ N)e~ ¥
im Falle von (c). Die Funktionsgleichungen fiir M (/N) lassen sich nun in analoger Weise, zu
denen fiir L(N) herleiten. So erhilt man M(N) = + in allen drei Fllen.
Funktionsgleichung fiir R(N, S, S")

Aufgabe
Stellen Sie nun eine Funktionsvorschrift fiir R(N, S, S’) auf!

Damit erhélt man im Falle von (a)

Sl

R(N,S,8") = (1—e ¥)Sew (6.40)
im Falle von (b)
R(N,S,S) = e % Se ¥ (6.41)
und im Falle von (c)
R(N,S,S) — %(s’ LN) e w e R (6.42)

145



6.3 Herleitung der Differenzengleichungen

6.3.3.2 Interferenzkonkurrenz bei interspezifischen Einfliissen

Im kommenden Abschnitt betrachten wir Arten, die innerartlich Interferenzkonkurrenz un-

terhalten, also ein Reproduktionsmodell Intra 2 & Inter j mit j € {0,+, —, ——} besitzen.

Aufgabe
Leiten Sie die Funktionsvorschrift fiir R(N,S,S’) her! Orientieren Sie sich am

vorangegangenen Abschnitt!

Ansatz

Abbildung 6.27 zeigt Simulationen fiir die Reproduktionsfunktionen Rg/ n(S) von Popula-
tionen (a) ohne interspezifischem Einfluss (Intra 2 & Inter 0), (b) mit positivem interspe-
zifischem Einfluss (Intra 2 & Inter +), (c¢) mit negativem interspezifischem Einfluss (Intra
2 & Inter -) und (d) mit schwach negativem interspezifischem Einfluss Intra 2 & Inter - -.
Wieder wurde die Reproduktion der Spezies in Abhéngigkeit der eigenen Individuenanzahl
S fiir eine feste Individuenanzahl der anderen Spezies (S’ = 50) und eine feste Feldgrofe

(N = 100) simuliert. Die Darstellungen lassen in allen Féllen auf den Ansatz
Rsn(S) = K (1-e ) (6.43)

fir K,L > N schlieen. Dabei ist K der Grenzwert der Funktion fiir S — oo und ldsst
sich im Koordinatensystem ablesen. Mit Hilfe des Fit-Verfahrens lésst sich der Ansatz (6.43)

bestétigen.

Abhingigkeiten der Konstanten

Untersucht man, wie in Kapitel 6.3.3.1, die Konstanten K und L auf ihre Abhéngigkeit
von den Parametern S’ und N, so erhiilt man die folgenden Ergebnisse: Im Fall, dass keine
interspezifischen Einfliisse bestehen (Inter 0), hingen K und L nur von N ab. In den restlichen
Féllen (Inter +, - und - -) hingt K von S’ und N, L allerdings nur von N ab.

Betrachtet man die Reproduktionsbedingung Intra 2 genauer, kann man fiir (a) sogar K = N
feststellen: Werden geniigend Individuen auf dem Feld verteilt, so sind alle N Késtchen belegt
und somit bringt im Falle von Inter 0 jedes Késtchen ein reproduktionsfihiges Individuum

hervor. Daraus ergibt sich fiir (a)
R(N,S) = N (1—e L9 (6.44)
wobei L(N) nicht von S abhéngt. Fiir die restlichen Fille erhalten wir
R(N,S,8") = K(8',N) (1—e L9 (6.45)

wobei K(S’, N) nicht von S und L(N) nicht von S und S’ abhiingt.
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Abbildung 6.27: RS/:507N:100(S) bei Interferenzkonkurrenz, sim = 50: (a) ohne interspezifi-

schem Einfluss (Intra 2 & Inter 0), (b) mit positivem interspezifischem Einfluss (Intra 2

& Inter +), (c) mit negativem interspezifischem Einfluss (Intra 2 & Inter -) und (d) mit

schwach negativem interspezifischem Einfluss (Intra 2 & Inter - -)
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Funktionsgleichung fiir L(N)

Wieder soll im néichsten Schritt eine Funktionsgleichung fiir L(N') gefunden werden. Im Falle

von Inter 0 gilt mit (6.44)

oe(] — RS
vy = —ed- "y (6.46)
S
und in den restlichen Fillen gilt mit Ansatz (6.45)
—log(1 — RW5). )
L(N) = K& (6.47)

S
Mit der {iblichen Vorgehensweise (vgl. Kapitel 6.3.3.1) wird stets L(N) = & gefunden.

Funktionsgleichung fiir K (S, N)

Mit dem Reproduktionstool lassen sich, wie in Kapitel 6.3.3.1, Simulationswerte fiir K (5")
bestimmen (siehe Abbildung 6.28).

Vergleicht man diese mit den Simulationen fiir K (S’) im Falle von Intra 1 (vgl. Abbildung
6.26), dann erkennt man &hnliche Verldufe. Allerdings liegt im Falle von (a) der Grenzwert
und im Falle von (b) und (c) der Schnittpunkt mit der y-Achse nicht bei 1 sondern offenbar
bei N. Anhand mehrerer Simulationen fiir unterschiedliche N ldsst sich dies bestétigen. Somit

erhdlt man die Ansétze
Kn(S) = N(@Q—e M%) (6.48)
mit M > 0 im Falle von (a),
Kn(S) = NeM¥ (6.49)
mit M > 0 im Falle von (b) und

Kn(S) = M N(S'+N)e ~ (6.50)

mit M > 0 und M unabhéngig von S im Falle von (c).
Verfihrt man nun bei allen weiteren Schritten analog zu der Vorgehensweise in Kapitel
6.3.3.1, so erhilt man in allen drei Féllen, M = M(N) = 3.

Funktionsgleichung fiir R(N, S, S")
Damit erhélt man im Falle von (a)
R(N,S,S') = N(l—e %) (1-en), (6.51)
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Abbildung 6.28: [N(N:150(S”) bei Interferenzkonkurrenz, sim = 50: (a) mit positivem inter-
spezifischem Einfluss (Intra 2 & Inter +), (b) mit negativem interspezifischem Einfluss

(Intra 2 & Inter -) und (c) mit schwach negativem interspezifischem Einfluss (Intra 2 &

Inter - -)
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im Falle von (b)
R(N,S,8") = Ne ¥ (1—e W) (6.52)
und im Falle von (c)

R(N,S,S) = (S'+N)e v (1—e ¥). (6.53)

6.3.3.3 Gleichungen fiir die Populationsgré3en

An dieser Stelle ist eine wichtige Anmerkung zu machen: Die im Rahmen dieses Kapitels
hergeleiteten Funktionsvorschriften fiir die Reproduktionsfunktionen stellen nur fiir grofie
Kastchenanzahlen N gute Ndherungen fiir den Erwartungswert dar. Die Griinde dafiir wer-

den in Kapitel 6.4.2 genauer erldutert.

Mit den erzielten Ergebnissen der beiden vorangegangenen Abschnitte konnen wir nun fiir
ein System zweier interagierender Spezies im Falle einer groflen Késtchenanzahl N folgendes
Differenzengleichungssystem angeben: Es seien r; und ro € Ry. Fiir i1,i2 € {1,2} und
Ji,j2 € {0,+,—, ——} sei Intra i; & Inter j; das Reproduktionsmodell der Spezies 1 und

Intra i & Inter jo das Reproduktionsmodell der Spezies 2, dann ist

Sit+1) = 11 i (S1(8) g5 (S2(0)), (6.54)
Sa(t+1) = 12 fiy(52(t)) g3, (S1(1)) (6.55)
mit
S
iR R.. S Se N, falls i = 1 (6.56)
i - ; = .
T N —e %), fallsi=2
und
1, falls j =0
S/
1—e™ W, falls j = +
g Ry =Ry, S — S/e e (6.57)
e N, falls j = —

eV + %e*%, falls j = — —.

6.3.3.4 Gleichungen fiir die Populationsdichten

In den Differenzengleichungen (6.55) fiir die PopulationsgréBen kommt die Gréfie N vor, die

fiir die Anzahl der Késtchen steht. Im Kéastchenmodell dienen diese Késtchen der Abbildung
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6.4 Eignung der deterministischen Néherungen

von Phédnomenen, wie dichteabhéngigen Effekten und Interaktionen von Individuen. In rea-
len Systemen sind derartige abgegrenzte Areale hingegen in der Regel® nicht zu finden. Im
Folgenden soll daher eine mathematische Beschreibung hergeleitet werden, die ohne Kést-
chen auskommt.

Die Dichte einer Population, welche die durchschnittliche Individuenanzahl pro Flachenein-
heit des Lebensraums beschreibt, ist eine natiirliche Grofe, die sich auch in realen Systemen
bestimmen ldsst. Die Gleichungen aus (6.55) lassen sich zu Gleichungen fiir die Populations-
dichten umschreiben. Die durchschnittliche Populationsdichte der Spezies im Lebensraum
ldsst sich durch die Groflien X := % und Y := %, also der Individuenanzahl, die im Schnitt
auf ein Késtchen kommt, beschreiben. Daraus ergeben sich mit (6.55) die folgenden Glei-
chungen: Es seien 1 und ro € Ry. Fiir 41,49 € {1,2} und ji,j2 € {0, 4, —, ——} sei Intra i;
& Inter j; das Reproduktionsmodell der Spezies 1 und Intra iy & Inter j» das Reproduk-

tionsmodell der Spezies 2, dann ist

X(t+1) = T Fll(X) Gjl(Y)

Y(t + 1) = r Fj, (Y) G]‘Q(X) (658)
mit
PR R.. X Xe X, falls i =1 (6.59)
X - Ry, X — .
S " 1—e X, fallsi=2
und
1, falls j =0
1—e Y, falls j = +
G, iRy — Ry, X J (6.60)
eV, falls j = —

eY +Ye ™, fallsj=——.
6.4 Eignung der deterministischen Nidherungen

Bei den Differenzengleichungen handelt es sich um deterministische Ndherungen der stochas-
tischen Prozesse im Késtchenmodell. Die damit einhergehenden Einschriankungen wollen wir
in diesem Abschnitt beleuchten. Wir werden dabei auf die Auswirkungen des Informations-
verlusts, der sich aus dem Ubergang zu Erwartungswerten ergibt, eingehen. Weiter werden
wir eine zusétzliche Einschrinkung diskutieren, die bei der Bestimmung der Erwartungswerte

anhand des Reproduktionstools, auftritt.

9 Ausnahmen sind tatséchlich diskretisierte Lebensraume, wie Brutplitze oder Waben eines Bienenstocks.
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6.4.1 Stochastisches versus deterministisches Modell

In Kapitel 6.1 haben wir bereits festgestellt, dass die auf Erwartungswerten beruhenden Dif-
ferenzengleichungen die Simulationen nur bedingt beschreiben kénnen, da es sich bei ihnen
um deterministische Modelle handelt. Die auf dem stochastischen Késtchenmodell basieren-
den Simulationen sind stochastische Prozesse. Fiir einen stochastischen Prozess gibt es
trotz gleicher Startbedingungen viele Entwicklungsmoglichkeiten. Dabei sind einige Entwick-
lungen mehr und andere weniger wahrscheinlich. Bei einem deterministischen Modell gibt es
dagegen nur eine mogliche Entwicklung fiir eine feste Startbedingung. Ein deterministisches
kann ein stochastisches Modell folglich nicht vollstéindig beschreiben sondern nur ein Teilpro-
blem abbilden. Fiir uns ist es daher wichtig die deterministischen Modelle genau daraufhin
zu priifen, wie gut sie das entsprechende stochastische Modell abbilden. Im Folgenden dis-
kutieren wir anhand einiger Beispiele inwiefern sich die Ergebnisse von stochastischem und
deterministischem Modell unterscheiden kénnen.

Dazu wollen wir zwei Ergebnisarten unterscheiden. Ein quantitatives Ergebnis gibt die
konkreten Populationsgréfien pro Generation an. Im Gegensatz dazu steht ein qualitatives
Ergebnis, welches sich auf die Entwicklung der Art beziiglich Uberleben oder Aussterben
bezieht. Dabei ist hier mit Uberleben ,,Uberleben iiber einen lingeren Zeitraum“ gemeint.
Im stochastischen Modell stirbt beispielsweise de facto jede Art mit Intra 1 irgendwann aus,
da bei sehr vielen Simulationen irgendwann der Fall eintreffen wird, bei dem kein Kést-
chen von nur einem Individuum belegt ist. Trotzdem tritt dies fiir nicht allzu grofie Repro-
duktionsfaktoren bei den von uns durchgefiithrten Simulationen nur sehr selten auf, da die
Wahrscheinlichkeit des Aussterbens bei ausreichend kleinen Reproduktionsfaktoren in jeder
einzelnen Generation sehr gering ist und wir in der Regel nur weniger als 1000 Generationen
simulieren.

Wir wissen bereits, dass aufgrund der Unterschiede zwischen stochastischen und determinis-
tischen Modellen die Ergebnisse der beiden Modellarten quantitativ nicht iibereinstimmen
konnen. Daher beschrénken wir uns auf den Vergleich der qualitativen Ergebnisse: Je haufiger
die Ergebnisse des deterministischen Modells mit denen des stochastischen Modells qualita-
tiv {ibereinstimmen, umso besser eignet das deterministische Modell sich zur Beschreibung

des stochastischen Modells.

6.4.1.1 Abweichung der qualitativen Ergebnisse

Im Folgenden betrachten wir ein Beispiel bei dem das qualitative Ergebnis von determinis-

tischem und stochastischem Modell nicht iibereinstimmen.
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Aufgabe

Untersuchen Sie die Entwicklung des Systems mit dem Reproduktionsmodell In-
tra 1 & Inter 0 / Intra 1 & Inter - fiir die Reproduktionsfaktoren 7 = 4 und
rg = 6 anhand der Simulationssoftware und der Differenzengleichungen. Stellen
Sie dazu die durch die Differenzengleichungen beschriebene Populationsentwick-
lung mit Hilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms in einem Koordinatensystem
dar! Vergleichen Sie diese mit Simulationsergebnissen anhand der Simulations-

software! Erklédren Sie IThre Beobachtungen!

Es zeigt sich, dass es bei den Simulationen anhand der Software zum Aussterben kommt, bei
den Differenzengleichungen allerdings nicht. Die qualitativen Ergebnisse der beiden Model-
larten stimmen bei diesem System folglich nicht iiberein. Der Grund dafiir ist folgender: Das
deterministische Modell beschreibt den Erwartungswert fiir die Populationsgrofie jeder Gene-
ration. Dieser ist fiir beide Generationen stets grofler als Null. Bei den Simulationen kommt
es aufgrund der Abhéngigkeit vom Zufall zu unterschiedlich starken Streuungen um diesen
Erwartungswert. Tritt eine ausreichend starke Abweichung nach unten auf, so wird die Po-
pulationsdichte Null angenommen und die Art stirbt aus. Ein solches Phinomen bezeichnet

man als stochastischen Effekt.

6.4.1.2 Uberlebenschancen

Wir haben in Kapitel 5 aus Teil II bereits Systeme kennen gelernt, bei denen fiir verschiede-
ne Simulationsdurchlédufe zu den gleichen Einstellungen, also gleichen Reproduktionsfaktoren
und gleichen Startwerten, unterschiedliche qualitative Ergebnisse erzielt wurden.
Beispielsweise im Falle bestimmter Systeme, bei denen es zur Exklusion kommt, besteht fiir
beide Arten eine gewisse Uberlebenschance, die weder null noch hundert Prozent betrigt
(vel. Kapitel 5.2). Dabei kann diese Uberlebenschance fiir die eine Art grofer als fiir die
andere sein. Dementsprechend wird eine Art bei wiederholten Simulationen hiufiger als die
andere iiberleben.

Eine Differenzengleichung kann den Umstand, dass eine Art nur mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit iiberlebt, nicht abbilden. In einem deterministischen Modell gibt es nur Uber-
lebenschancen von hundert oder null Prozent. Fiir gleiche Parameter wird die Entwicklung

der Population hier immer gleich ausfallen.

Aufgabe
In Kapitel 5.2.1 aus Teil II haben wir festgestellt, dass im Falle des Reprodukti-
onsmodells Intra 1 & Inter - / Intra 1 & Inter - bei gleichen Reproduktions-

faktoren und gleichen Startwerten Exklusion stattfindet, wobei beide Arten die
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gleiche Uberlebenschance haben. Das bedeutet, dass bei mehreren Simulationen
beide Arten ungefihr gleich oft sterben bzw. iiberleben. Stellen Sie Vermutungen
dazu an, wie die Entwicklung der beiden Arten aussieht, wenn sie anhand der

entsprechenden Differenzengleichungen beschrieben wird.

Da die Differenzengleichungen immer den Erwartungswert fiir die Populationsdichten ange-
ben, wird sich eine Entwicklung zeigen, bei der beide Arten iiberleben. Es gibt ungefihr so
viele Simulationen, bei denen eine Art ausstirbt, wie solche, bei denen diese Art iiberlebt und
somit eine positive Populationsdichte hat. Damit ergibt sich ein positiver Erwartungswert.
Dariiber hinaus wird die Populationsentwicklung beider Arten fiir die Differenzengleichung
sogar identisch sein, da fiir beide Arten alle Parameter gleich sind.

Dies ist ein extremes Beispiel fiir den Fall, dass sich das deterministische Modell schlecht zur

Beschreibung des stochastischen Modells eignet.

6.4.2 Problematik von kleinen Kistchenanzahlen

Eine weitere Einschrinkung beim Ubergang vom deterministischen zum stochastischen Mo-
dell ergibt sich bei der Bestimmung der Erwartungswerte fiir die Anzahl der Reproduktionen
anhand von Simulationen. Die anhand des Reproduktionstools hergeleiteten Funktionsvor-
schriften beschreiben die Erwartungswerte fiir die mittels Simulation erzielten Graphen nur
dann zutreffend, wenn die Feldgrole N ausreichend grof gewéhlt wurde. Eine Erklarung fiir
dieses Phénomen kann auf Schulniveau nicht gegeben werden. Der Vollstédndigkeit halber
soll an dieser Stelle trotzdem eine Begriindung erfolgen: Eine stets zutreffende mathemati-
sche Beschreibung fiir die Erwartungswerte der Individuenanzahlen, wurde in Kapitel 6.3
(Gleichung (6.18)) mit Mitteln der Stochastik hergeleitet. Dabei wurde ausgenutzt, dass die
Anzahl der Individuen, die bei der zufiilligen Verteilung (Gleichverteilung, da jedes Kést-
chen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit von einem bestimmten Individuum besetzt wird.)
der Individuen auf dem Feld in ein bestimmtes Kistchen fallen, binomialverteilt ist. Im
Falle grofler Késtchenanzahlen kann die Binomialverteilung durch eine Poissonverteilung an-
gendhert werden. In (6.55) sind die mit dem Reproduktionstool hergeleiteten Gleichungen
dargestellt. Eine Herleitung der Reproduktionsfunktion mittels Stochastik, bei der statt der
Binomialverteilung eine Poissonverteilung angenommen wird, fithrt ebenfalls zu den Glei-
chungen (6.55). Eine Poissonverteilung lisst sich allerdings bei einer kleinen Késtchenanzahl
nicht annehmen. Daher stellen die Gleichungen nur im Falle einer groflen Késtchenanzahl

eine gute Ndherung dar.
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KAPITEL 1

Einleitung

Dieser Teil der Arbeit stellt eine Fortfiihrung des Teils II dar und richtet sich ebenfalls in
erster Linie an Schiiler. Dariiber hinaus sollen die folgenden Inhalte Lehrern als Anregung

fiir Projekte anhand des bereitgestellten Unterrichtsmaterials dienen.

In Teil IT haben wir mathematische Beschreibungen fiir die unterschiedlichen im Rahmen die-
ser Arbeit betrachteten Systeme hergeleitet. Dabei handelte es sich um Differenzengleichun-
gen, deren Losungen zu bestimmten Startwerten fiir jede Generation die Populationsgrofie
bzw. -dichte angeben. Wie in Teil II' bereits erwihnt, bietet die Arbeit mit den Differen-
zengleichungen mehrere Vorteile gegeniiber den Simulationen anhand des Késtchenmodells.
Zum Beispiel kénnen durch mathematische Analysen der Gleichungen Aussagen fiir ganze
Parameterbereiche erzielt werden. Simulationen anhand der Software hingegen kénnen nur
fiir konkrete Parameterwerte durchgefiihrt werden. Weiter geben Simulationen immer nur
fiir eine beschrinkte Anzahl an Generationen Auskunft, Prognosen die das Uberleben einer
Art vorhersagen, stiitzen sich bei den Simulationen stets nur auf eine beschrinkte Anzahl an
Generationen. Im Rahmen von Grenzwertbetrachtungen kénnen wir anhand der Gleichungen
hingegen Aussagen beziiglich aller Generationen herleiten. Somit eignen sich die mathemati-

schen Analysen auch dazu, Prognosen aus den Simulationen anhand der Software zu stiitzen.

Im Folgenden werden einige der hergeleiteten Differenzengleichungen mit analytischen Me-
thoden untersucht. Dabei werden wir exemplarisch nur einige wenige Systeme unter ausge-
wéhlten Gesichtspunkten betrachten. Das Modell bietet Material fiir Untersuchungen, die
weit iiber die im Folgenden vorgestellten Inhalte hinausgehen. So kénnten viele verschiedene
Systeme mit ein oder zwei Populationen anhand diverser Fragestellungen analysiert wer-

den. Bei den folgenden Untersuchungen werden wir sehen, dass ihre Ergebnisse auf bekann-

'am Anfang des Kapitels 6
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te biologische Phinomene, wie die dichteabhéngige Populationsregulation, das Konkurrenz-

Ausschluss-Prinzip oder den Allee-Effekt hinweisen.

Aus dem Kapitel 6.4 von Teil II wissen wir, dass das deterministische Modell eine Verein-
fachung des stochastischen Modells darstellt und somit auch die Ergebnisse der Modelle
voneinander abweichen kénnen. Daher wollen wir im Folgenden die anhand der Differenzen-
gleichungen erzielten Ergebnisse stets mit Simulationen vergleichen.

Weiter werden wir uns auf Untersuchungen fiir Reproduktionsfaktoren gréfer eins beschrin-
ken, da es sich bei kleineren Reproduktionsfaktoren, wie zu Beginn von Kapitel 5 aus Teil 11

erwihnt, um biologisch uninteressante Fille handelt.?

Zunéchst fithren wir im zweiten Kapitel selbst mathematische Analysen, die im Rahmen der
Schulmathematik moglich sind, durch. Wir untersuchen die Entwicklung von Populationen
unter intraspezifischer Konkurrenz, Rduber-Beute Systeme auf Gleichgewichtszustéinde und
weitere Systeme beziiglich des Konkurrenz-Ausschluss-Prinzips.

Im folgenden Kapitel wollen wir uns Analysen zuwenden, die sich teilweise nicht mehr auf
Schulniveau durchfithren lassen. Die anhand des Késtchenmodells hergeleiteten Differen-
zengleichungen werden von Llibre, Pantazi, Roeckerath und Walcher [31] in einer fachwis-
senschaftlichen Veroffentlichung untersucht. Wir werden uns den Ergebnissen dieser Arbeit
beziiglich eines bestimmten symbiotischen Systems zuwenden. Zunichst werden wir, dort
wo es die Mittel der Schulmathematik zulassen, mathematische Begriindungen fiir die Er-
gebnisse der Veroffentlichung entwickeln. Anschlieend werden wir ebenfalls auf Schulniveau
im Rahmen weiterfithrender mathematischer Analysen Prognosen fiir die Entwicklung des
Systems herleiten.

Im letzten Kapitel befassen wir uns mit Erfolgsstrategien fiir Arten, die durch eine andere
Art geschwiicht werden. Wir wollen herausfinden, welche Verdnderungen zu einer verbesser-
ten Situation fiir die unterlegene Art fithren kénnten. Dazu werden wir Simulationen mit
der Software durchfithren und wie im vorangegangenen Kapitel Ergebnisse heranziehen, die
aus Analysen an den Differenzengleichungen anhand von fortgeschrittenen mathematischen

Methoden stammen.

2 Auf eine mathematische Begriindung dieser Aussage wird an dieser Stelle verzichtet.
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KAPITEL 2

Schulmathematik in sinnvollen

Anwendungen

Im Mathematikunterricht der Oberstufe spielen Kurvendiskussionen eine zentrale Rolle. Es
werden Nullstellen bestimmt, Extremwerte ausgerechnet, Monotonieuntersuchungen durch-
gefithrt, Grenzwerte bestimmt, usw. Haufig wird die durchzufiihrende Kurvendiskussion in
einen Sachzusammenhang gestellt (vgl. zum Beispiel die Aufgaben im Zentralabitur NRW
[44]). Dabei handelt es sich allerdings nicht selten um eingekleidete Aufgaben, bei denen der
Sachzusammenhang erfunden wurde, um ein bestimmtes mathematisches Problem bearbei-
ten zu lassen.

In diesem Kapitel wollen wir die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Systeme beziiglich ih-
rer Entwicklung untersuchen. Dazu verwenden wir die im vorangegangenen Teil hergeleiteten
Differenzengleichungen. Fiir diese Untersuchungen werden Kurvendiskussionen durchzufiih-
ren sein. Die Notwendigkeit ihrer Durchfiihrung ergibt sich hier also aus der biologischen
Fragestellung, anstatt dass die Kurvendiskussion lediglich in einen biologischen Kontext ein-

gekleidet auftaucht.

Bei den Simulationen aus Teil II haben wir gesehen, dass sich die Populationsgréfien héufig
nach einigen Generationen einem festen Wert ndhern. Man sagt dazu, dass die Systeme einen
Gleichgewichtszustand anstreben. Im Folgenden werden wir uns mit Systemen mit nur
einer Spezies, mit Rduber-Beute-Beziehung und mit Konkurrenz-Beziehung befassen und an-
hand ihrer Differenzengleichungen untersuchen, in welchen Féllen sie Gleichgewichtszusténde

anstreben.
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2.1 Intraspezifische Konkurrenz

In Teil I' wurde intraspezifische Konkurrenz und ihre Wirkung auf das Wachstum einer Popu-
lation vorgestellt. Intraspezifische Konkurrenz kann durch Regulation der Populationsdichte
zum Erhalt einer Population beitragen. Dabei kann sie in unterschiedlichen Ausprigungen
zum Beispiel indirekt in Form von Ausbeutungskonkurrenz oder direkt in Form von Interfe-

renzkonkurrenz auftreten.

Im folgenden Abschnitt wollen wir uns mit intraspezifischer Ausbeutungs- und Interferenz-
konkurrenz bei Populationen ohne interspezifische Einfliisse befassen. Anhand des Késtchen-
modells lisst sich eine solche Population mit Ausbeutungskonkurrenz durch das Reproduk-
tionsmodell Intra 1 & Inter 0 und eine Population mit Interferenzkonkurrenz durch das

Reproduktionsmodell Intra 2 & Inter 0 beschreiben.

In Teil II? wurden Simulationen fiir Systeme mit diesen beiden intraspezifischen Konkurrenz-
typen durchgefiihrt. Dabei konnten wir in beiden Féllen eine dichteabhingige Populations-
regulation feststellen. Fiir kleine Reproduktionsfaktoren kam es meist nach einigen Genera-
tionen zu einer Anniherung an einen konstanten Wert. Im Falle der Ausbeutungskonkurrenz
kam es bei steigendem Reproduktionsfaktor zu immer stérker werdenden Schwankungen.
Bei ausreichend groflem Reproduktionsfaktor starb die Population aus. Bei Interferenzkon-
kurrenz wurde grundsétzlich nach einiger Zeit ein nahezu konstanter Wert erreicht. Zum

Aussterben kam es folglich nie.

Im Folgenden soll untersucht werden, ob sich das in den Simulationen gezeigte Verhalten
auch bei den deterministischen Modellen der oben genannten Systeme widerspiegelt. In Teil
I3 wurden Differenzengleichungen zur Beschreibung der Populationen mit den oben ange-
gebenen Reproduktionsmodellen hergeleitet. Sie lassen sich anhand von (6.58) aus Teil II

angeben: Die Gleichung
X(t+1) = rX(@t) e XO® (2.1)

mit r > 1 beschreibt die Entwicklung einer Population mit Ausbeutungskonkurrenz und die

Gleichung

X(t+1) = r(1—e X0 (2.2)

'Kapitel 3.1.3
2Kapitel 5.1
3Kapitel 6.3.1
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2.1 Intraspezifische Konkurrenz

mit r > 1 die Entwicklung einer Population mit Interferenzkonkurrenz.

Nun wollen wir anhand von mathematischen Analysen Informationen dariiber erlangen, ob
die deterministischen Modelle ebenfalls die 6kologischen Phdnomene abbilden. Dazu werden
wir also die beiden Gleichungen (2.1) und (2.2) untersuchen. Wir werden sehen, dass uns

dabei vor allem die aus dem Schulunterricht wohl bekannte Kurvendiskussion niitzen wird.

2.1.1 Bestimmung eines Populationsgleichgewichts - Losen von Gleichungen

Unter idealisierter Betrachtung ist eine Population im Gleichgewicht oder im Gleichgewichts-
zustand, wenn sich ihre Individuenanzahl nicht mehr #ndert.* Liegt eine Differenzengleichung
X(t+1)= f(X(t)) zur Beschreibung eines Systems vor, so duflert sich ein Gleichgewichts-
zustand demnach dadurch, dass X (¢4 1) = X (¢) fiir alle Generationen ¢ gilt. Um die Gleich-

gewichtszustéinde der beiden Systeme zu bestimmen, miissen wir also die Gleichungen
X = rXe™ (2.3)
und
X = r(1-e7%) (2.4)

16sen.

FEine Losung einer solchen Gleichungen wird als Fix- oder Gleichgewichtspunkt der zu-
gehorigen Differenzengleichung bezeichnet. Je nach Art der Differenzengleichung kann die
Ermittlung von Gleichgewichtspunkten schwierig sein.

Fiir Gleichung (2.1) lassen sie sich einfach durch Auflésen der Gleichung (2.3) nach X be-

stimmen:

X=rXe*
& 0=X(reX-1)
< X =0oder X =1In(r). (2.5)

Fiir die Population mit Ausbeutungskonkurrenz gibt es also zwei mogliche Gleichgewichte
Xo = 0und X; = In(r). Da die Gleichgewichtspunkte Populationsdichten beschreiben, diirfen
sie nicht negativ sein. Dies ist fiir X; = In(r) der Fall, da r > 1 ist.

Im Falle der Differenzengleichung (2.2) lassen sich die Gleichgewichtspunkte nicht auf diese
Art bestimmen. Hier kann das Anfertigen einer Zeichnung von Hand oder mit Hilfe eines

Computeralgebrasystems helfen. Gezeichnet werden miissen die durch die linke und die rechte

4Eine solche Situation tritt bei realen Populationen nur niherungsweise, in der Form, dass sich Populati-

onsgroflen kaum #dndern, auf. Eine Ausnahme stellt das Aussterben einer Population dar.
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3 3
2 g
11 1

Abbildung 2.1: Bestimmung der Gleichgewichtspunkte von (2.2) fiir verschiedene r

Seite der Gleichung (2.4) definierten Funktionsgraphen x — x und = — r (1 —e™*) (vgl
Abbildung 2.1). Dort wo sich die beiden Graphen schneiden, ist die Gleichung (2.4) erfiillt.
Die Abbildung 2.1 zeigt, dass es im Falle von r = 2 bzw. r = 5 den Gleichgewichtspunkt

Xop = 0 und einen weiteren positiven Gleichgewichtspunkt X; gibt.

2.1.2 Untersuchung mit Methoden der Analysis

Anhand einer Zeichnung kann man die Differenzengleichung (2.2) nur fiir konkrete Werte
von r auf Gleichgewichtspunkte untersuchen, da mit r auch der Graph von x — r (1 —e™7)
variiert.

Um zu iiberpriifen, ob X; > 0 fiir alle » > 1 existieren, muss man die Gleichung (2.4) auf
anderem Wege beziiglich ihrer Losungen untersuchen. Wenn man zeigen kann, dass es min-
destens ein positives X gibt, welches die Gleichung 16st, dann wurde damit bereits nachgewie-
sen, dass das Erreichen eines positiven Gleichgewichtszustandes fiir die Population moglich
ist. Dieses Ziel wollen wir nun verfolgen. Bei der folgenden Untersuchung hilft die aus dem

Schulunterricht wohlbekannte Kurvendiskussion.

2.1.2.1 Wofiir braucht man Kurvendiskussionen?

Zunéchst halten wir fest, dass X = r (1—e~~) genau dann erfiillt ist, wenn 0 = 7 (1—e~X)—X

erfiillt ist. Die Losungen der Gleichung X = 7 (1 — e~%X) sind daher die Nullstellen der
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Funktion
G:R>Rax—r(l-e?—z (2.6)

fiir r € (1, 00).

Man kann also nachweisen, dass eine Gleichung f(x) = 0 bzw. f(x) = ¢ 16sbar ist, indem man
die Funktion f auf Nullstellen bzw. c-Stellen® untersucht. Eine Untersuchung der Funktion
f anhand einer Kurvendiskussion kann Informationen iiber mégliche Null- oder c-Stellen
liefern. Daher kann eine Kurvendiskussion folglich beim Losen von Gleichungen helfen.

Um nun (2.6) auf Nullstellen zu untersuchen, machen wir uns den so genannten Zwischen-

wertsatz zunutze.

Zwischenwertsatz

Eine Funktion f, die auf einem Intervall [a, b] stetig ist, nimmt auf diesem Intervall
jeden Wert zwischen f(a) und f(b) mindestens einmal an. Ist die Funktion f auf
dem Intervall [a,00) stetig und es existiert ¢ = limz—o f(z), so nimmt f auf

diesem Intervall jeden Wert zwischen f(a) und ¢ mindestens einmal an.

Die Aussage des Zwischenwertsatzes ist von der Anschauung her plausibel (vgl. Abbildung
2.2). Bigalke und Kéhler [5]° stellen eine anschauliche Beweisidee vor. Ein formaler Beweis,
wie er in Mathematik-Vorlesungen an der Universitdt durchgefithrt wird, ist nicht einfach

und wird an dieser Stelle ausgelassen (sieche dazu Barner und Flohr [2]).

Aufgabe
Versuchen Sie, mit Hilfe des Zwischenwertsatzes die Existenz einer positiven Null-
stelle nachzuweisen! Welche Funktionswerte werden angenommen? Ist die Null

einer dieser Funktionswerte?

FEinsetzen von Xg = 0 in G zeigt, dass X eine Nullstelle von G ist. Um herauszufinden, ob G
eine weitere Nullstelle besitzt, werden wir nun mit Hilfe des Zwischenwertsatzes bestimmen,
welche Funktionswerte von G angenommen werden und iiberpriifen, ob die Null darunter ist.

Um den Zwischenwertsatz anwenden zu konnen, miissen wir zunéchst kldren, ob G stetig

x

ist. Es ist bekannt, dass ¢ — x und x — e™* auf R stetige Funktionen sind. G ist eine aus

z—xund x — e F

anhand der Grundrechenarten zusammengesetzte Funktion, und damit
ebenfalls stetig auf R (vgl. Bigalke und Kéhler [5]7). Um nun anhand des Zwischenwert-

satzes herauszufinden, welche Funktionswerte angenommen werden, iiberpriifen wir, ob es

®Eine Funktion hat eine c-Stelle, wenn mindestens ein a existiert fiir das f(a) = c gilt.
’S. 29
'S. 27
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(a) (0)

Abbildung 2.2: Beispiele zum Zwischenwertsatz: (a) f(x) = cos(x - m)x ist auf dem Intervall
[1,4] stetig und nimmt auf diesem Intervall jeden Wert zwischen f(1) = —1 und f(4) = 4
mindestens ein mal an. (b) f(z) = 1+ 5e™7 ist auf dem Intervall [1,00) stetig und es gilt
lim, o f(x) = 1. Daher nimmt f jeden Wert zwischen 1 und f(1) ~ 2.84 mindestens ein

mal an.
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Abbildung 2.3: Graph der Funktion G fiir r = 6

eine kleinste obere bzw. eine gréfite untere Schranke gibt bzw., ob die Funktion gegen +oo
strebt. Dazu untersuchen wir sie auf lokale Extremstellen und ihr Verhalten fiir z — oo. Die
erste Ableitung ist G'(z) = re™® — 1. Die einzige Nullstelle von G’ ist = In(r). Weiter gilt
G'(xz) > 0 fir < In(ry) und G'(z) < 0 fiir In(r;) < x. Daher ist G streng monoton steigend
fiir x < In(ry), streng monoton fallend fiir In(r;) < z und besitzt ein globales Maximum bei
x = In(r) mit dem Funktionswert G(In(r)) = r — 1 —In(r). Dabei ist G(In(r)) = r —1 —In(r)
positiv, da G eine Nullstelle bei z = 0 < In(r) bestitzt und auf (—oo,In(r)) streng monoton
steigt. Weiter gilt limg oo G(2) = limy—oor (1 — €77) — 2 = —oo. Damit nimmt G laut
Zwischenwertsatz alle Funktionswerte zwischen —oco und 7 — 1 — In(r) > 0 und somit auch
den Funktionswert 0 an.

Damit ist gezeigt, dass die Gleichung (2.2) neben Xy noch einen positiven Gleichgewichts-
punkt X; € (a,b) hat. Wir haben also die Existenz der Gleichgewichtspunkte Xy und X3
nachgewiesen. Haben wir auch Informationen beziiglich der Eindeutigkeit der Gleichge-
wichtspunkte erzielt? Eindeutigkeit bedeutet in diesem Zusammenhang, dass es keine weite-

ren positiven Gleichgewichtspunkte neben Xy und X; gibt.

2.1.2.2 Was niitzen Monotonieuntersuchungen?

Wir haben oben festgestellt, dass wir Informationen iiber die Losungen einer Gleichung
erhalten kénnen, indem wir eine bestimmte Funktion auf ihre Nullstellen oder c-Stellen un-
tersuchen. Durch die Untersuchung dieser Funktion auf die Anzahl ihrer Nullstellen, erhalten

wir also auch Informationen iiber die Anzahl der Losungen der Gleichung. Die Anzahl der
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Abbildung 2.4: Beispiel strenge Monotonie und c-Stellen: f(x) = 22 ist auf (—oo,0) streng
monoton fallend und nimmt den Wert ¢ = 4 genau einmal an. f ist auf (0, 00) streng monoton

steigend und nimmt den Wert ¢ = 4 genau einmal an.

Losungen von (2.4) entsprechen folglich der Anzahl der Nullstellen von (2.6).

Aufgabe
Kann die Populationsdichte noch ein anderes Gleichgewicht als Xy oder X; an-
streben? Steckt in der oben durchgefiihrten Untersuchung zu der Existenz der

Gleichgewichtspunkte auch eine Information beziiglich ihrer Eindeutigkeit?

Wir haben oben gezeigt, dass G streng monoton steigend fiir 2 € (—oo,In(r)) und streng

monoton fallend fiir z € (In(r), co) ist. Im Falle strenger Monotonie gilt folgender Satz:

Strenge Monotonie und c-Stellen

Ist eine Funktion f auf einem Intervall streng monoton, so hat sie auf diesem

Intervall hochstens eine c-Stelle.

Dieser Satz ist von der Anschauung her einleuchtend (vgl. Abbildung 2.4) und wird an dieser
Stelle nicht bewiesen.

Da G auf (—o0,In(r)) streng monoton steigend ist, ist Xo = 0 die einzige Nullstelle in
(—o0,In(r)) und, da G auf (In(r), co) streng monoton fallend ist, ist X die einzige Nullstelle
in [In(r),00). Folglich sind X und X; tatséichlich die einzigen Gleichgewichtspunkte der
Differenzengleichung (2.2). Hier hilft uns also der Monotoniebegriff, um die Eindeutigkeit
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von Gleichgewichtspunkten nachzuweisen. Wir wissen nun, dass, wenn die Populationsdichte

ein Gleichgewicht anstrebt, es sich dabei nur um Xy oder X; handeln kann.

2.1.2.3 Warum Termumformungen wichtig sind

Zur Bestimmung der Gleichgewichtspunkte haben wir in den vorangegangenen Abschnit-
ten die Losungen der Gleichung (2.4) bestimmt, indem wir die Funktion G : R — R,z —
r (1 —e™™)—2 mit r € (1,00) auf Nullstellen untersucht haben. Nun wollen wir einen
anderen Zugang fiir die Bestimmung der Gleichgewichtspunkte betrachten. Um moglicher-
weise ein leichter zugéngliches Problem zu erhalten, formulieren wir das Problem anhand der
Aquivalenzumformung

X:r(l—e_X)(:)r:L_fﬁrX#O. (2.7)

1—e X

um.

Aufgabe
Untersuchen Sie die Differenzengleichung (2.2) anhand der durch die Aquivalen-

zumformung in (2.7) erzielten Gleichung auf Gleichgewichtspunkte!

Dass Xy = 0 ein Gleichgewichtspunkt von (2.2) ist, ldsst sich direkt durch Einsetzen in (2.4)

zeigen. Um weiterere Gleichgewichtspunkte von (2.2) zu erlangen, muss eine Losung von

X

bestimmt werden. Auch an dieser Stelle helfen die Mittel der Kurvendiskussion. Dieses Mal

miissen wir die Funktion

K:(0,00) =R,z +— (2.9)

1—e?®
(vgl. Abbildung 2.5) auf r-Stellen untersuchen, denn fiir X > 0 gilt r = 1_5% & K(X)=0.
Die Frage ist nun, ob und wie hidufig K den Funktionswert r annimmt.

Es gilt K'(z) = % >0,da0 < e™® <1 fir alle z € (0,00). Damit ist K streng

monoton wachsend auf (0,00). AuBlerdem gilt lim; . K(7) = lim; .o 1—2= = 00, da der

Zahler gegen oo und der Nenner gegen eins strebt. Nun bleibt die Frage, welchen Wert K

fir z | 0 annimmt. Der Grenzwert lim,|g K (x) = limg o T—¢== lésst sich nicht ohne weiteres

bestimmen, da Zihler und Nenner beide gegen Null streben. An dieser Stelle hilft der
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107

Abbildung 2.5: Graphen der Funktionen + — —%— und z — r fiir r = 6

l—e—®

Satz von L’Hospital.

Es gilt
@) _ o S

lim % =
o0 g(x) a0 ()

)

falls limy 5, f(z) = 0, limg_4, g(z) = 0 und lim,_,,, g:gg existiert.

Dieser Satz ist nicht Standardstoff der gymnasialen Oberstufe. In einigen Schulbiichern wird
er allerdings thematisiert (vgl. Jahnke und Wuttke [27]%).

Mit dem Satz von L’Hospital erhalten wir lim, o K (x) = limg|o e_% =1.

Da K als Kombination stetiger Funktionen stetig ist (vgl. Bigalke und Kohler [5]%), lisst
sich der Zwischenwertsatz anwenden. Daher nimmt K im Intervall (0,00) alle Werte aus
(1, 00) mindestens ein mal an. Zusétzlich gilt, dass K auf (0,00) streng monoton wachsend
ist. Somit kann fiir jedes 7 € (1, 00) nur genau ein X; € (0,00) mit K(X;) = r existieren.
Damit ist gezeigt, dass die Differenzengleichung (2.2) neben Xy = 0 genau einen weiteren
Gleichgewichtspunkt hat.

Hier wurde durch die Umformulierung des Problems mit Hilfe der Aquivalenzumformung
(2.7) ein einfacher zugéngliches Problem erzeugt. Unter der Voraussetzung, dass der Satz
von L’Hospital bekannt ist, lisst es sich in wenigen Schritten bearbeiten. Die Aquivalenzum-

formung liefert somit eine Arbeitserleichterung.

8S. 402fF.
98. 27
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2.1.3 Populationsentwicklung

Nun wissen wir, wie man Gleichgewichtspunkte bestimmen bzw. ihre Existenz und Eindeu-
tigkeit nachweisen kann. Aber welche Bedeutung hat ein Gleichgewichtspunkt? Wenn im
deterministischen Modell die Grofle der Startpopulation gleich dem Gleichgewichtspunkt ist,
dann wird sich die Populationsgrofie nie dndern. In diesem Falle ist die Populationsentwick-
lung von Anfang an im Gleichgewicht. Was passiert aber, wenn man eine andere Startpopu-
lation hat? Dieses lésst sich fiir die Gleichungen (2.1) und (2.2) mit so genannten , Treppen-*
oder auch ,Spinnenwebendiagrammen® iiberpriifen (vgl. Elaydi [14]). In solchen Diagram-
men lasst sich die Entwicklung einer Population in Bezug auf ihre Gleichgewichte ablesen.
Es wird nun anhand der Differenzengleichung (2.2) fiir den Reproduktionsfaktor r = 5 die
Erstellung eines Spinnenwebendiagramms vorgestellt. Somit erhalten wir Informationen iiber

die Entwicklung einer Population mit Interferenzkonkurrenz.

Treppen- bzw. Spinnenwebendiagramm

Angenommen wir wollen die Entwicklung einer Population mit der Differenzengleichung
X(t+1) = f(X(¢t)) fir einen bestimmten Startwert X (0) untersuchen. Wir suchen also
die Losung der Differenzengleichung X (t + 1) = f(X(¢)) fiir den Startwert X (0). Zunéchst
miissen der Funktionsgraph X — f(X), der durch die rechte Seite der Differenzengleichung
bestimmt ist, und die Winkelhalbierende also der Graph von X — X in ein Koordinaten-
system eingetragen werden (vgl. Abbildung 2.6). Gestartet wird mit dem Punkt (X(0),0).
Dabei ist X (0) bekanntlich die Dichte der Startpopulation (in Abbildung 2.6 ist X(0)=1).

1. Die vertikale Strecke zwischen den Punkten (X (0),0) und (X (0), f(X(0))) wird ein-
getragen. Damit erhélt man wegen X (1) = f(X(0)) bereits die Populationsdichte der
ersten Generation. Es gilt also (X (0), f(X(0))) = (X(0),X(1)) (vgl. Abbildung 2.6,
Schritt 1).

2. Im n#chsten Schritt wird von dem Punkt (X (0), X (1)) die horizontale Strecke bis zum
Schnitt mit der Winkelhalbierenden also bis zum Punkt (X (1), X (1)) eingetragen (vgl.
Abbildung 2.6, Schritt 2).

3. Anschlieflend wiederholt sich die Prozedur (ab 1.), indem vom Punkt (X (1), X (1)) die
vertikale Stecke bis zum Punkt (X (1), f(X(1))) eingezeichnet wird (vgl. Abbildung
2.6, Schritt 3). Damit erhélt man wegen X (2) = f(X(1))) die Populationsdichte der
zweiten Generation. Es gilt also (X (1), f(X(1))) = (X (1), X(2)).

Was kénnen wir nun an dem Diagramm ablesen? Wir wissen bereits, dass die Gleichgewichts-

punkte einer Differenzengleichung an den Schnittpunkten des Graphen mit der Winkelhal-
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1
5
4 ]
Jicimxin Schritt 4
3-: Schritt 3

Schritt 2
Schritt 1

Abbildung 2.6: Spinnenwebendiagramm fiir eine Population mit Interferenzkonkurrenz und

einem Reproduktionsfaktor von r = 5 (Differenzengleichung (2.2)).

bierenden im Spinnenwebendiagramm abgelesen werden kénnen. In Abbildung 2.6 gibt es
zwei Gleichgewichtspunkte Xo = 0 und X; > 0 (markiert durch blaue Punkte). Weiter l4sst
sich erkennen, dass sich die Populationsdichte von Generation zu Generation immer mehr
dem positiven Gleichgewichtspunkt néhert. Fiir den Startwert X (0) = 1 strebt die Popu-
lationsdichte folglich gegen ein Gleichgewicht, dessen Wert durch den Gleichgewichtspunkt
angegeben werden kann. Fiir X (0) = 1 gilt somit lim; .o, X (¢) = X1.

Aufgabe

Wie entwickelt sich eine Population mit Interferenzkonkurrenz im Falle von r = 5
fiir andere Startwerte? Wie entwickelt sich die Population im Falle von anderen
Reproduktionsfaktoren? Vergleichen Sie IThre Beobachtungen mit den oben be-

schriebenen Simulationsergebnissen!

Weitere Untersuchungen ergeben, dass im Falle von r > 1 die Population fiir alle positiven
Startwerte gegen den positiven Gleichgewichtspunkt X strebt. Einen Gleichgewichtspunkt
gegen den alle Losungen mit Startwerten aus der Ndhe des Punktes streben, bezeichnen wir
im Folgenden als anziehend Wir bezeichnen einen Gleichgewichtspunkt als abstoflend,
wenn er von keiner der Losungen, die ihren Startwert in der Nihe des Punktes haben (abge-
sehen vom Gleichgewichtspunkt selbst), angestrebt wird. Unabhéingig davon, wie nahe der

Startwert an einem abstoflenden Gleichgewichtspunkt liegt, strebt die Losung also stets von
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dem Gleichgewichtspunkt weg.!? Nach diesen Definitionen ist X folglich anziehend und X
abstoflend. Fiir positive Startwerte nahert sich die Populationsdichte folglich einem positi-
ven Gleichgewichtszustand. Dieses Ergebnis stimmt mit dem Ergebnis aus den Simulationen

iiberein.

Nun wollen wir die Populationsentwicklung im Falle von Ausbeutungskonkurrenz untersu-
chen. In Abbildung 2.7 sind Spinnenwebendiagramme fiir die Populationsentwicklung im
Falle von r = 6 und r = 10 dargestellt. Wie wir bereits erarbeitet haben, gibt es im Falle
von r > 1 zwei Gleichgewichtspunkte Xo = 0 und X; = In(r).

Im Diagramm fiir 7 = 6 lésst sich lim; oo X (¢) = X, fiir X(0) = 1 ablesen. Die Population
strebt folglich ein Gleichgewicht an. Es lésst sich leicht iiberpriifen, dass auch fiir andere
Startwerte X (0) # 0 die Losung den Gleichgewichtspunkt X; = In(r) anstrebt. Es handelt
sich also um einen anziehenden Gleichgewichtspunkt. Da Xy von keinen Losungen fiir Start-
werte mit X (0) # X, angestrebt wird, ist er abstoend.

Fiir r = 10 und X (0) = 1,5 schwankt die Population nach einigen Generationen zwischen
einem groflen und einem kleinen Wert hin und her (im Diagramm griin markiert). Auspro-
bieren verschiedener positiver Startwerte zeigt, dass dieses Verhalten fiir fast alle Losungen
zutrifft. Damit ist es egal, wie nahe man bei Xy bzw. bei X; mit X (0) # X bzw. X startet,
die zugehorige Losung strebt stets von Xg bzw. X7 weg. Folglich sind Xy und X; abstoflend.

Aufgabe

Vergleichen Sie die bereits anhand der Differenzengleichungen erzielten Ergebnis-
se mit den zu Beginn dieses Kapitels beschriebenen, anhand von Simulationen
erzielten Ergebnissen. Fiihren sie weitere Untersuchungen anhand der Differen-
zengleichungen durch! Lassen sich die durch Simulation erzielten Ergebnisse an-

hand der Gleichungen bestétigen? Wo gibt es Unterschiede?

Anhand der Differenzengleichungen lésst sich ebenfalls zeigen, dass bei kleineren Reprodukti-
onsfaktoren die Populationsentwicklung ebenfalls annédhernd einen positiven Gleichgewichts-

zustand annimmt und sich bei steigendem Reproduktionsfaktor immer stédrker werdende

0F{ir eindimensionale Differenzengleichungen gilt: Ein Gleichgewichtspunkt heifit stabil, wenn fiir jeden be-
liebig kleinen Korridor um den Gleichgewichtspunkt alle Losungen mit Startwerten in der Ndhe des Punktes
stets innerhalb des Korridors verbleiben. Ein anziehender Gleichgewichtspunkt ist folglich stabil. Zusétzlich
wird er von allen Losungen angestrebt, deren Startwerte in seiner Nihe liegen. Ein Gleichgewichtspunkt, der
nicht stabil ist, heifit instabil. In diesem Falle gibt es Losungen, die von dem Gleichgewichtspunkt abgestofien
werden, obwohl ihre Startwerte beliebig nahe am Gleichgewichtspunkt liegen. Ein abstoflender Gleichgewichts-

punkt ist demnach instabil, wobei er alle Losungen mit Startwerten aus seiner Ndhe abst63t.
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Abbildung 2.7: Spinnenwebendiagramme fiir eine Population mit Ausbeutungskonkurrenz.

Populationsschwankungen ergeben. Beim deterministischen Modell stirbt die Population al-
lerdings bei sehr hohen Reproduktionsfaktoren nicht aus, sondern es ergeben sich nur sehr
kleine Populationsdichten. Unter biologischen Gesichtspunkten kann man allerdings sehr klei-
ne Werte als Aussterben werten und somit stimmen die Ergebnisse beider Modellarten wieder
iiberein. Wir erhalten folglich auch im Falle der Ausbeutungskonkurrenz mit dem determinis-

tischen und dem stochastischen Modell qualitativ &hnliche Ergebnisse fiir das Gesamtsystem.

2.2 Gleichgewichtszustinde in Rauber-Beute-Systemen

Wir haben im vorangegangenen Kapitel gesehen, dass Gleichgewichtspunkte Informationen
dariiber liefern, welche Gleichgewichtszusténde ein System zweier interagierender Populatio-
nen unter Umstdnden anstreben kann. Im Folgenden wollen wir die Gleichgewichtspunkte
eines Rauber-Beute-Systems bestimmen. Wir werden untersuchen, welche Informationen sie
uns iiber die mogliche Entwicklung der Populationen liefern und diese anhand von Simula-

tionen mit der Software testen.

2.2.1 Hinweise auf Gleichgewichtszustinde

Aufgabe
Untersuchen Sie das Réuber-Beute-System mit dem Reproduktionsmodell Intra
1 & Inter + / Intra 1 & Inter - auf mogliche Gleichgewichtszusténde fiir

r1,T9 > 1!
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Fiir das Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter 4 / Intra 1 & Inter - ergibt sich mit
(6.58) aus Teil II das folgende deterministische Modell:

X(t4+1) = r X(t) e X0 (1 - YO,
Y(t+1) = rY(t) e YO X0, (2.10)

Wir untersuchen also (2.10) fiir r1, 7 € (1,00). Das System ist im Gleichgewicht, wenn sich
die Populationsdichten von einer zur nichsten Generation nicht dndern: X (¢ + 1) = X (¢)

und Y (¢ + 1) = Y (¢). Gesucht sind also Losungen des nichtlinearen Gleichungssystems

X = mXeXQ-—e),
Y = mYe¥ e (2.11)

Dieses System unterscheidet sich vermutlich von den Gleichungssystemen, die Sie aus dem
Mathematikunterricht kennen. Dort werden in der Regel ausschliefilich lineare Gleichungs-
systemen behandelt, die sich mit dem Gaufl-Algorithmus 16sen lassen. Dabei fithrt die An-
wendung des Algorithmus automatisch zu den Losungen des Systems. Fiir unser nichtlineares
Gleichungssystem (2.11) gibt es keinen derartigen Algorithmus. Hier miissen Losungen durch
geschickte Anwendung verschiedener Strategien bestimmt werden. Dabei kénnen allerdings
einige aus dem Gauf-Algorithmus bekannte Vorgehensweisen verwendet werden. Zum Bei-
spiel kann eine Variable eliminiert werden, indem eine der Gleichungen nach dieser Variablen
aufgelost und in die andere Gleichung eingesetzt wird. Auch das aus dem Gauf3-Algorithmus
bekannte Kombinieren von Gleichungen (Addition und Subtraktion zweier Gleichungen, Mul-
tiplikation einer Gleichung mit einer reellen Zahl) kann zum Erfolg fiithren. Eine neue Stra-
tegie zur Elimination von Variablen, die wir im Folgenden auch anwenden werden, ist die

Kombinationen von Gleichungen durch Multiplikation oder Division.

Aufgabe
Losen Sie das Gleichungssystem (2.11)!

X = 0 ist offensichtlich eine Losung der ersten Gleichung. Setzt man X = 0 in die zweite
Gleichung ein, so ergibt sich die Gleichung ¥ = ro Y e Y. Es gilt Y = rp Y eV &
0=Y(re Y —1) & Y = 0oder Y = In(ry). Damit erhilt man die Gleichgewichtspunkte
Py =(0,0) und P; = (0,1n(rz)).

Weiter ist Y = 0 offensichtlich eine Losung der zweiten Gleichung. Setzt man Y = 0 in die
erste Gleichung ein, so ergibt sich X = 0. Damit erhalten wir wieder den Gleichgewichtspunkt
P.

Nun wollen wir iiberpriifen, ob es einen Gleichgewichtspunkt gibt, dessen Koordinaten beide
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positiv sind. Wir betrachten also (2.11) fiir X # 0 # Y. Wir teilen die erste Gleichung durch
X und die zweite Gleichung durch Y und erhalten

1 = rme™ (1-— e_Y)

1 = rpe¥e X (2.12)

Dies ist erlaubt, da X #£0# Y.

Nun wollen wir Y eliminieren. Dazu 16sen wir die zweite Gleichung nach Y auf, wodurch wir
Y = In(rp) - X (2.13)

erhalten und setzen dieses in die erste Gleichung von (2.12) ein. Wir erhalten 1 = rje=* (1 —

eTX) Auflosen dieser Gleichung nach X liefert die Losung X = —In(:X +-1). Durch Einsetzen
2 T1 T2

in (2.13) erhalten wir Y’ = In(1+{2). Es gibt folglich noch einen weiteren Gleichgewichtspunkt

Py = (=In(;L + ), In(1 + 22)).

Durch Division der ersten Gleichung aus (2.12) durch die zweite ldsst P» sich auf noch

einfacherem Wege bestimmen. Die Division bewirkt eine Elimination von X und fiihrt zu

der Gleichung

ryl— e Y
l = ————. 2.14
ry eY (2.14)
Aufldsen nach Y ergibt Y =In(1 + {2). Einsetzen von Y in die erste oder zweite Gleichung

von (2.12) und Auflésen nach X fithrt zu X = —ln(% + 1.

T2

Aufgabe
In welchem Fall haben Gleichgewichtspunkte keine biologische Relevanz? Geben

Sie die genauen Bedingungen dafiir an!

Da mit den Gleichgewichtspunkten Populationsdichten beschrieben werden, diirfen ihre Ko-
ordinaten nicht negativ sein. P; ist also nur biologisch interpretierbar, falls In(r2) > 0 ist'!.
Dies ist stets der Fall, da ro > 1.

Fiir P, muss —ln(% + %) >0und In(1+2) >0 gelten!?. Es gilt —ln(% + %) > 0 genau

dann, wenn 0 < % + % < 1 gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn Tfil < ro. Weiter gilt

In(1+ 2) > 0 genau dann, wenn 1 + :—f > 1 gilt. Dies ist stets der Fall, da r1,ro > 1 sind.

T1

Aufgabe
Welche Informationen liefern die Gleichgewichtspunkte iiber das modellierte Sys-

tem?

"'Im Falle In(r2) = 0 gilt P, = Py
2Wire die erste Koordinate von P, gleich 0, so wire P, = P;. Die zweite Koordinate kann nicht Null
werden, da 1 + :—f > 1 ist.
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5_

Abbildung 2.8: Fiir Wertepaare (r1,72) aus dem Bereich oberhalb des Graphen gilt i <r2
und es gibt einen Gleichgewichtspunkt P», der auf ein mégliches dauerhaftes Zusammenleben

von Réuber und Beutepopulation hinweist.

Strebt eine Losung den Gleichgewichtspunkt Py an, dann bedeutet das Aussterben fiir
Réauber- und Beute-Population. Einen Gleichgewichtspunkt P = (a,0) mit a > 0, bei dem die
Ré&uber-Population ohne die Beute-Population lebt, gibt es nicht. Dies macht biologisch Sinn,
da die Rauber auf Beutetiere als Nahrung angewiesen sind. Wird P; angestrebt, so iiber-
lebt nur die Beutepopulation. Strebt eine Losung dem Gleichgewichtspunkt P» entgegen, so
konnen Rduber und Beute auf lange Sicht zusammenleben, wobei P, nur existiert, wenn fiir

Reproduktionsfaktoren

Lo < ry gilt (vgl. Abbildung 2.8). Daher prognostizieren wir in den

T
ri—1
Simulationen keine Koexistenz fiir den Fall, dass beide Reproduktionsfaktoren gleich zwei

sind. Ist

Tl’"il < rg erfiillt, so liefert dies allerdings keine Garantie fiir die Koexistenz.

2.2.2 Populationsentwicklung im deterministischen Modell

An dieser Stelle haben wir noch keine Informationen dariiber, welche der Gleichgewichtspunk-
te tatsiichlich von Losungen angestrebt werden.'? Dies wollen wir nun iiberpriifen, indem wir

Losungen von (2.10) zu konkreten Startwerten ausrechnen.

13Eine Ausnahme stellen die Gleichgewichtspunkte selbst dar, da es sich bei diesen ebenfalls um Lésungen
handelt.
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Aufgabe

Nutzen Sie ein Tabellenkalkulationsprogramm, um Losungen von (2.10) in einem
Koordinatensystem darzustellen.

Wihlen Sie zunéchst feste Reproduktionsfaktoren und testen Sie fiir unterschied-
liche Startwerte (also fiir unterschiedliche Losungen), ob bzw. welche Gleichge-
wichtspunkte angestrebt werden! (Beachten Sie dabei, dass X (¢t) und Y (¢) fir
t > 0 stets zwischen 0 und r; bzw. 79 liegen. Dieses kénnen Sie sich selbst leicht
klar machen. Sinnvollerweise sollten Startwerte daher ebenfalls ungefdhr in die-
ser GroBenordnung liegen.) Stellen Sie eine Vermutung auf, fiir welche Startwerte
welche Gleichgewichtspunkte angestrebt werden! Fiihren Sie dieselben Schritte
fiir andere Reproduktionsfaktoren durch! Wird jeder Gleichgewichtspunkt von

Losungen angestrebt?

Bei der Bearbeitung dieser Aufgabe diirften sich die folgenden Phénomene fiir positive!?
Startwerte gezeigt haben: Wird ein Gleichgewichtspunkt von einer Losung angestrebt, so
streben auch fast alle anderen Losungen gegen diesen Gleichgewichtspunkt. Es handelt sich
also um einen anziehenden Gleichgewichtspunkt.

Gilt 71 = ro = 2, so zieht P; alle Losungen mit positiven Startwerten an. Es {iberlebt also
nur die Beute-Population. Mit wachsenden 7 und ro'® wird P; abstoSend und P zieht al-
le Losungen an. Das bedeutet, dass die Populationen in Koexistenz leben kénnen. Werden
r1 und 79 ausreichend grofl, kommt es fiir alle Losungen zu dauerhaften Schwankungen. Es
wird also kein Gleichgewicht mehr angestrebt. Die Populationen kénnen folglich ebenfalls
in Koexistenz leben, wobei ihre Dichte sich nicht bei einem festen Wert einpendelt sondern
stets schwankt. Bei ausreichend groflen Reproduktionsfaktoren treten sehr kleine Populati-
onsdichten auf, die aus biologischer Sicht als Aussterben der Population gewertet werden

konnen.

2.2.3 Populationsentwicklung im stochastischen Modell

Wir wollen nun {iberpriifen, ob die anhand des deterministischen Modells erzielten Ergebnisse

auch fiir das stochastische Modell zutreffen.

Aufgabe
Zeigen sich bei den Simulationen anhand der Software die geméf3 der Simulationen

anhand der Differenzengleichungen zu erwartenden Entwicklungen? Wihlen Sie

1 Analysen fiir Startwerte gleich Null werden hier nicht diskutiert.
15 >2und 72 > 2 bzw. 71 > 2 und 79 > 2
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die Feldgrofe N = 1000.16

Ein wesentlicher Unterschied, der bei den Simulationen direkt auffillt, ist die Tatsache, dass
fiir die gleichen Startwerte und Reproduktionsfaktoren qualitativ unterschiedliche Simulati-
onsergebnisse auftreten. Dieses Phinomen wurde bereits in Teil II'7 thematisiert. Stirbt eine
Art im stochastischen Modell aus, wohingegen sie im deterministischen Modell iiberlebt!®,
so wollen wir dies als Aussterben durch stochastische Effekte bezeichnen. Je nach Si-
tuation kann es unterschiedliche zum Teil komplexe Erklarungen fiir ein Aussterben durch
stochastische Effekte geben. Verursacht wird es allerdings stets dadurch, dass die Simulations-
werte von ihren Erwartungswerten abweichen. Haufig kommt Aussterben durch stochastische
Effekte zustande, wenn laut deterministischem Modell eine kleine Populationsgréfie vorliegt
und sich bei der stochastischen Simulation eine entsprechend starke Abweichung von dieser
nach unten ergibt. Fiir das stochastische Modell kénnen daher auch qualitativ keine absolut
sicheren Vorhersagen anhand des deterministischen Modells getroffen werden. Dennoch lie-
fern die Ergebnisse aus dem deterministischen Modell Anhaltspunkte fiir die Entwicklungen

im stochastischen Modell.

Im stochastischen Modell des Rduber-Beutesystems gelingt es nicht, Werte fiir r; und ro
zu finden, so dass die Rauber- ohne die Beutepopulation leben kann. Auf diesen Sachver-
halt weist das Ergebnis aus der mathematischen Analyse hin, dass kein Gleichgewichtspunkt
Py = (a,0) mit a > 0 existiert.

Gilt r1 = ro = 2, so prognostiziert die mathematische Analyse das Aussterben fiir die Réu-
berpopulation und einen (positiven) Gleichgewichtszustand fiir die Beutepopulation. Diese
Entwicklung stellt sich in der Regel ein. Es tritt allerdings, abhingig von den Startwerten
und den Reproduktionsfaktoren, auch Aussterben durch stochastische Effekte fiir die Beute-
population auf.

Im Falle nicht zu grofler 1 und r, streben laut deterministischem Modell alle Populationsent-

wicklungen mit positiven Startwerten ein Gleichgewicht an, bei dem die Arten in Koexistenz

YWir wihlen eine groBe Kistchenanzahl, da es in diesem Falle in der Regel seltener zu Aussterben aufgrund
von stochastischen Effekten kommt. Woran das liegt, wird an dieser Stelle nicht diskutiert. Sie kénnen die
Aussage allerdings iiberpriifen, indem Sie Ergebnisse aus dem deterministischen Modell auch mit Simulationen
auf einem kleinen Feld vergleichen. Ausgeschlossen ist das Aussterben durch stochastische Effekte aber auch
fiir grofle Késtchenzahlen nicht. Es kann zum Beispiel im Falle von kleinen Startwerten fiir die Beutepopulation

auftreten.
Kapitel 6.4
8Jberleben bedeutet im deterministischen Modell, dass die Populationsdichte einen gewissen positiven

Wert nicht unterschreitet. Wird die Populationsdichte Null bzw. dauerhaft sehr klein (Limes inferior), so

interpretieren wir dieses beim deterministischen Modell als Aussterben.
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leben konnen. Dies trifft im stochastischen Modell ebenfalls in der Regel zu. Wachsen r;
und 79 iiber bestimmte Werte hinaus, so kommt es wie beim deterministischen Modell zu
dauerhaften Schwankungen, und bei ausreichend grofien Reproduktionsfaktoren fithren diese
ebenfalls zum Aussterben der Population. Stimmen die qualitativen Ergebnisse der beiden
Modellarten nicht iiberein, dann liegt dies am Aussterben aufgrund von stochastischen Ef-
fekten. Dabel nimmt das Auftreten dieses Phinomens mit wachsenden r; und 79 zu.

Zusammenfassend kann man sagen, dass die Populationen im stochastischen Modell folglich
eine Uberlebenschance, allerdings keine Uberlebensgarantie haben, wenn das deterministi-
sche Modell Uberleben prognostiziert. Umgekehrt scheint ein Aussterben im deterministi-

schen Modell auch ein Aussterben im stochastischen Modell zu bedeuten.

Aufgabe

Untersuchen Sie das Rauber-Beute-System mit dem Reproduktionsmodell Intra
1 & Intra 4+ / Intra 2 & Intra - auf mogliche Gleichgewichtszusténde! Sie
konnen dabei auf die Ergebnisse der Ein-Spezies-Systeme zuriickgreifen. Fithren
Sie Simulationen fiir dieses System durch! Versuchen Sie Werte von r1 und ry
zu finden, so dass die Gleichgewichtszustidnde, die laut Threr mathematischen

Analyse vorkommen koénnten, angestrebt werden.

Die Bearbeitung dieser Aufgabe bleibt dem Leser iiberlassen.

2.3 Konkurrenz-Ausschlussprinzip

In Teil IT' haben wir das Konkurrenz-Ausschlussprinzip von G.F. Gause kennen gelernt. Es
besagt, dass zwei Arten nicht auf Dauer im gleichen Lebensraum iiberleben kénnen, wenn
sie exakt die gleichen Ressourcen nutzen. Eine Population stirbt aus, wihrend die andere
in der Regel iiberleben kann. Laut Munk [38] ist eine Koexistenz zweier konkurrierender
Arten allerdings unter gewissen Umstéinden moglich, zum Beispiel falls eine ausreichend ho-
he intraspezifische Konkurrenz und eine entsprechend niedrige interspezifische Konkurrenz
vorliegen.

In Teil I1?° wurden unterschiedliche Systeme zweier konkurrierender Populationen anhand
von Simulationen untersucht. Dabei wurden zwei interspezifische Konkurrenztypen unter-
schieden: Die Ausbeutungs- und die Interferenzkonkurrenz. Die Ausbeutungskonkurrenz wird

durch ein Reproduktionsmodell mit Inter - fiir beide Arten abgebildet. Bei der Interferenz-

9Kapitel 5.2.3
20Kapitel 5.2
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konkurrenz hat eine Art Inter 0 und die andere Art Inter -. Als Ergebnis konnten wir festhal-
ten, dass im Falle der Ausbeutungskonkurrenz tatséchlich das Konkurrenz- Ausschlussprinzip
zutrifft. Im Falle der Interferenzkonkurrenz kann fiir bestimmte Parameter allerdings auch
Koexistenz erreicht werden.

Im Folgenden wollen wir durch mathematische Analysen untersuchen, ob sich dieses Verhal-
ten auch bei den geméif (6.58) aus Teil II zugehorigen Differenzengleichungen nachweisen

lasst.

2.3.1 Exklusion

Zur Untersuchung eines Systems mit interspezifischer Ausbeutungskonkurrenz ziehen wir das
Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter - / Intra 1 & Inter - heran. Bei Simulationen ergibt
sich fiir beliebige Reproduktionsfaktoren in diesem Falle stets, dass eine Spezies iiberlebt und
eine ausstirbt.

Die beschreibende Differenzengleichung lautet nach (6.58) aus Teil II

X(t+1) = r X(t) e X YO
Y(t4+1) = rmY(t)e YO X0, (2.15)

Wir betrachten also (2.15) fiir 1,79 > 1. Wie im vorangegangenen Abschnitt wollen wir

auch hier Gleichgewichtspunkte bestimmen.

Aufgabe

Bestimmen Sie die Gleichgewichtspunkte des Systems!

Zur Bestimmung der Gleichgewichtspunkte muss das nichtlineare Gleichungssystem

X = n X e XV

Y = rmpYe¥eX (2.16)

gelost werden. Dazu driicken wir wie im vorangegangenen Abschnitt zunéchst eine Variable
durch die andere aus: Die erste Gleichung ist erfiillt, falls X = 0 oder X = In(r) — Y.
Durch Einsetzen von X in die zweite Gleichung erhilt man eine Gleichung mit nur einer
Unbekannten: Lost man diese im Falle von X = 0 nach Y auf, so erhilt man Y = 0 oder
Y = In(r2). Wiederholt man dies fiir X = In(r;) — Y, dann erhélt man ¥ = 0 und die
Aussage In(rg) — In(r1) = 0. Diese ist nur giiltig fiir 71 = ro. Gleiche Reproduktionsfaktoren
sind aus biologischer Sicht uninteressant, da bei zwei realen Populationen kaum exakt gleiche
(mittlere) Nachkommenanzahlen pro Reproduktion auftreten. Es gilt In(r1),In(r2) > 0, da

ri,79 > 1. Damit erhalten wir drei aus biologischer Sicht relevante Gleichgewichtspunkte:
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Py =(0,0), P, = (In(r1),0) und P, = (0,1n(r2)). Es gibt folglich keinen aus biologischer Sicht
relevanten Gleichgewichtspunkt, bei dem beide Populationen iiberleben. Koexistenz, in der
Form, dass ein Gleichgewichtszustand angestrebt wird, ist also fiir dieses System, wie wir
bereits in den Simulationen gesehen haben nicht moglich.?! Wenn ein Gleichgewicht erreicht
wird, ist stets mindestens eine der beiden Arten ausgestorben. Eine der beiden Spezies strebt
stets gegen Null. Die qualitativen Ergebnisse von stochastischem und deterministischem Mo-
dell stimmen hier folglich gut iiberein.

Die gerade erzielten Ergebnisse beziiglich des Konkurrenz-Ausschlussprinzip beziehen sich
ausschliellich auf Gleichgewichtszustéinde. Wie bereits erwihnt, ist noch nicht ausgeschlos-
sen, dass Populationen in Koexistenz leben und dabei zum Beispiel zyklische Schwankungen
der Populationsdichte auftreten. Daher wollen wir nun das System noch auf alternativem
Wege beziiglich des Konkurrenz- Ausschlussprinzips untersuchen: Es gilt ze™ < é firz >0

und e7¥ < 1 fiir y > 0.22 Damit folgt

<i <1
“X(t-1) —y(t-1 T
X(t) = r X(t—1)e XCD VD g; und
<i <1
Y(t) = ry Y(t—1)e YD X0 < = (2.17)

Die Populationen kénnen folglich nicht {iber einen bestimmten, festen Wert hinaus wachsen.
Der Fall r; = ro ist, wie oben beschrieben, biologisch irrelevant. Wir betrachten zunéchst
den Fall 71 < ry. Durch Teilen der ersten Gleichung durch die zweite Gleichung aus (2.15)

erhalten wir

X(t+1) i X()

Yt+1) — Y@ (2.18)
Damit gilt auch
X(t)  m X(t—1)
Y(t) rY(t-1) (2.19)
X(t—1) rX(t-2)
Y(t—1) rY({t-2) (220)
X(t— 2) _ 1 X(t—?)) (2.21)

Y(t—2) rpY({t—3)

21Es konnte allerdings prinzipiell eine Koexistenz geben, bei der die Populationsentwicklungen zyklisch

schwanken.
221y: .. . . . .
Diese Aussagen konnen Sie anhand von Kurvendiskussionen selbst beweisen.
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usw., fiir ein ausreichend grofes t. Einsetzen von (2.20) in die rechte Seite von (2.19) ergibt
X(t X(t—2
X@) _ (n Q (2.22)
Y (t) ro

Einsetzen von (2.21) in die rechte Seite von (2.22) ergibt

MO (m) K=y

%0 m) Y(—3) (2:23)

Fahrt man auf diese Weise fort, so erhédlt man
Y(t) r2) Y(0) '

Wir definieren nun r = % Damit gilt

(g)t _ % (2.25)

Da % < 1 ist, gilt r > 1. Multipliziert man eine Zahl, die grofier ist als eins wiederholt mit
sich selbst, so wéchst das Produkt iiber alle Schranken. Fiir grofle ¢t wird der Nenner von %
folglich sehr groff und % strebt somit gegen 0. Mit (2.24) und (2.25) folgt daraus

X (m\'X(0) . 1X(0)
lim —= = tlg(r)lo (7;) Y0) ~ tlilgo FY0) 0. (2.26)

Nun stellt sich die Frage, wie sich X (¢) und Y (¢) verhalten, wenn ¢ gegen unendlich strebt.
Laut (2.17) bleiben beide Losungen stets kleiner als ein bestimmter fester Wert und kénnen

demnach auch nicht unendlich grofl werden. Wegen (2.26) muss daher X () gegen 0 streben.
Es gilt also lim;_,o, X (t) = 0.

Im Falle von rp < r teilen wir die zweite Gleichung durch die erste Gleichung aus (2.15) und
erhalten lim;_., Y (f) = 0 analog zu der Argumentation fiir Fall 1 < ry. Eine der beiden

Spezies stirbt folglich stets aus. Damit zeigt sich auch hier das Konkurrenz- Ausschlussprinzip.

2.3.2 Koexistenz

Nun untersuchen wir fiir ein konkretes System mit interspezifischer Interferenzkonkurrenz,
ob beide Arten dauerhaft gemeinsam iiberleben kénnen. Ein solches Zusammenleben be-
zeichnet man als Koexistenz. Koexistenz liegt zum Beispiel vor, wenn eine Losung gegen
einen Gleichgewichtspunkt strebt, der nur positive Koordinaten hat. Wir wahlen das Re-
produktionsmodell Intra 1 & Inter 0 / Intra 1 & Inter - und Reproduktionsfaktoren
r1,72 > 1. Untersucht man dieses System anhand von Simulationen, so zeigt sich, dass fiir

eine geeignete Wahl der Reproduktionsfaktoren beide Arten in Koexistenz leben kénnen.
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Mit (6.58) aus Teil II erhalten wir

X({t+1) = r X(t) eX®
Y(t+1) = rp V() e YW X®, (2.27)

Aufgabe

Bestimmen Sie die Gleichgewichtspunkte des Systems!

Zur Bestimmung der Gleichgewichtspunke muss das Gleichungssystem

X = 1 Xe_X,
Y = rpYe Ve X (2.28)

gelost werden. Die erste Gleichung ist erfiillt, falls X = 0 oder X = In(r1). Durch Einsetzen
von X = 0 in die zweite Gleichung und Auflésen nach Y erhélt man Y = 0 oder Y = In(r3).
Fiir X' = In(r1) ergibt dasselbe Vorgehen Y = 0 und Y = In(;2). Damit bekommen wir die
Gleichgewichtspunkte Fy = (0,0), P = (In(r1),0), P» = (0,1n(r2)), und P3 = (In(r2), In(:2)).
Damit diese biologisch relevant sind, diirfen ihre Koordinaten nicht negativ sein. Dies ist fiir

Py und P; stets der Fall, da r1, e > 1 gilt. Fiir P; muss zusétzlich :—f > 1, also ro > 71, gelten.

Falls der Gleichgewichtspunkt Pj; anziehend ist, prognostiziert er, dass es konkurrierende
Populationen gibt, die in Koexistenz leben kénnen. Wir miissen also untersuchen, ob der
Gleichgewichtspunkt von allen Losungen, die in seiner Néhe starten, angestrebt wird. Da
wir im Folgenden wieder mit Spinnenwebendiagrammen arbeiten werden, miissen wir das
System fiir feste Reproduktionsfaktoren betrachten. Wir beschrinken uns also auf den Fall
r1 =2 und r9 = 5.

Wir betrachten zunéchst nur die erste Gleichung. Da die erste Spezies die im Rahmen der
Interferenzkonkurrenz dominante Art ist, hingt sie nicht von der anderen Art ab. Dies l&sst

sich auch daran erkennen, dass Y (¢) nicht in der ersten Gleichung vorkommt.

Aufgabe
Versuchen Sie, wie in Kapitel 2.1.3 mit Hilfe einer mathematischen Analyse Aus-

sagen zur Entwicklung der Populationen herzuleiten!

Da r9 > ry ist, existiert Ps fiir diese Reproduktionsfaktoren. In Kapitel 2.1.3 haben wir die
erste Gleichung fiir » = 6 untersucht. Anhand eines Spinnenwebendiagramms erhalten wir
fiir den Fall r = 2, dass lim;_. X (t) = In(2), falls X (0) > 0. Einsetzen von X (¢) = In(2) in

die zweite Gleichung ergibt eine neue Differenzengleichung

V(t+1) = gf/(t) ) (2.29)
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2.3 Konkurrenz- Ausschlussprinzip

Wegen limy_. X (t) = In(2), strebt Y (¢) fiir wachsende ¢ gegen Y (¢).2% Fiir Y (t) konnen wir
wiederum anhand eines Spinnenwebendiagramms lim;_,o, Y (t) = In(3), falls Y (0) > 0, fest-
stellen. Damit erhélt man lim; .o Y (£) = In(5) falls Y'(0) > 0. Folglich gilt lim_. (X (2), Y (t)) =
(In(2),In(2)), falls X(0),Y(0) > 0.

Die mathematische Analyse ergibt, dass die Populationen fiir das untersuchte System in
Koexistenz leben konnen. Das deterministische Modell bestétigt somit die Prognose des sto-
chastischen Modells, dass Koexistenz im Falle von interspezifischer Interferenzkonkurrenz

moglich ist.

2Diese Aussage erscheint plausibel. Sie formal zu beweisen, ist allerdings nicht einfach und lisst sich auch
nicht auf Schulniveau durchfiihren: Ein Beweis im Rahmen fortgeschrittener analytischer Methoden wird im

Anhang B.1 vorgestellt.
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KAPITEL 3

Prognosen und ihr Test

Mathematische Analysen an den im Rahmen dieser Arbeit hergeleiteten Differenzenglei-
chungen lassen sich meist nicht, wie im vorangegangenen Kapitel, mit Mitteln der Schul-
mathematik durchfithren. In der Arbeit von Llibre, Pantazi, Roeckerath und Walcher [31]
wurden die Differenzengleichungen anhand von mathematischen Methoden, die {iber den
Schulstoff hinausgehen, analysiert. Solche mathematischen Analysen kénnen Aussagen iiber
das Gesamtverhalten des Systems liefern. Mit Gesamtverhalten ist dabei das Verhalten aller
moglichen Systeme mit demselben Reproduktionsmodell gemeint. Simulationen anhand des
stochastischen Modells kénnen im Gegensatz dazu nur fiir fest gewéhlte Reproduktionsfak-
toren und Startwerte durchgefithrt werden. Wir wollen uns in diesem Kapitel mit der Frage
beschéftigen, wie man mit den Ergebnissen solcher mathematischer Analysen umgeht und
welche Informationen sie uns iiber die biologischen Systeme liefern. Dazu betrachten wir ein
symbiotisches System. Als Ergebnis der Analyse werden wir auf den Allee-Effekt stoflen. Da-
bei handelt es sich um ein bekanntes tkologisches Phinomen. Aus Teil II' wissen wir, dass
das deterministische Modell als Vereinfachung des stochastischen Modells nur Hinweise auf
die mogliche Entwicklung des stochastischen Systems liefern kann. Daher wollen wir die im

Folgenden diskutierten Ergebnisse stets mit Simulationen anhand der Software vergleichen.

Wir betrachten das symbiotische System mit dem Reproduktionsmodell Intra 2 & Inter
+ / Intra 2 & Inter +. Anhand von (6.58) aus Teil IT lésst sich das zugehérige Differen-
zengleichungssystem aufstellen. Wir betrachten also

X(t+1) = r (1—eX®) @ —e¥YO)

Y(t+1) = rp(1—eYO) (1 —e X0 (3.1)

fir rq,7r9 > 1.

'Kapitel 6.4
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3.1 Analyse des deterministischen Modells

3.1 Analyse des deterministischen Modells

Der Artikel von Llibre u. a. [31] liefert folgende Analyse fiir das deterministische Modell dieses

Systems:

(i)

Fiir alle t > 0 gilt

)m - % (3.2)
Eine Losung wird ab ¢ = 1 durch die eindimensionale Gleichung
X(t+1) = r(l—eXO)1— e nX0) (3.3)
bestimmt. Fiir { = 0 gilt
X(1) = r(1—e X0y -V, (3.4)

Py = (0,0) ist stets ein Gleichgewichtspunkt des Systems.

Es gibt keinen Gleichgewichtspunkt (a,0) mit @ > 0 auf der positiven X-
Achse oder (0,b) mit b > 0 auf der positiven Y-Achse.

Es gibt hochstens zwei Gleichgewichtspunkte Py = (¢,d) und P> = (e, f)
mit positiven Koordinaten ¢, d, e, f > 0. Fiir eine geeignete Wahl von r; und
ro gibt es genau zwei Gleichgewichtspunkte P, = (¢,d) und P> = (e, f) mit
positiven Koordinaten ¢, d, e, f > 0.

Fiir beliebige Startwerte konvergiert (X (t), Y (¢)) gegen einen Gleichgewichts-
punkt.

Aufgabe

Welche der Aussagen (i-v) kénnen Sie begriinden?

Teilt man die zweite durch die erste Gleichung aus (3.1), so erhélt man (3.2). Fir ¢ > 1
gilt also Y'(t) = 2X(¢). Einsetzen von Y (¢) in die erste Gleichung von (3.1) ergibt (3.3).
Einsetzen von X (0) und Y(0) in die erste Gleichung von (3.1) ergibt (3.4). Zur Bestimmung

von Gleichgewichtspunkten muss das Gleichungssystem

X = rnl-eXa-e),
Y = nr (lfe_y) (176_X)

(3.5)

untersucht werden. X = 0 ist eine Losung der ersten Gleichung. Einsetzen von X = 0

in die zweite Gleichung ergibt Y = 0. Daher ist Py ein Gleichgewichtspunkt und es gibt

184



3.1 Analyse des deterministischen Modells

keinen Gleichgewichtspunkt (0,5) mit b > 0 auf der positiven Y-Achse. Einsetzen von Y =
0 in die erste Gleichung ergibt X = 0. Daher kann es auch keinen Gleichgewichtspunkt
(a,0) mit @ > 0 auf der positiven X-Achse geben. Die beiden Aussagen (iv-v) konnen mit
Methoden der Schulmathematik nicht begriindet werden. Fiir feste Reproduktionsfaktoren
besteht allerdings auch im Rahmen der Schulmathematik die Moglichkeit, die Aussagen zu
untersuchen. Daher betrachten wir im Folgenden ein System mit den Reproduktionsfaktoren

r1 = 3 und r9 = 4.

Aufgabe

Laut (iv) hat das System hochstens zwei Gleichgewichtspunkte mit positiven
Koordinaten. Finden Sie mit Hilfe von (i) heraus, wie viele Gleichgewichtspunkte
das System fiir 1y = 3 und ro = 4 genau hat. Was konnen Sie sonst noch iiber

die Gleichgewichtspunkte aussagen?

Wegen (i) stimmt die Anzahl der Gleichgewichtspunkte fiir das System mit der Anzahl der
Gleichgewichtspunkte von (3.3) iiberein. Folglich muss die Anzahl der Gleichgewichtspunkte
von (3.3) fiir 1 = 3 und r9 = 4 bestimmt werden. An dieser Stelle geben wir uns mit einer
graphischen Losung des Problems zufrieden?. Die Abbildung 3.1 zeigt, dass es genau drei
Gleichgewichtspunkte Xg = 0 < X7 < X3 gibt. Damit hat das Symbiose-System fiir r; = 3
und 79 = 4 wegen (3.2) genau die Gleichgewichtspunkte Py = (0,0), P, = (%Xl,Xl) und
Py = (35X, Xo).

Aufgabe

Laut (v) konvergiert jedes (X (¢), Y (¢)) fiir beliebige Startwerte gegen einen Gleich-
gewichtspunkt. Fiir welche Startwerte strebt das System gegen welche Gleichge-
wichtspunkte? Nutzen Sie ein Spinnenwebendiagramm zur Beantwortung dieser

Frage!

Anhand des Spinnenwebendiagramms aus Abbildung 3.1 erkennen wir, dass bei (3.3) X(¢)
fiir alle Startwerte X (1) < X; gegen Xy und fiir alle Startwerte X (1) > X; gegen X» kon-
vergiert. Xy zieht also alle Losungen mit Startwerten kleiner X; und X3 alle Losungen mit
Startwerten grofiler X7 an. X ist abstofiend. Damit strebt (X (¢),Y (¢)) aufgrund von (3.2)
fiir alle X (1) < X gegen Py und fiir alle X (1) > X; gegen Ps.

2Fine analytische Behandlung der Gleichung ist selbst mit fortgeschrittenen mathematischen Methoden

schwierig.
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3.1 Analyse des deterministischen Modells

3.51

287

0.5

x[l 'xl . . . XE

Abbildung 3.1: Fiir X (¢t + 1) = 3(1 — e X®)(1 - e_%X(t)) existieren genau drei Gleichge-
wichtspunkte Xo = 0, X7 =~ 0,39 und X, =~ 2,73. Dabei sind Xy und X5 anziehend und X;
ist abstoflend.
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3.2 Prognosen aus dem deterministischen Modell

Es bleibt die Frage fiir welche Startwerte die Losungen von Py und fiir welche Startwerte die
Loésungen von P, angezogen werden. Es gilt X (1) = r(1 — e~ X(©))(1 — ¢¥ (), Eine Lésung
strebt daher gegen Py, falls X (0) und Y (0) so gewihlt sind, dass X (1) = r1(1 — e~ X)) (1 -
e¥©) < X1. Da 1 — e=X monoton steigt, ist dies der Fall, falls X (0) und Y (0) ausreichend
klein gew#hlt sind. Gegen P» strebt das System folglich, falls X (0) und Y (0) ausreichend

grof} gewahlt wurden.

3.2 Prognosen aus dem deterministischen Modell

Aufgabe
Treffen Sie anhand der erarbeiteten Ergebnisse Prognosen fiir die Entwicklung

der Populationen!

Wir haben festgestellt, dass das System lediglich den Gleichgewichtspunkt Py = (0,0) und
Gleichgewichtspunkte bei denen beide Koordinaten positiv sind besitzt. Gemeinsam mit der
Aussage aus (v), dass alle Losungen einen Gleichgewichtspunkt anstreben, bedeutet das, dass
die Populationen entweder beide aussterben oder beide dauerhaft iiberleben kénnen. Die bei-
den Populationen stehen folglich in einer lebensnotwendigen Abhingigkeit zueinander. Eine

solches Zusammenleben bezeichnet man als Eusymbiose.

Die mathematische Analyse liefert, dass die beiden Populationen bei geringer Dichte (X (0)
und Y (0) ausreichend klein) auf Dauer aussterben, da in diesem Fall (X (¢),Y(¢)) gegen Py
strebt. Bei ausreichend hoher Dichte (X (0) und Y (0) ausreichend grof3) strebt (X (¢),Y(¢))
gegen P,. Das bedeutet, dass beide Populationen dauerhaft iiberleben. Hier zeigt sich der
aus der Biologie bekannte starke Allee-Effekt (vgl. Allee [1]): Bei ausreichend kleinen
Populationsdichten, nimmt die Populationsdichte weiter ab und bei ausreichend grofien Po-

pulationsdichten, steigt sie weiter an.

3.3 Populationsentwicklungen im stochastischen Modell

Im Folgenden wird getestet, ob die anhand des deterministischen Modells erzielten Ergebnisse

auch fiir das stochastische Modell zutreffen.

Aufgabe

Testen Sie die mit der mathematischen Analyse erzielten Ergebnisse anhand von
Simulationen auf einem Feld der Gréfle N = 1000 auf ihre Giiltigkeit. Diskutieren
Sie inwiefern sich die Differenzengleichungen eignen, um das stochastische Modell

zu beschreiben?
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3.3 Populationsentwicklungen im stochastischen Modell

Simulationen zeigen, dass tatséchlich stets entweder beide Populationen iiberleben oder beide
aussterben. Dies entspricht dem Ergebnis, dass alle Losungen entweder den Gleichgewichts-
punkt Py = (0,0) oder einen Gleichgewichtspunkt mit ausschlielich positiven Koordinaten
anstreben.

Bei Simulationen mit ausreichend hohen Startwerten kénnen die beiden Populationen iiber-
leben. Fiir hinreichend kleine Startpopulationen sterben sie aus. Dies entspricht soweit den
Ergebnissen der mathematischen Analyse. Allerdings gibt es auch den Fall, dass bei verschie-
denen Simulationsdurchléufen fiir dieselben Startwerte die Populationen entweder aussterben
oder iiberleben. In diesen Féllen besteht also eine gewisse Uberlebenschance. Dieses Phé-
nomen kann vom deterministischen Modell nicht abgebildet werden. Beide Modelle zeigen

allerdings den Allee-Effekt und das eusymbiotische Verhalten.
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KAPITEL 4

Strategien

Es gibt Systeme, bei denen eine Population durch das Zusammenleben mit einer anderen
Population negativ beeinflusst und somit geschwicht wird. Beispiele dafiir sind Systeme mit
interspezifischer Interferenzkonkurrenz (Inter 0 / Inter -) oder Réduber-Beute-Systeme (Inter
+ / Inter -). Bei diesen Systemen liegt jeweils fiir die Art mit Inter - eine Schwéichung durch
die andere Art vor.

In diesem Kapitel wollen wir uns damit beschéftigen, welche ,,Strategieinderung“ zu einer
verbesserten Situation fiir die unterlegene Art in einem System mit interspezifischer Interfe-
renzkonkurrenz fithren wiirde. An dieser Stelle ist anzumerken, dass eine Population natiir-
lich nicht bewusst eine Strategie verfolgt. Sie ist nicht in der Lage dazu, Eigenschaften wie
Nachkommenanzahl pro Geburt oder intraspezifische Konkurrenz unmittelbar zu éndern, um
Vorteile fiir ihre Entwicklung zu erzielen. Solche Verédnderungen sind nur durch langwierige
evolutionire Prozesse moglich. Daher ist die folgende ,,Suche nach besten Strategien“ eher als
Spiel zu sehen. Wir werden versuchen, anhand von Simulationen und durch mathematische
Analysen erfolgreiche Strategien zu entwickeln. Zuletzt werden wir iiberpriifen, in wiefern
die anhand der mathematischen Analyse erzielten Strategien Giiltigkeit fiir konkrete Simu-

lationen haben.

Wir betrachten das System mit dem Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter 0 / Intra 1
& Inter-. Das beschreibende Differenzengleichungssystem geméifl (6.58) aus Teil 1T lautet

X(t+1) = r X(t) e XO,

Y(t4+1) = rmY(E)e YO XO (4.1)
fiir r1,79 > 1. Die Spezies 2 ist damit die unterlegene Art.
Eine Strategieinderung der unterlegenen Art konnte darin bestehen, ihren Reproduktions-

faktor oder ihre intraspezifische Konkurrenz zu éndern. Um abschétzen zu kénnen, wie sich

derartige Anderungen auswirken konnten, rufen wir uns zunéchst die Eigenschaften von
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4.1 Entwicklung von Strategien anhand des stochastischen Modells

Populationen ohne interspezifische Einfliisse ins Gedéichtnis': Liegt bei einer Population in-
traspezifisch Ausbeutungskonkurrenz (Intra 1 & Inter 0) vor, so ergeben sich in der Regel
folgende Entwicklungen: Die Populationsgrofle strebt fiir kleine Reproduktionsfaktoren einen
positiven Gleichgewichtszustand an. Dabei steigt die Populationsgréfie mit dem Reproduk-
tionsfaktor. Wird ein gewisser Wert iiberschritten, so kommt es zu deutlichen Populations-
schwankungen, die mit wachsendem Reproduktionsfaktor immer stéirker werden. Bei sehr
grolem Reproduktionsfaktor fithren sie zum Aussterben der Spezies.

Liebt bei der Art hingegen intraspezifisch Interferenz- statt Ausbeutungskonkurrenz (Intra
2 & Inter 0) vor, dann ergeben sich fiir kleine Reproduktionsfaktoren meist dhnliche Ent-
wicklungen wie bei der Ausbeutungskonkurrenz. Fiir groflere Reproduktionsfaktoren bleibt
es allerdings im Gegensatz zur Ausbeutungskonkurrenz dabei, dass ein Gleichgewichtszu-
stand angendhert wird. Die Population nimmt bei gréflerem Reproduktionsfaktor dauerhaft
eine hohere Populationsgrofle an. Auflerdem sind die Populationsgrofien im Falle gleicher
Reproduktionsfaktoren bei der Interferenzkonkurrenz auf Dauer hoher als bei der Ausbeu-
tungskonkurrenz.

Hier liebt bei der unterlegenen Spezies intraspezifisch Ausbeutungskonkurrenz vor. Weiter
miissen wir in unsere Uberlegungen mit einbeziehen, dass die unterlegene Spezies durch die
andere Spezies geschwécht wird. Daraus ergibt sich je nach Groéfle der anderen Spezies eine

mehr oder weniger starke Absenkung der Individuenanzahl.

4.1 Entwicklung von Strategien anhand des stochastischen Modells

Nun fiithren wir die Simulationen durch und versuchen, auf der Basis unseres Wissens iiber

die unterlegene Art Strategien zur Verbesserung ihrer Situation zu entwickeln.

Aufgabe

Fiihren Sie fiir die Systeme mit den Reproduktionsfaktoren

1. r1 =4 und ry = 6,
2. rp =4 und ro = 2,

3. r1 =4 und ry = 50

Simulationen anhand des Langzeittools durch! Wihlen Sie dabei die Feldgrofe
N = 1000! Welche Situation ergibt sich fiir die unterlegene Art? Worin wiirde
eine Verbesserung ihrer Lage bestehen? Welche Strategieinderung koénnte eine
Verbesserung bewirken? Begriinden Sie, warum diese Strategie erfolgreich sein

konnte! Testen Sie Thre Strategie anhand von Simulationen!

1Vgl. Kapitel 5.1 aus Teil 1T
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4.2 Entwicklung von Strategien anhand des deterministischen Modells

Im Falle von 1 = 4 und ro = 6 ergibt sich in den Simulationen in der Regel fiir beliebige
positive Startwerte ein Gleichgewichtszustand bei dem die Arten in Koexistenz leben. Eine
Verbesserung fiir die unterlegene Art wire folglich eine Vergrofilerung ihrer Individuenan-
zahl. Wir wissen, dass aufgrund der intraspezifischen Ausbeutungskonkurrenz eine gewisse
allerdings nicht zu starke Vergréerung des Reproduktionsfaktors eine Anhebung der Indi-
viduenanzahl bringen kann. So kommt es fast immer zu einer erhéhten Individuenanzahl,
wenn man in den Simulationen ro z.B. auf 10 erhoht.

Wir wissen, dass im Falle von intraspezifischer Interferenzkonkurrenz héhere Individuenan-
zahlen erzielt werden koénnen. Ein Wechsel der intraspezifischen Konkurrenz fiithrt in den
meisten Simulationen folglich ebenfalls zu einer erhthten Populationsgrofie.

Fiir 1 = 4 und ro = 2 stirbt die unterlegene Art in den Simulationen fast immer aus. Das
Ziel der Strategieiinderung besteht hier also darin, Uberleben fiir die unterlegene Art zu
erreichen. Erwartungsgemaf hilft eine gewisse aber nicht zu starke Erhohung des Reproduk-
tionsfaktors ry z.B. auf 5. So wird der Schwichung durch die {iberlegene Art mit erhShten
Nachkommenzahlen pro Generation entgegengewirkt. Der Reproduktionsfaktor darf dabei
allerdings nicht zu groff gewéhlt sein, damit sich die unterlegene Art aufgrund der intraspe-
zifischen Ausbeutungskonkurrenz nicht selbst schadet. Eine Anderung der intraspezifischen
Konkurrenz zur Interferenzkonkurrenz reicht bei der Simulation nicht aus, um zum Uberle-
ben zu fithren. Es zeigt sich zwar kurzzeitig eine hohere Individuenanzahl, es kommt aber
dennoch fast immer nach einigen Generationen zum Aussterben.

Auch fiir ;1 = 4 und ro = 50 stirbt die unterlegene Art in den Simulationen meist aus. Hier
liegt ein grofler Reproduktionsfaktor fiir die unterlegene Art vor. Es ist zu vermuten, dass
sich die Art aufgrund der intraspezifischen Ausbeutungskonkurrenz selbst schadet. Folglich
diirfte eine Absenkung des Reproduktionsfaktors (z.B. auf 1, = 20) oder eine Anderung der
intraspezifischen Konkurrenz in den meisten Fillen zum Uberleben fiihren. Entsprechende

Simulationen bestétigen diese Vermutung.

4.2 Entwicklung von Strategien anhand des deterministischen Modells

Nachdem wir im vorangegangenen Abschnitt die Simulationssoftware bei unserer Suche nach
Erfolgsstrategien eingesetzt haben, wollen wir nun auf mathematische Analysen anhand der
Differenzengleichung (4.1) zuriickgreifen. Folgende Ergebnisse wurden bei einer Analyse der

Gleichung (4.1) erzielt:

Fﬁr1<7"1<€2,1<7‘1<’l"2<€2

r1 streben alle Losungen mit positiven
Startwerten gegen den Gleichgewichtspunkt P3 = (In(r1),In(7?)) des Systems

(Vgl. Abbildung 4.1 (b)).
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4.2 Entwicklung von Strategien anhand des deterministischen Modells

504

40 (c)

304

(a)

204
(b)

Abbildung 4.1: Parameterbereiche fiir die Reproduktionsfaktoren r; und r3, in denen sich das
qualitative Verhalten des Systems dndert: (a) 71 > €2, (b) 1 <7y < e, 1 <71 < re < €?ry,
(c)l<r<erg>e?rp>1und (d)1<r <e? 1<ry<n

Ein Begriindung dieser Aussage kann im Rahmen der Schulmathematik nicht geliefert wer-
den. Ein Beweis mit fortgeschrittenen Methoden findet sich im Anhang B.2.

Biologisch interpretiert bedeutet das, dass die unterlegene Art unter folgenden Bedingungen
dauerhaft iiberleben kann?: Der Reproduktionsfaktor 7 der dominanten Art darf nicht zu
grof sein (1 < 71 < €?), denn in diesem Fall bleibt ihre Populationsdichte klein genug, so
dass die unterlegene Art ebenfalls {iberleben kann. Der Reproduktionsfaktor der unterlegenen
Art muss grofler als der Reproduktionsfaktor der iiberlegenen Art sein, da so die Schwéchung
durch die iiberlegene Art mit einer stirkeren Reproduktion ausgeglichen wird. Allerdings darf
ro beziiglich r; auch nicht zu grofi (1 < ry < e2r1) sein, damit sie sich nicht aufgrund zu

hoher intraspezifischer Konkurrenz (Intra 1) selbst schwicht.

?Das bedeutet nicht, dass die unterlegene Art nur fiir diese Werte von r1 und ry iiberleben kann. Die

vorliegende mathematische Analyse liefert lediglich keine Ergebnisse fiir andere Werte.
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4.2 Entwicklung von Strategien anhand des deterministischen Modells

4.2.1 TUberlebensstrategie

Aufgabe

Angenommen, die unterlegene Art stirbt aus, welche Verdnderungen koénnten das
Aussterben verhindern? Nutzen sie das Ergebnis der mathematischen Analyse
bei der Beantwortung dieser Frage! Versuchen Sie Erkldrungen aus biologischer

Sicht zu finden, warum die Strategieéinderungen erfolgreich sind!

Je nachdem, was der Grund fiir das Aussterben der Art ist, kann unter Umstédnden eine
Anderung des Reproduktionsfaktors oder ein Wechsel der intraspezifischen Konkurrenz zum
Uberleben der Art fithren.

Zunichst untersuchen wir, inwiefern die Anderung des Reproduktionsfaktors 5 zu einer Ver-
besserung fithren kann. Falls 1 < r; < €2, 1 < ro < 71, dann liegt eine starke Schwichung
durch hohe Populationsdichten der iiberlegenen Art vor. Durch eine gewisse Erhchung von ry
kann dieser Schwichung entgegengewirkt werden, und es kommt zum Uberleben der Spezies
2 (Ubergang von (d) zu (b) in Abbildung 4.1). Falls 1 < r; < €2, ro > rie? > 1 ist, lisst
sich das Aussterben damit begriinden, dass die unterlegene Art sich aufgrund der intraspe-
zifischen Ausbeutungskonkurrenz selbst schwicht. Eine entsprechende Verkleinerung von ro
fithrt folglich zum Uberleben der Spezies 2 (Ubergang von (c) zu (b) in Abbildung 4.1). Ist
allerdings 1 > €2, dann kénnen wir aus rein mathematischer Sicht keine Aussage dazu tref-
fen, ob die Anderung des Reproduktionsfaktors r zu einer Verbesserung fithrt (Verbleiben
in (a) in Abbildung 4.1).

Nun untersuchen wir, ob die Anderung der intraspezifischen Ausbeutungs- zur intraspezifi-
schen Interferenzkonkurrenz eine Verbesserung erbringt. Wir erhalten also ein System mit
dem Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter 0 / Intra 2 & Inter-. Das zugehorige Diffe-

renzengleichungssystem lautet gemf (6.58) aus Teil 1T

X(t+1) = r X(t) e X®,
Y(t4+1) = rp(1—eYO) e X0 (4.2)

fiir 71,72 > 1. In Anhang B.3 findet sich eine mathematische Analyse dieser Gleichung (auf

Universitétsniveau), die das folgende Resultat liefert:

Falls 1 < r; < €2, r; > ro>1 ist, streben alle Lésungen mit positiven Startwerten

gegen den Gleichgewichtspunkt P; = (In(r1),0) (Vgl. Abbildung 4.1 (d)).

Falls 1 < 7 < €%, 1 < 1 < ry ist, streben alle Losungen mit positiven Startwerten
T2

gegen den Gleichgewichtspunkt P2 = (In(r1),n) mit n = 2(1 —e™) und n > 0
(Vgl. Abbildung 4.1 (b) und (c)).
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4.2 Entwicklung von Strategien anhand des deterministischen Modells

Folglich kénnen wir bei einem Wechsel der intraspezifischen Konkurrenz fiir die unterlegene
Spezies im Falle von 1 < r; < €2, ro > r; > 1 Uberleben (Bereich (b) und (c) in Abbildung
4.1) und im Falle von 1 < r; < €2, 1 < ro < 71 (Bereich (d) in Abbildung 4.1) Aussterben
vorhersagen. Fiir r; > e? gibt es keine Ergebnisse aus dieser mathematischen Analyse.

Die quantitativen Ergebnisse fiir die beiden Konkurrenztypen unterscheiden sich folglich nur
fir 1 < r; < €2, ro > €2 > 1 (Bereich (c) in Abbildung 4.1) ist. Stirbt die Art bei in-
traspezifischer Ausbeutungskonkurrenz innerhalb dieses Parameterbereichs aus, so liegt dies
daran, dass sie sich aufgrund der intraspezifischen Ausbeutungskonkurrenz selbst schadet.

Daher hilft in diesem Falle der Wechsel zur intraspezifischen Interferenzkonkurrenz.

4.2.2 Strategie zur Erh6hung der Populationsdichte

Nun wollen wir anhand des deterministischen Modells Strategien, die die Populationsdichte

erhdhen konnen, entwickeln.

Aufgabe
Angenommen die beiden Arten streben einen Gleichgewichtszustand an, bei dem
die unterlegene Art dauerhaft iiberleben kann, welche Verédnderung wiirde zur

Erhohung ihrer Populationsdichte fithren?

Laut unseren Erkenntnissen aus den Simulationen miisste sich die Populationsdichte durch
eine angemessene Anhebung des Reproduktionsfaktors oder durch Anderung der intraspezi-
fischen Konkurrenz steigern lassen.

Wenn die Spezies 2 iiberlebt, dann strebt jede Losung gegen P» und somit Y (¢) gegen
Y = In(;2). Die Funktion ry — In(72) ist streng monoton wachsend. Somit erhoht sich die
PopulationsgroBe durch eine Erhchung des Reproduktionsfaktors 75 solange 1 < 75 < e?ry
bleibt. Fiir den Fall 7o > e?r; > 1 haben wir keine Ergebnisse aus der mathematischen
Analyse. Bei einer Anderung der intraspezifischen Wechselbeziehung der unterlegenen Spe-

zies von Intra 1 zu Intra 2 ergibt sich der Gleichgewichtspunkt P, = (In(r1),n), wobei

n=72(1-e")>0.Esgiltn<{{— =2 denn wegenn > 0gilt 0 <1—e™" < 1und, da

In(x) < z — 1 gilt?, folgt In(72) < 2 — 1 < n. Also erhsht sich die Populationsgrofie durch

die Anderung der intraspezifischen Wechselbeziehung.

3 Auf einen Beweis dieser Aussage wird an dieser Stelle verzichtet.

194



4.3 Anwendung der Strategien aus dem deterministischen Modell im stochastischen
Modell

4.3 Anwendung der Strategien aus dem deterministischen Modell im sto-
chastischen Modell

Wir wollen nun fiir die zu Beginn des Kapitels bereits simulierten Systeme iiberpriifen, ob
die anhand der mathematischen Analyse erarbeiteten Strategien fiir die unterlegene Art auch

bei den Simulationen erfolgreich sind.

Aufgabe
Fiihren Sie wie zu Beginn des Kapitels fiir die Systeme mit den Reproduktions-

faktoren

1.rm=4und rs =6
2. r1=4und ro =2

3. r1 =4 und ry = 50

Simulationen durch! Wé&hlen Sie dabei die Feldgrofie N = 1000.
Testen Sie die anhand der mathematischen Analyse entwickelten Erfolgsstrategi-

en fiir die unterlegene Art anhand der Simulationen!

Im Falle von 7 =4 und 7 = 6 (Bereich (b) in Abbildung 4.1) ergibt sich in den Simulatio-
nen meist Koexistenz. Laut der mathematischen Analyse, kann sich die Populationsdichte der
unterlegenen Art durch eine Erhohung des Reproduktionsfaktors ro innerhalb des Intervalls
(4,4€?) oder durch Anderung der intraspezifischen Wechselbeziehung zu Interferenzkonkur-
renz erhéhen.? Dies lisst sich durch Simulationen bestiitigen, solange kein Aussterben durch
stochastische Effekte (z.B. fiir 72 nahe bei 4 und S;(0) sehr klein) bei der unterlegenen Art
auftritt.

Fiir 1 = 4 und ro = 2 (Bereich (d) in Abbildung 4.1) stirbt die unterlegene Art bei Simu-
lationen fast immer aus. Wie durch die mathematischen Analyse prognostiziert, hilft hier
(abgesehen von den Fillen, wo Aussterben durch stochastische Effekte auftritt) eine Erho-
hung des Reproduktionsfaktors 7y, wobei ro € (4, 4€?) gelten muss, aber eine Anderung der
intraspezifischen Konkurrenz nicht.

Auch fiir 11 = 4 und r9 = 50 (Bereich (c¢) in Abbildung 4.1) stirbt die unterlegene Art in
den Simulationen in der Regel aus. Laut mathematischer Analyse hilft in diesem Falle eine
Absenkung des Reproduktionsfaktors, so dass ro € (4,4¢e?) oder der Wechsel der intraspe-
zifischen Konkurrenz. Dies lésst sich anhand der Simulationen (abgesehen vom Aussterben

durch stochastische Effekte) bestétigen.

1Es gilt 4e? ~ 29, 55.
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4.3 Anwendung der Strategien aus dem deterministischen Modell im stochastischen
Modell

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass die anhand der mathematischen Analyse
erarbeiteten Erfolgsstrategien, solange die unterlegene Art nicht aufgrund von stochastischen
Effekten ausstirbt, auch im stochastischen Modell erfolgreich sind. Dariiber hinaus gelten sie
fiir ganze Parameterbereiche von 71 und ro, welche man anhand von Simulationen nur sehr

miithsam durch Ausprobieren hitte bestimmen konnen.
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Teil IV

Zur Umsetzung
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KAPITEL 1

Einleitung

Das Hauptgewicht dieser Arbeit lag auf der Entwicklung der in den Teilen I-III vorgestellten
Unterrichtsmaterialien. Eine systematische Untersuchung zur Umsetzung im Unterricht hat
nicht stattgefunden. Dennoch wurden Teile der Materialien an Lerngruppen getestet. Dazu
musste zuerst geklart werden, in welchem Rahmen man iiberhaupt an eine Umsetzung den-
ken konnte. Aus zeitlichen Griinden wurde von einem Einsatz im reguléren Schulunterricht
abgesehen und eine Erprobung mit Oberstufenschiilern im Rahmen einer Sommerschule an
der RWTH Aachen und einer Modellierungswoche des Felix-Klein-Zentrums fiir Mathematik
durchgefiihrt. Bei beiden Lerngruppen handelte es sich (mehr oder weniger) um leistungs-
starke und mathematisch interessierte Schiiler. Neben diesem Einsatzgebiet im Ubergang
zwischen Schule und Universitit wére fiir den schulischen Kontext ein Einsatz im Projekt-
unterricht, als Facharbeitsthema oder in einer Arbeitsgemeinschaft denkbar gewesen. Fiir
Studenten der Mathematik oder Biologie héitte man die Bearbeitung in Vorlesungen oder
Proseminaren des Grundstudiums erproben kénnen.

Im Folgenden werden die Erfahrungen aus der Sommerschule und der Modellierungswoche

vorgestellt.
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KAPITEL 2

Sommerschule MINT Mathe-Camp

Vom 17. bis zum 20.09.2008 fand an der RWTH Aachen eine Sommerschule mit unterschied-
lichen mathematischen Workshops statt. Es nahmen 26 Schiiler der Oberstufe teil. Dabei
handelte es sich grofitenteils um mathematisch besonders interessierte und leistungsstarke
Schiiler. Es standen acht Stunden fiir den Workshop ,,Populationsmodelle, in dem Teile
der entwickelten Unterrichtsmaterialien erprobt werden sollten, zur Verfiigung. Damit stellte
sich also die Frage, wie im Rahmen dieses verhéltnisméfig kurzen Bearbeitungszeitraums ein

sinnvoller Einsatz stattfinden kann.

2.1 Konzept fiir einen kurzen Zeitrahmen

Fiir den Workshop wurde ein Arbeitsbuch (vgl. Anhang C.1.1) entwickelt, welches eine rela-
tiv enge Fithrung vorgab und auf eine achtstiindige Bearbeitungszeit hin ausgelegt war. Es
enthielt Texte zur Stoffvermittlung, Aufgaben, Experimentieranleitungen und Musterlosun-
gen und war so angelegt, dass Schiiler selbststéindig und im eigenen Tempo damit arbeiten
konnten. Konzeptionell war es nahezu identisch zu einem Leitprogramm (vgl. Frey und Frey-
Eiling [17]), enthielt allerdings keinen obligatorischen Test im Anschluss an jedes Kapitel.
Diese fiir ein Leitprogramm wesentliche Komponente wurde im Hinblick auf den KEinsatz
wihrend der Sommerschule weggelassen, da den Teilnehmern ein ausreichend starkes Ver-

antwortungsgefiihl fiir den eigenen Lernprozess unterstellt wurde.

Das Arbeitsbuch bestand aus drei Teilen. Im ersten Teil wurden die Schiiler aufgefordert,
selbstédndig die biologischen Grundlagen zu erarbeiten. Dann wurde das Késtchenmodell vor-
gestellt und in den Umgang mit der Software eingefiihrt. Die Schiiler lernten, Prognosen fiir
die Populationsentwicklungen anhand des Basis- und des Langzeittools zu erstellen und mit
Hilfe des Reproduktionstools Abbildungsvorschriften fiir Reproduktionsfunktionen in Ab-

héngigkeit von einer Variablen herzuleiten. Thema des zweiten Kapitels war die Herleitung
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2.2  Ablauf

einer mathematischen Beschreibung fiir ein System mit Amensalismus (Intra 1 & Inter 0 /
Intra 1 & Inter -). Dazu mussten die Reproduktionsfunktionen der Arten in Abhéngigkeit
der Populationsgroflen und der Kiéstchenanzahl anhand des Reproduktionstools bestimmt
werden. Das Kapitel bestand aus vielen Einzelaufgaben, die zunéchst Schritt fiir Schritt zu
einer mathematischen Beschreibung fiir die erste Spezies fithrten. Bei der Bearbeitung ent-
wickelten die Schiiler diese also unter starker Fiithrung selbst, ohne zuvor eine Herleitung an
einem Beispiel nachvollzogen zu haben. Fiir die zweite Spezies geschah dieses ohne Hilfe-
stellung. Im letzten Teil sollte frei gearbeitet werden. Die Schiiler wurden aufgefordert sich
ein System auszudenken, welches anhand des Késtchenmodells beschrieben werden kann.
Anschliefend sollten sie anhand der Simulationssoftware Prognosen fiir die Entwicklung des
Systems aufstellen und eine mathematische Beschreibung fiir die Populationsentwicklungen

herleiten.

2.2 Ablauf

Fiir die Erprobung der Unterrichtsmaterialien im Rahmen der Sommerschule stand ein Zeit-
rahmen von acht Stunden zur Verfiigung. Zu Beginn der Einheit, wurde den Schiilern der
Umgang mit dem Arbeitsbuch erldutert. Die restliche Zeit arbeiteten sie einzeln oder in
Zweiergruppen (insgesamt 14 Gruppen), eigenstindig mit dem Buch und der Simulations-
software. Es standen zwei Betreuungspersonen zur Verfiigung, die den einzelnen Gruppen

bei Schwierigkeiten helfen konnten.

2.3 Auswertung

Es sollte wihrend der Sommerschule an einer Schiilergruppe getestet werden, in wieweit
die entwickelten fachlichen Inhalte! von Schiilern der Oberstufe verstanden und angewendet
werden konnen. Weiter sollten das zu diesem Zweck verfasste Arbeitsbuch und der veran-
schlagte zeitliche Rahmen iiberpriift werden. Um Aussagen beziiglich dieser Punkte erzielen
zu konnen, wurden die Gruppen aufgefordert, ihre Ergebnisse stets schriftlich festzuhalten.
Durch eine Analyse dieser Ergebnisse konnte natiirlich nur eingeschréinkt auf den tatséchlich
erzielten Kenntnisstand geschlossen werden, da Losungshinweise zur Verfiigung standen, die
sicherlich mehr oder weniger in die Aufzeichnungen einflossen. Bei einer genaueren Analyse
der Schiileraufzeichnungen lief sich allerdings in der Regel erkennen, inwiefern es sich um

eigenstiandig erzielte Ergebnisse handelt.

1Teil 11 dieser Arbeit
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2.4 Resonanz

Den Aufzeichnungen ist zu entnehmen, dass der erste Teil des Arbeitsbuches von allen vier-
zehn Gruppen vollstindig und erfolgreich bearbeitet wurde. Es ist also weitgehend davon
auszugehen, dass die Schiiler die Software einsetzen konnten, um Prognosen fiir Populations-
entwicklungen geeigneter biologischer Systeme zu erstellen und Abbildungsvorschriften fiir
die Reproduktionsfunktionen in Abhéngigkeit von einer Variablen herleiten konnten.

Zwolf Gruppen leiteten im Rahmen des zweiten Kapitels, also mit Hilfe einer engen Fiih-
rung, eine mathematische Beschreibung fiir die Populationsentwicklung der ersten Spezies
des Systems her. EIf Gruppen gelang die darauf folgende selbststindige Herleitung der Po-
pulationsentwicklung der zweiten Spezies.

Zehn Gruppen bearbeiteten den dritten Teil. Alle zehn Gruppen definierten ein zu untersu-
chendes System und leiteten Prognosen fiir die Entwicklung anhand der Simulationssoftware
her. An der selbststdndigen Herleitung der mathematischen Beschreibungen versuchten sich
noch acht Gruppen. Ein vollstdndiges Ergebnis erreichte dabei keine der Gruppen. Die meis-
ten Ansétze waren allerdings viel versprechend und zwei Gruppen gelang es immerhin, eine
mathematische Beschreibung fiir eine der beiden Arten ihres Systems zu bestimmen. Daher
ist davon auszugehen, dass hier eher Zeitmangel als fehlendes Versténdnis Grund dafiir war,

dass die letzte Aufgabe nicht mehr vollstéindig bearbeitet wurde.

Diese Ergebnisse zeigen, dass die Schiiler erfolgreich mit den entwickelten Unterrichtsmate-
rialen arbeiten konnten. Dabei sind die einzelnen Gruppen zum Teil sehr unterschiedlich weit
gekommen, was darauf hinweist, dass die Schiiler unterschiedlich leistungsstark waren. Der
Einsatz des Arbeitsbuches war hier folglich sinnvoll, da es jedem Schiiler die Bearbeitung in
seinem personlichen Tempo ermoéglicht hat. So wurde keiner der Schiiler ,,abgehidngt“ und
keiner ,, gebremst“ . Nachteil der Methode war, dass die Ergebnissicherung den Schiilern selbst
iiberlassen blieb. Dabei bestand, wie bereits erwahnt, die M&glichkeit, dass bei Problemen
schnell in der Musterlésung nachgesehen wurde anstatt eigenstindig eine Losung zu finden.
Insgesamt, war die zu Verfiigung stehende Zeit zu knapp bemessen, da auch die schnelle-
ren Schiiler nicht mehr dazu kamen, eigenstdndig eine mathematische Beschreibung fiir ihr
gewahltes System herzuleiten. Fiir den Biologieteil war weniger Zeit eingeplant, als die Schii-
ler benotigt haben. Hier wire eine Reduzierung der Arbeitszeit durch eine enger gefasste

Aufgabenstellung moglich gewesen.

2.4 Resonanz

Nach dem Workshop gaben zwanzig Schiiler anhand eines anonymen Fragebogens Riick-

meldung. Es folgt eine zusammenfassende Auswertung. Im Anhang C.1.2 findet sich eine
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2.4 Resonanz

Zusammenstellung aller Riickmeldungen.

Die Evaluation ergab, dass der Workshop fast allen Schiilern Spafl gemacht hat. Er wurde
im Schnitt mit der Note ,,gut* bewertet.

Das Verfahren mit dem Arbeitsbuch zu arbeiten, wurde mehrfach explizit gelobt und die
meisten Schiiler gaben an, dass ihnen diese Art der Arbeit zumindest weitgehend Spafl ge-
macht habe. Besonders die individuelle Zeiteinteilung und das selbststéindige Arbeiten traf
auf die Zustimmung der Schiiler. Ein Schiiler merkte an, dass ihm das Vorhandensein von
Musterlosungen geholfen habe. Ein weiterer Schiiler bedauerte, dass die Ergebnisse nicht ge-
meinsam besprochen wurden. Die Erkldrungen und Anweisungen im Arbeitsbuch wurden als
weitgehend versténdlich bewertet. Einige Schiiler empfanden allerdings die Formulierungen
einiger Aufgaben als ungenau oder missverstiandlich. Diese Kritik wurde bei der Uberarbei-
tung des Arbeitsbuchs beriicksichtigt. Weiter wurde von einigen Schiilern Zeitmangel zum
Ende der Einheit hin beklagt. Gerade fiir die letzte Aufgabe, auf die man hingearbeitet hat,
sei zu wenig Zeit geblieben.

Weiter wurde mehrfach kritisiert, dass die Aufgaben zum biologischen Hintergrund teilweise
iiberfliissig und zu zeitaufwendig gewesen seien. Fast alle gaben an, dass sie gerne mit den
Tools gearbeitet und ihre Handhabung nicht als schwierig empfunden haben. Die Suche nach
den mathematischen Beschreibungen hat den meisten Schiilern gefallen. Zwei gaben an, dass
dies eher nicht der Fall war. Besonders gelobt wurde der Realitdtsbezug der Materialien.
Ein Schiiler erklirte, er ,konnte gut erkennen, wie viel Mathematik in unserem téglichen
Leben steckt und wie man das nutzen kann“ . Es sei ,,ein sehr guter Einblick in angewand-
te Mathematik [gewesen], bei dem nicht das Erlernen vieler mathematischer Grundlagen im
Vordergrund stand [...], sondern vor allem die Methodik angewandter Mathematik vermittelt
wurde®.

Der Stoff wurde von den meisten Schiilern zwar als anspruchsvoll aber nicht als zu schwierig
eingestuft. Vier Schiiler empfanden die Einheit allerdings als etwas zu schwierig. Die meis-
ten Schiiler hatten das Gefiihl, viel gelernt zu haben. Fiinf Schiiler waren eher nicht dieser

Meinung.
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KAPITEL 3

Modellierungswoche

Seit 1993 findet einmal jéhrlich eine mathematische Modellierungswoche fiir Schiiler und
Lehrer in der Pfalzakademie Lambrecht statt. Seit 2008 wird diese vom Felix-Klein-Zentrum
fiir Mathematik in Kooperation mit Universitdten und Fachhochschulen ausgerichtet. Wah-
rend der 17. Modellierungswoche vom 28.06 bis zum 03.07.2009 arbeitete eine Gruppe von
fiinf mathematisch besonders leistungsstarken Oberstufenschiilern und zwei Lehrern mit den

im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Materialien.

3.1 Konzept fiir einen grofiziigigen Zeitrahmen

Die Gruppe konnte 4 Tage an dem Thema arbeiten. Es stand folglich ein besonders grofizii-
giger Zeitrahmen zur Verfiigung. Daher erhielt die Gruppe eine offene Aufgabenstellung, bei
der es unter anderem darum ging, Prognosen fiir die Entwicklung von Pflanzenpopulationen
anhand der Software zu erstellen und ihre Entwicklung mathematisch zu beschreiben (vegl.
Anhang C.2.1). Fiir die Bearbeitung der Aufgabe wurde Material (vgl. Anhang C.2.2) zur
Verfiigung gestellt, worin lediglich das Késtchenmodell und die Software beschrieben wur-
den. Eine umfassende Anleitung, wie anhand der Software mathematische Beschreibungen
fiir die Entwicklung der betrachteten Systeme hergeleitet werden kéonnen, enthielt das Mate-
rial nicht. Die Gruppe sollte die Aufgabe mit Hilfe des Materials so eigenstéindig wie moglich
l6sen. Weitere Hilfestellung wurde wéihrend der Bearbeitung daher nur sehr selten gegeben.

Dariiber hinaus gab es keinerlei zeitliche Vorgaben oder Empfehlungen.

3.2 Ablauf

Fiinf Tage lang befasste sich die Gruppe mit der Aufgabe. Es folgt eine ergebnisorientierte
Zusammenfassung ihrer Arbeit. Ein detailliertes Protokoll findet sich im Anhang C.2.3.
Zu Beginn arbeitete sich die Gruppe mit Hilfe des Materials in das Késtchenmodell und den

203



3.2 Ablauf

Umgang mit der Software ein. AnschlieSend erstellte sie einen Plan, der die Arbeit der fol-
genden Tage strukturieren sollte. Dann stiegen die Schiiler in die eigentliche Arbeit ein und
begannen, mit der Untersuchung von Systemen mit nur einer Population. Sie fithrten Simu-
lationen durch und diskutierten, in welchen Fillen die Arten einen Gleichgewichtszustand
annehmen, aussterben oder starken Schwankungen unterliegen. Zum Beispiel untersuchten
sie den Zusammenhang zwischen Gleichgewichtswert und Reproduktionsfaktor. Wihrend ih-
rer Arbeit kamen unterschiedliche, interessante Fragen auf, beispielsweise welche Bedeutung
die Mittelung vieler Simulationen hat, oder ob unbegrenztes Wachstum moglich ist.

Dann gingen sie zur Herleitung mathematischer Beschreibungen fiir die Systeme mit nur
einer Population iiber. Dazu mussten sie mit Hilfe des Reproduktionstools Reproduktions-
funktionen in Abhéngigkeit von zwei Variablen bestimmen. Die Herleitung gelang ihnen na-
hezu eigenstiandig. Dabei diskutierten sie unterschiedliche Ansitze (zum Beispiel eine lineare
Funktion und eine Wurzelfunktion). Sie stellten eigensténdig eine mathematische Beschrei-
bung der Populationsentwicklung anhand der Reproduktionsfunktion auf. Dabei ergab sich
eine Differenzengleichung. Dieses mathematische Konzept war den Schiilern bis zu diesem
Zeitpunkt nicht bekannt. Sie entdeckten es folglich anstatt es erklért zu bekommen.

Mit Hilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms fithrte die Gruppe nun Simulationen anhand
der Differenzengleichungen durch und verglich sie mit den Simulationen anhand der Softwa-
re. Dabei erkannte sie, dass es Félle geben kann, wo die Ergebnisse qualitativ voneinander
abweichen und diskutierte mogliche Griinde dafiir.

Anschlielend befassten die Schiiler sich mit der Modellierung zweier Pflanzenarten. Sie ent-
schieden sich dafiir, dass eine Konkurrenzbeziehung am besten das Zusammenleben zweier
Pflanzenarten beschreiben kénne und untersuchten zunéchst ein System mit dem Reproduk-
tionsmodell Intra 1 & Inter - / Intra 1 & Inter -. Im Rahmen einiger Simulationen
mit der Software stellten sie fest, dass fiir dieses System stets nur eine der beiden Arten
iiberleben kann. Bei der Herleitung einer mathematischen Beschreibung musste eine Re-
produktionsfunktion in Abh&ngigkeit von drei Variablen gefunden werden. Nachdem sie die
Differenzengleichung fiir die erste Spezies bestimmt hatten, erkannten sie, dass diese sich mit
angepassten Variablen und Parametern aufgrund des iibereinstimmenden Reproduktionsmo-
dells auch fiir die zweite Spezies einsetzen ldsst. Wieder verglichen sie Simulationen anhand
der Differenzengleichung und anhand der Software. Wihrend der Beschéftigung mit dem
System Intra 1 & Inter - / Intra 1 & Inter - ergaben sich am Rande diverse Entdeckun-
gen, die von den Schiilern diskutiert wurden. Zum Beispiel stellten sie einen Zusammenhang
zwischen der Entwicklung des Systems mit beiden Populationen und der Entwicklung einer
einzelnen Population (Intra 1 & Inter 0) her oder diskutierten die Eignung der Differenzen-

gleichung im Falle von gleichen Reproduktionsfaktoren.
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3.3 Auswertung

Bis zum Ende der Modellierungswoche leiteten die Schiiler mathematische Beschreibungen

fiir diverse weitere Systeme her.

3.3 Auswertung

Fiir die Modellierungswoche wurde eine offene Aufgabenstellung gewihlt und nur ein Mi-
nimum an Informationen zu dem Késtchenmodell und der Software in Form des Materials
geliefert. Ziel war es zu iiberpriifen, wie weit die Schiiler ohne Fiihrung in die Materie ein-
dringen kénnen. Sind sie in der Lage, die Software zur Untersuchung verschiedener Systeme
sinnvoll einzusetzen? Finden sie einen Weg anhand der Tools mathematische Beschreibungen
herzuleiten? Werden sie die Unterschiede zwischen Simulation und mathematischer Beschrei-
bung entdecken?

Dem Protokoll ist zu entnehmen, dass sich alle diese Fragen mit ja beantworten lassen. Die
Schiiler arbeiteten sich ziigig in das Késtchenmodell und den Umgang mit der Software ein.
Fiir das gegebene idealisierte System zweier Pflanzenpopulationen fanden sie umgehend ein
passendes Reproduktionsmodell und entwickelten Prognosen anhand von Simulationen in
Abhéngigkeit verschiedener Einflussfaktoren. Die Anwendung des Késtchenmodells und der
Umgang mit den einzelnen Simulationstools erwiesen sich folglich als unproblematisch.

Bei der Suche nach passenden mathematischen Beschreibungen entdeckten sie recht ziigig,
dass sie dazu eine Funktionsvorschrift fiir die Reproduktionen finden miissen. Die Suche
von Ansétzen fiir die Reproduktionsfunktion forderte die Schiiler heraus und fiihrte zu in-
tensiven Diskussionen in der Gruppe. Sie waren weitgehend selbststdndig in der Lage, die
Reproduktionsfunktionen in Abhéngigkeit aller Variablen zu bestimmen, obwohl der Um-
gang mit Funktionen mehrerer Variablen fiir sie ungewohnt war. Besonders beachtenswert
war die selbststéndige Entdeckung von Differenzengleichungen zur mathematischen Beschrei-
bung der Populationsentwicklungen.

Nach der Herleitung der mathematischen Beschreibung stellte sich bei der Gruppe das Be-
diirfnis ein, diese auf ihre Giiltigkeit fiir das stochastische Modell hin zu {iberpriifen. Anhand
der durchgefiihrten Vergleiche entwickelte sich von selbst eine Diskussion iiber die Unter-
schiede zwischen dem deterministischen und dem stochastischen Modell. Dabei erkannten
die Schiiler, dass sich die deterministische Beschreibung in manchen Fillen nicht eignet, um
die Simulationen zu beschreiben. Eine intensivere Diskussion der Griinde dafiir fand aller-

dings nicht statt.

Allgemein ist festzuhalten, dass diese Gruppe besonders motiviert war. Es handelte sich um

ein sehr freies Arbeiten mit nur wenig Hilfestellungen von auflen, auch bei falschen Annahmen
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3.4 Resonanz

oder Schlussfolgerungen. Diese Arbeitsweise konnte natiirlich nur durch den aulergewohnlich

grofziigigen Zeitrahmen und die Auswahl von begabten Schiilern ermdoglicht werden.

3.4 Resonanz

Im Anschluss an die Modellierungswoche wurden die Teilnehmer anhand eines Fragebogens
um Riickmeldung zu ihren Erfahrungen wihrend der Bearbeitung der Aufgabe gebeten. Fiinf
der sieben Teilnehmer gaben ein detailliertes Feedback ab. Teile davon werden im Folgenden
zusammenfassend dargelegt. Eine vollstdndige Zusammenstellung des Feedbacks findet sich

im Anhang C.2.4.

Die Bearbeitung der Aufgabe hat den Riickmeldungen zur Folge allen Teilnehmern sehr gut
gefallen. Mehrmals wurden die Arbeitsatmosphéire und die besonders gut funktionierende
Teamarbeit gelobt. Es sei wichtig gewesen, dass alles relativ locker und nicht unter erhoh-
tem Druck stattgefunden hat, denn so sei eine produktive Atmosphire, in der das Arbeiten
leicht fiel und so gute Ergebnisse erzielt werden konnten, entstanden. Allerdings wurde von
einem Teilnehmer negativ angemerkt, dass sich in seinen Augen (hauptséichlich anfangs) eine
Art ,Gruppenhierarchie* herausbildete, bei der manche dem Tempo nicht vollkommen folgen
konnten.

Der Umgang mit der Software wurde von den Teilnehmern im Wesentlichen als einfach zu
erlernen empfunden. Ein Teilnehmer gab an, dass er den Umgang zu Beginn etwas kompli-
ziert fand. Ein weiterer Teilnehmer erklarte, dass die Software eine grofie Hilfe war, allerdings
auch zum sinnlosen ,,Rumprobieren® verfiithrt hitte. Das Material wurde weitgehend als gut
empfunden. Ein Teilnehmer schlug zur Verbesserung des Materials vor, das Fit-Verfahren in
einem gesonderten Dokument zu erkléren.

Auf die Frage hin, was den Teilnehmern besonders gut gefallen hat, hoben sie das selbstén-
dige Herleiten der Formeln hervor und dass nur dann zusétzliche Unterstiitzung gegeben
wurde, wenn die Gruppe nicht mehr weiter wusste. Vor allem das ,,Knobeln* habe ihnen
Freude gemacht. Zwei Teilnehmer gaben an, dass sie es spannend fanden, den Zusammen-
hang von Mathematik und Natur zu untersuchen, da dieser ihnen in diesem Ausmaf bisher
nicht bewusst gewesen sei. Weiter wurde es begriifit, dass ein Einblick in ein aktuelles For-
schungsgebiet vermittelt wurde.

Zwei Teilnehmer kritisierten die Art des Einstiegs in die Modellierung. Sie bedauerten, dass
sehr ziigig mit der Software gearbeitet wurde und dadurch der Zusammenhang zur Bio-
logie zu schnell in den Hintergrund riickte. Sie hétten es bevorzugt, sich zunéchst starker

eigenstandig Gedanken iiber die biologischen Grundlagen zu machen (z.B. bzgl. verschiede-

206
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ner Strategien), anstatt direkt ins Material und ins Programm einzusteigen. Es wurde der
Verbesserungsvorschlag gemacht, die verschiedenen Fille (z.B. nur eine Pflanze kommt vor,
Kopplung zweier Pflanzen, usw.) die Teilnehmer selbst herleiten zu lassen.

Die Teilnehmer hatten vor allem das Gefiihl, mathematisch etwas gelernt zu haben. Weiter
wurden folgende Punkte, die den Teilnhemern gefallen haben, genannt: Das Herleiten von
Formeln, problemorientiertes Arbeiten in kleineren Gruppen, intensive Beschiftigung mit
einem komplexen mathematischen Problem, der Umgang mit Programmen (Maple, LaTex)
und das Entwickeln von Losungsstrategien. Ein Teilnehmer gab an, dass er im Bereich der
Biologie zum Beispiel beziiglich verschiedener Fortpflanzungsmoglichkeiten von Pflanzenar-
ten dazugelernt hat.

Der Schwierigkeitsgrad wurde von der Gruppe als angemessen empfunden. Sie hitten zwar
ab und zu Hilfestellungen gebraucht, aber ansonsten eigensténdig die Aufgaben 16sen kon-
nen. Ein Teilnehmer gab an, dass die Aufgabe ,, durch die gewisse, im alltéiglichen Unterricht
ungewohnliche Schwierigkeit umso interessanter und spannender” wurde.

Insgesamt bewerteten die Teilnehmer das Projekt als gut bis sehr gut.
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ANHANG A

Grenzen der Anpassung mit

Simulationen

Im Rahmen der Suche nach den Reproduktionsfunktionen R(S), R(S’) oder R(N), also den
Funktionen, die die zu erwartende Reproduktionsanzahl in Abhéngigkeit der Individuenan-
zahlen S bzw. S’ oder der FeldgroBe N angeben, wurde in Teil II' das Fit-Verfahren vor-
gestellt. Das Reproduktionstool stellt Simulationswerte R(S), R(S’) oder R(N) fiir die ent-
sprechenden Reproduktionsfunktionen zur Verfiigung. Im Rahmen des Fit-Verfahrens werden
durch Anwendung bestimmter Funktionen auf diese Simulationswerte, also durch Transfor-
mation der Simulationswerte, Parameter der Reproduktionsfunktionen bestimmt. Ziel des
Fit-Verfahrens ist es also, eine Transformationen zu finden, so dass die transformierten Si-
mulationswerte eine konstante Funktion annihern, die den Wert des gesuchten Parameters
angibt. Eine solche Transformation wollen wir im Folgenden als korrekt bezeichnen.

Bei der Verwendung dieses Verfahrens sind wir in Teil II? auf drei Probleme gestofien, die

trotz korrekter Transformationen auftraten.

Problem 1

Bei der Anwendung einer korrekten Transformation werden in manchen Bereichen aus kleinen
Streuungen verhéltnisméfig grofle Streuungen. Genauer ist damit gemeint, dass die relativen
Abweichungen der transformierten Simulationswerte von der konstanten Funktion im Ver-
gleich zu den relativen Abweichungen der Simulationswerte von der Reproduktionsfunktion
grof} sind. Dieses Phidnomen nennt man Fehlerfortpflanzung bzw. Fehlerverstirkung (vgl.
Deuflhard und Hohmann [13]). Das Ablesen des gesuchten Parameterwertes ist in diesem

Falle mitunter schwierig. Bei den in Abbildung A.2 (a) dargestellten Werten handelt es sich

'Kapitel 6
?Kapitel 6
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A Grenzen der Anpassung mit Simulationen

um Transformationen von den in Abbildung A.1 (a) dargestellten Simulationswerten R(S).
Dort tritt das Problem fiir grofle und kleine S auf. Bei der in Abbildung A.4 (a) dargestellten
Transformation von den in Simulationswerten R(N) aus Abbildung A.3 (a) zeigt sich sogar

fiir nahezu alle N eine vergleichsweise starke Streuung.

Problem 2

Bei der Anwendung einer korrekten Transformation gruppieren sich resultierende Werte auf
mehreren bestimmten Kurven oder Geraden, die die konstante Funktion schneiden. Bei den
in Abbildung A.2 (a) dargestellten Werten tritt dieses Problem fiir grofie S und bei denen
aus Abbildung A.4 (a) fiir groe N auf.

Problem 3

Bei der Anwendung einer korrekten Transformation gibt es zu den Simulationswerten in ei-
nigen Bereichen gehiuft keine transformierten Werte. Die Simulationswerte ,,verschwinden®
also im Zuge der Transformation. Dieses Problem zeigt sich bei den transformierten Werten
aus Abbildung A.2 (a) fiir sehr groBe S und bei denen aus Abbildung A.4 (b)? fiir kleine N.

Wir wollen nun untersuchen, wie es zu diesen Problemen kommt. Wir ndhern uns der Be-
antwortung dieser Fragestellung indem wir uns die zur Vorstellung der drei Probleme heran-

gezogenen Simulationsergebnisse und deren Transformationen genauer ansehen:

Beispiel 1

Bei den in Abbildung A.1 (a) dargestellten Werten R(S) handelt es sich um Mittelwerte
aus sim = 10 einzelnen Simulationen auf einem Feld der Grofle N = 100 fiir eine Spezies
mit dem Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter 0. Bei der Anwendung des Fit-Verfahrens
treten, wie wir bereits bei der Suche der Reproduktionsfunktion dieser Spezies in Teil II 4
erkennen konnten, alle drei Probleme auf: Die resultierenden Werte streuen fiir S ungefahr
zwischen 100 und 500 wenig und fiir kleinere und groflere S stark um die konstante Funktion.
Weiter lédsst sich fiir grofie S erkennen, dass sich die transformierten Simulationswerte auf

Kurven gruppieren und fiir sehr grofie S ,,verschwinden® (vgl. Abbildung A.2 (a)).

Um die Griinde fiir diese Probleme zu bestimmen, betrachten wir zunéchst die bei der Er-

zeugung der dargestellten Werte verwendete Transformation. Zur Uberpriifung des Ansatzes

3Die zugehorigen Simulationswerte R(N) sind in A.3 (b) dargestellt.
“Kapitel 6.3.1.1
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R(S) = Se~ 100 und d = 2
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A Grenzen der Anpassung mit Simulationen

R(S) = Se ™% fiir die Reproduktionsfunktion soll mit dem Fit-Verfahren der Parameter L
bestimmt werden. Dazu werden bei einer korrekten Transformation S und R(S) fiir jedes
S €{0,...,Sna} in die Funktion

ln(%)

f(l',y) - -

(A1)

eingesetzt und das Resultat f(S, R(S)), wie in Abbildung A.2 (a) dargestellt, in Abhéingigkeit

von S in das Koordinatensystem eingetragen.

Griinde fiir Problem 1

Wir beginnen bei der Untersuchung des Problems 1. Es gilt L = 0.01. Die zugehérige Repro-
duktionsfunktion lautet also R(S) = Se~100. Es lasst sich ein gewisser Maximalabstand d
bestimmen, mit dem die Simulationswerte R(S) um R(S) streuen (vgl. Abbildung A.1 (b)).?
Es gilt also

R(S) —d < R(S) < R(S) + d. (A.2)

In(¥)

transformiert: f(S, R(S)) liegt also zwischen f(S, R(S)—d) und f(S, R(S)+d). Die Graphen
von f(S,R(S) —d) und f(S,R(S) + d) bestimmen damit einen Bereich um die Konstante
K = f(S,R(S)) herum, indem die transformierten Simulationswerte f(S, R(S)) liegen. Die
Abbildung A.2 (b) zeigt, dass dieser Bereich fiir S ungefihr zwischen 100 und 500 schmal

und sonst verhédltnisméfig breit ist.

In unserem Beispiel werden die Simulationswerte anhand der Funktion f(z,y) = —

Griinde fiir Problem 2 und 3

Nun wollen wir untersuchen, warum sich in Abbildung A.2 (a) die bearbeiteten Simulati-
onswerte f(S, R(S )) fiir grofie S auf Kurven gruppieren bzw. ,verschwinden“. Bei den Simu-
lationswerten R(S) handelt es sich um Mittelwerte aus sim = 10 Simulationen, bei denen

jeweils nur ganzzahlige Simulationsergebnisse auftreten. Daher gilt R(S) € {-% | n € Ny}

N stm (0
fiir alle S. Damit gilt £(S, R(S)) € {f(S,2%) | n € N,§ € No} und f£(S,-2) = —2)

ist nicht definiert fiir alle S. Alle transformierten Werte f(S, R(S)) liegen folglich auf den
Graphen der Funktionen S + f(S, -%) mit n € N. Im Falle von R(S) = 0 sind sie nicht

definiert. In Abbildung A.2 (b) sind diese Graphen fiir n € {1,...,8} eingezeichnet.

Nun stellt sich noch die Frage, warum diese Phdnomene in der Abbildung A.2 (a) scheinbar

5Dabei bezieht sich d nur auf die hier dargestellten Simulationsergebnisse. Da den Simulationen ein sto-
chastisches Modell zugrunde liegt, ergibt sich unter gleichen Voraussetzungen bei einem anderen Simulations-

durchlauf in der Regel ein anderer Wert fiir d.
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Abbildung A.2: Transformation der Simulationswerte mit f(z,y) = —
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A Grenzen der Anpassung mit Simulationen

nur fiir grofle S auftreten. Fiir grofie S ergibt sich bei dem Reproduktionsmodell Intra 1 &
Inter O fiir einen einzelnen Simulationsdurchlauf (sim = 1) fast immer keine oder nur eine
Reproduktion. Die Mittelung aus sim = 10 einzelnen Simulationen ergibt demnach ab einer

gewissen Grofie von S fast immer die kleinen Simulationswerte 0, %, 1%, cee %. Eine Trans-

formation von 0 mit f ist, wie oben bereits beschrieben, nicht moglich. Dies erklart, warum

bei der Transformation im Falle von sehr groflen S viele Simulationswerte ,,verschwinden*

12 10
» 102 107" 10

treten, liegen nach der Transformation besonders viele Simulationswerte auf den zughétrigen

(Problem 3). Da fiir groBe S die kleinen Simulationswerte 0 ehr haufig auf-
oben beschriebenen Kurven. Bei kleineren S sind es weniger, da sich bei Simulationen fiir
unterschiedliche S meist auch unterschiedliche Reproduktionsanzahlen ergeben (vgl. Abbil-
dung A.1 (a) fiir S < 500). AuBerdem liegen die Graphen, auf denen sich die transformierten
Werte gruppieren, fiir kleiner werdende S immer néher beieinander, wie sich in Abbildung
A2 (b) zeigt. Aus diesen Griinden lésst sich Problem 2 fiir grofie S deutlicher erkennen, als
fiir kleinere S.

Hier zeigt sich, dass im Falle einer groflen Individuenanzahl S die Reproduktionsfunktion
keine gute Approximation fiir die Ergebnisse aus den Simulationen liefert. Wéhrend es in
einzelnen Simulationen fast immer und somit auch bei den Mittelwerten aus mehreren Si-
mulationen h&aufig fiir groe Individuenanzahlen aufgrund von stochastischen Effekten zu
Null Reproduktionen kommt, liefert die Reproduktionsfunktion einen sehr kleinen positiven
Wert. Dieses ist qualitativ allerdings ein groflier Unterschied, da der erste Fall Aussterben
und der zweite Fall Uberleben fiir die Spezies bedeutet. Das ,Verschwinden“ der Werte bei

der Transformation von R(S) = 0 weist auf diese schlechte Eignung hin.

Beispiel 2

Bei den in Abbildung A.3 dargestellten Werten Rg(N) handelt es sich wieder um Mittelwer-
te aus sim = 10 einzelnen Simulationen, wobei in Abbildung (a) S = 30 und in Abbildung
(b) S =200 ist. Bei den in den Abbildungen A.4 (a) und (b) dargestellten, transformierten
Werten féllt auf, dass diese fiir S = 30 sehr viel stérker streuen als fiir S = 200. Hier tritt
also Problem 1 abhéngig von S in unterschiedlicher Intensitéit auf. Bei den transformierten

Werten fiir S = 200 zeigt sich zudem fiir kleine N das Problem 3.

Zur Erklarung dieser Ph&nomene betrachten wir zunéchst wieder, die vorgenommene Trans-

6 Auch die Gruppierung von transformierten Werten auf Geraden (Problem 2) ist erkennbar und lésst sich
mit dhnlichen Argumenten, wie das Auftreten von Problem 2 im vorangegangenen Beispiel erkldren, worauf

wir an dieser Stelle allerdings verzichten wollen.
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Abbildung A.3: Rg(N) mit sim =10 (a) S = 30 (b) S = 200

formation. Die gesuchte Reproduktionsfunktion lautet Rg(N) = Se~ . Also werden bei einer

korrekten Transformation S, N und die Simulationswerte Rg(N) fiir jedes N € {1,..., Npaz }

in die Funktion

in(:)
x

g(:Evya Z) == (A3)

eingesetzt und das Resultat ¢(S, N, Rs(N)), wie in den Abbildungen A.4 (a) und (b) darge-

stellt, in Abhéngigkeit von N in ein Koordinatensystem eingetragen.

Griinde fiir Problem 1

Nun wollen wir klaren, warum es abhéngig von S zu unterschiedlich starken relativen Abwei-
chungen kommt. Fiir ein geeignet gewéhltes d liegen die Simulationswerte in einem d-Schlauch

um Rg(N):

Rs(N) —d < Rg(N) < Rs(N) +d. (A.4)

In unserem Beispiel werden die Simulationswerte anhand der Funktion g(x,y,z) transfor-
miert:

g(S, N, Rg(N)) liegt also zwischen g(S, N, Rg(N) — d) und ¢(S, N, Rs(N) + d). Die Ab-
bildungen A.4 (c) und (d) zeigen, dass die Grofle dieses durch g(S, N, Rg(N) — d) und
g(S, N, Rg(N) + d) bestimmten Bereichs um 1 = ¢(S, N, Rg(N)) von S abhéngt.

Griinde fiir Problem 3

Fiir eine Spezies mit dem Reproduktionsmodell Intra 1 & Inter O ergibt sich im Falle von

kleinen Késtchenanzahlen und verhéltnisméfig vielen Individuen, wie im Falle von S = 100,
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A Grenzen der Anpassung mit Simulationen

bei einzelnen Simulationen aufgrund von stochastischen Effekten meist keine Reproduktion,
so dass auch der Mittelwert aus mehreren einzelnen Simulationen folglich hiufig Null ist.
Bei wenigen Individuen, wie bei S = 30, hingegen kommt es in der Regel auch bei kleinen
Késtchenanzahlen zu Reproduktionen und bei einer Mittlung aus mehreren Simulationen
ergeben sich positive Werte. Dies wird durch die Abbildungen A.3 (a) und (b) bestétigt. Die
auf Erwartungswerten beruhende Reproduktionsfunktion Rg(N) fiir S = 100 wird im Falle
von kleinen N sehr klein aber nicht Null und stellt in diesem Bereich somit, wie im vor-
angegangenen Beispiel bereits diskutiert, keine gute Néherung fiir die Simulationsergebnisse
dar. Dies zeigt sich bei der Transformation: g(z,y, z) ist fiir z = 0 nicht definiert und eine
Transformation von R(N ) = 0 daher nicht moglich, womit das ,Verschwinden“ der Werte

erklart ist.

Fazit

Eine tiefer gehende Untersuchung der Probleme, die bei der Anwendung des Fit-Verfahrens
auftreten konnen, erfordert mehr mathematische Theorie und wird an dieser Stelle nicht
verfolgt. Festhalten kann man Folgendes: Die drei beschriebenen Probleme zeigen, dass das
Fit-Verfahren nicht immer gute Ergebnisse liefert. Mit dem Wissen iiber die mogliche Fehler-
verstirkung (Problem 1) bei der Anwendung einer korrekten Transformation, kann man die
Bereiche, in denen die resultierenden Werte ,liegen diirfen*, zumindest im nachhinein plotten
und somit iiberpriifen, ob bei der Konstantenbestimmung aufgetretene starke Streuungen auf
eine Fehlerverstiarkung zuriickzufiihren sind. Wenn Problem 2 und 3 und die Griinde fiir ihr
Auftreten bekannt sind, konnen die Bereiche, in denen sie sich zeigen, fiir die Konstantenbe-
stimmung ignoriert werden und stattdessen die Bereiche, wo sie nicht auftreten, herangezogen
werden. Auflerdem kann das Auftteten der Probleme durch eine erhthte Simulationszahl ver-
mindert werden.

Das Fit-Verfahren ist folglich unter Beriicksichtigung dieser Einschridnkungen verwendbar.
Ohne dieses theoretische Hintergrundwissen oder zumindest das Wissen, dass Probleme der

oben beschriebenen Art auftauchen kénnen, ist die Verwendung allerdings problematisch.
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ANHANG B

Analyse

B.1 Voriiberlegungen

Lemma 1. Es sei D C R?, f: D — R? eine stetige Funktion und fiir

z(t+1) = f(z(t)) (B.1)

gelten die folgenden Voraussetzungen: Es gibt eine Menge S C D und eine positiv invariante

Menge M C S mit der Eigenschaft:
(i) Zu jedem Anfangswert z € S existiert ein tg > 0 mit f!(2) € M fiir alle t > .
Weiter gibt es eine kompakte Menge Y C M mit den folgenden Eigenschaften:
(i) Es gilt w(z) NY # 0 fiir alle z € M. Dabei bezeichne w(z) die w-Limesmenge von z.
(iii) Es gibt einen asymptotisch stabilen stationéiren Punkt P € Y.
(iv) Es gilt lim; o fi(y) = P fiir alle y € Y.
Dann gilt lim; .o, ft(y) = P fiir alle y € S.

Beweis. Fiir ¢ > 0 bezeichne im Folgenden U.(z) = {z € R? | ||z — z|| < €} ecine offene
e-Umbebung von z € D.
Wegen (iii) existiert 6 > 0, so dass

Jim fiz) = P (B.2)
fiir alle z € Us(P) gilt. Aulerdem existiert wegen (iv) zu jedem y € Y ein m = m(y) so,
dass f"(y) € Us(P). Aufgrund der Stetigkeit von f™ existiert auch ein € = €(y), so dass
f™(v) € Us(P) fiir alle v € Uc(y).

Y ist kompakt. Daher lassen sich endlich viele y1,...,y; aus Y wéahlen, so dass
U= U U (w) (B.3)
1<i<l
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eine offene Uberdeckung von Y bildet. Withle n = max{m(y1),...,m(y;)}. Dann ist || f*(v) —
P|| < ¢ fiir alle v € U. Aufgrund von (i) sei ohne Einschrinkung der Anfangswert z € M.
Wegen (ii) gibt es zu jedem z € M ein g = ¢(z), so dass f4(z) € U. Es folgt f97"(z) € Us(P).
Mit (B.2) gilt lim;— f1(z) = P. O

Lemma 2. Fiir f: Rt - RT, 2+ r (1 —e™%) mit r > 0 hat die Differenzengleichung
z(t+1) = r f(z(t)) (B.4)
die folgenden Eigenschaften:

(i) Fir 0 < r < 1 ist Xg = 0 der einzige Gleichgewichtspunkt und alle Losungen mit

positiven Startwerten streben gegen Xp = 0.

(ii) Fiir » > 1 sind Xg = 0 und X; > 0 die einzigen Gleichgewichtspunkte und alle

Losungen mit positiven Startwerten streben gegen Xj.

Beweis. Gleichgewichtspunkte: Einsetzen in (B.4) zeigt, dass es sich bei Xy = 0 um einen

Gleichgewichtspunkt handelt. Weiter gilt

T
1—e*

x=f(zx)er= fiir z # 0. (B.5)

Fir

X

K : (0 R
(0,00) = Ry > =

Mit dem Satz von L'Hospital gilt limg g K (z) = lim o 6_% = 1. Auflerdem gilt

lim K(z)= lim T~ (B.7)

T—00 z—oo ] — e %

Es gilt K(0,00) = (1,00). Weiter ist K'(z) = % > 0 fiir alle z € (0,00). Damit ist
K streng monoton wachsend auf (0, c0). Somit existiert im Falle von r < 1 kein und im Falle
von r € (1,00) genau ein X; € (0,00) mit K(X;) = r. Damit gilt wegen (B.5) folgendes fiir
(B.4): Im Falle von 0 < r < 1 ist Xy = 0 der einzige Gleichgewichtspunkt und im Falle von

r > 1 sind Xy = 0 und X; > 0 die einzigen Gleichgewichtspunkte.

Verhalten von Lisungen: Sei r > 1. Es gilt f/(x) = re~" und f'(Xy) = r > 1. Damit folgt

x < f(x) fir Xo <2z < X; und

—~~
o
Qo

SN—

x > f(x) fir X1 <u,

—~~
w0
=)

SN—
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da f stetig ist und f(x) =z & x € {Xo, X1} gilt. Weiter ist f wegen f'(z) = re™* > 0 fiir

alle x € RT streng monoton steigend.

Sei nun Xy < z < X;. Fiir die Losung X (¢) mit dem Startwert z gilt X (t) = f!(z). Da f
streng monton steigend ist, gilt f(z) < f(X1) = X; und wegen (B.8) gilt z < f(z). Damit

erhélt man
z < f(z) < Xj. (B.10)
Mit der Monotonie von f und Induktion folgt
fi(z) < 7)< f1(X) = Xa. (B.11)

Demnach ist die Folge f!(z) monoton steigend und beschriinkt. Aufgrund des Monotoniekri-

teriums konvergiert f¢(2) gegen einen Grenzwert V. Es gilt also
V= lim fiz) = Jlim f(z) = f(lim fi(z) = f(V). (B.12)

Somit ist V ein Gleichgewichtspunkt von (B.4). Da f!(z) monoton steigend ist, gilt V = X7.
Damit gilt limy o, X (t) = X7 fir Xo <z < X3 .

Mit dhnlichen Argumenten lidsst sich lim; o, X (¢) = X; fir X; < z zeigen. Damit folgt
die Behauptung (ii). Die Behauptung (i) ldsst sich ebenfalls dhnlich wie die Behauptung (ii)

zeigen. O

B.2 Intra 1 & Inter 0 / Intra 1 & Inter -

Proposition 3. Es sei D =R" x RT und S = (0,00) x (0, 00). Weiter sei

s(t+1) = fla(t) (B.13)
definiert durch
o
FiD—-R pe | PTLE . (B.14)
9 To e T2 T

Im Falle von 1 < 7 < 62, 1 <7 <71y < €’ry streben alle Losungen mit Startwerten aus S

gegen den Fixpunktpunkt P = (In(ry), 111(%))

Beweis. f ist stetig auf D. Weiter hat f; ein globales Maximum bei z; = 1. Damit gilt
0 < fi(w) < 2 und 0 < fo(zr,22) < 2. Setze M = (0, 2] x (0, 2]. Damit folgt M C S,
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f(S) € M und insbesondere f(M) C M. Es gilt somit die Voraussetzung (i) von Lemma 1.
Bei der ersten Gleichung von (B.13) handelt es sich um das Ricker-Modell. Die folgende
Eigenschaft ist fiir dieses Modell bekannt (vgl. z.B. Elaydi und Sacker [15]!): Im Falle von
1 <7 <eé?gilt

Jim fi(z) = In(r) (B.15)

fiir alle Startwerte z; € (0, c0).

Q = (In(r1),0) ist wegen f(Q) = @ ein weiterer Fixpunkt von (B.13). Df(Q) hat die
Eigenwerte Ay = 1 —In(r1) und A2 = 72 und es gilt [A| <1 und [Ao| > 1 fiir 1 <r < e?
und 1 < r; < 79 < €?ry. Daher ist Q ein hyperbolischer stationsirer Punkt.

Laut dem Satz von den stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten (vgl. Hartman [22]?)
existiert damit eine Umgebung U um @ und eine eindeutig bestimmte Untermannigfaltigkeit
N von U, so dass fiir y € U gilt: Falls f!(y) € U fiir alle t > 0, dann gilt lim; .o f!(y) = Q
genau dann, wenn y € N. Fiir alle z € X = (0,00) x {0} konvergiert f!(z) wegen (B.15)
gegen (). Wegen der Eindeutigkeit von N gilt damit XNU = N. Sei nun z ¢ N dann existiert

ein tg > 0, so dass
fo(2) g U. (B.16)

Sei nun Y = ({In(r1)} x [0,2]) \ U € M. Y ist kompakt und positiv invariant.

Fiir 2 € M gilt limy— f}(21) = In(ry). Damit gilt w(z)NY # ( fiir alle z € M wegen (B.16).
Y erfiillt folglich die Voraussetzung (ii) von Lemma 1.

P ist Gleichgewichtspunkt von (B.13), da f(P) = P gilt. Die Jacobimatrix D f(P) hat die
Eigenwerte A; = 1 —In(r1) und Ay = 1 —In(2). Es gilt [A| < 1und [Aof < 1fiir 1 <r < e?
und 1 < 71 < 79 < e?rq. Damit ist P asymptotisch stabil. f¢(z) konvergiert fiir z € Y wegen
(B.15) gegen P. Damit sind die Voraussetzungen (iii) und (iv) von Lemma 1 erfiillt und es

gilt die Behauptung. O
B.3 Intra 1 & Inter 0 / Intra 2 & Inter -
Proposition 4. Es sei D =Rt x RT und S = (0, 00) x (0,00). Weiter sei

z(t+1) = f(z(t)) (B.17)

'Einleitung
2Lemma 5.1, Kapitel IX
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definiert durch

ryxy e !
f:D—R2 b . (B.18)
ro (1 —e 72) e™™
Es gilt:
(i) Falls 1 < 71 < €2, r; > 79 > 1 ist, streben alle Losungen mit Startwerten aus S gegen
den Gleichgewichtspunkt P; = (In(r1), 0).

(ii) Falls 1 < ry < €2, 1 <7y < 7y ist, streben alle Losungen mit Startwerten aus S gegen
den Gleichgewichtspunkt P> = (In(r1),n) mit n = 2(1 —e™") und n > 0.

1

Beweis. Unter Beriicksichtigung der Ergebnisse aus Lemma 2 ldsst sich der Beweis mit dhn-

lichen Argumenten wie der Beweis von Proposition 3 fiihren. O
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ANHANG C

Material und Riickmeldung

Hinweis: Die Sitmulationssoftware und das im Folgenden wvorgestellte Unterrichtsmaterial
wurden seit der jeweiligen Entstehung weiterentwickelt. Die im Folgenden abgebildeten Ver-
sionen des Unterrichtsmaterials entsprechen dem Stand zum Zeitpunkt ihres jeweiligen Ein-
satzes. Dariiber hinaus stammen die dargestellten Screenshots der graphischen Oberfidche
von dlteren Versionen der Software und unterscheiden sich daher von denen, die in Teil I

bzw. Teil II abgebildet sind.

C.1 Sommerschule MINT Mathe-Camp

C.1.1 Arbeitsbuch

Stand 17.09.2008
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C.1 Sommerschule MINT Mathe-Camp

C.1.2 Evaluation

MINT — Mathe — Camp an der RWTH Aachen, 17. — 20. September 2008

Auswertung der Evaluation
Populationsmodelle
(20 Bewertungen)

von Christina Roeckerath

1 2 3 4
stimmt stimmt
stimmt weitgehend | eher nicht nein

Ich habe gerne mit dem Arbeitsheft gearbeitet. (1,75) 6 8 1

Die Erkldrungen und Anweisungen im Arbeitsheft waren i 9

gut verstandlich. (1,45)

Ich habe gerne mit den Tools gearbeitet. (1,6) . 8 2

Der Umgang mit den Tools war schwierig zu erlernen. 1 i2 6

(3.1)

Die Suche nach den mathematischen Beschreibungen hat B 14 2

mir gut gefallen. (1,95)

Die Einheit war inhaltlich zu schwierig. (3,1) 4 . 6

Frau Roeckerath war freundlich. (1,2) [ ] 2 1

Frau Roeckerath war kompetent. (1,3) 6 2 2

Ich habe das Geftihl, viel gelernt zu haben. (2) 5 10 5

Die Einheit hat mir insgesamt SpaB gemacht.(1,7) 7 . 1

A . . 2.07
Ich gebe der Einheit ,,Populationsmodelle” die Note:

| 1.3 [ 17 | 20 [ 23 [ 27 [ 30 [ 33 | 37 |
L2 [ 8 [ 10 [ 3 ] [ 1 [ [ 1 |

Zeit
L]

Fehler

Kritik, Lob und weitere Anmerkungen:

zu viel Bio

Ein bisschen zu lange / ausfuhrliche biologische Einfihrung > Der erste Block hat sich sehr lang gezogen
Die Erklarung von den Begriffen usw. fand ich teilweise Uberfllssig

Ein wenig zu viele Fachbegriffe am Anfang, die man spéter dann nicht mehr wirklich benétigt hat
Aufgabenstellungen zum biologischen Hintergrund waren zu zeitaufwendig

Fur die letzte Aufgabe, auf die man hingearbeitet hat, war zu wenig Zeit eingeplant. Dafir hatte man an
anderer Stelle (vor allem am ersten Tag, an dem ich den mathematischen Anteil vermisst habe), sparen
kdénnen.

Ich fand, dass man das Thema bzw. die Aufgaben auf mehrere Tage hétte aufteilen kénnen, da nach 8
Stunden die Konzentration nachlasst. ansonsten fand ich das Thema sehr spannend.

Es ist nicht ganz klar, wie die Zeiteinteilung funktioniert.

Die Zeit war etwas zu knapp, es war immer ein Wettlauf mit der Zeit.

Fehler irr_1_ Arbeitsheft sind zwar stérend, aber menschlich und wurden schnell korrigiert.
genaue Uberprifung der Aufgaben-/Musterldsungen

Aufgabenstellung und Formulierung

einige Antworten ungenau
Manche Aufgaben waren noch zu ungenau, sodass man manchmal nicht den Anforderungsbereich erkannt
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hat

Einige Formulierungen missverstandlich

Die Aufgaben im Arbeitsheft waren teilweise etwas verwirrend durch die verschiedenen Schreibweisen der
Formeln.

Methode / Leitprogramm

Das Verfahren war genial, aber das Thema hat mich nicht allzu sehr interessiert, obwohl es immer besser
wurde.

Es war gut, dass jeder sein eigenes Tempo machen konnte

Schade war, dass man am Ende Ergebnisse nicht gemeinsam besprochen hat.

Vor allem hat mir das selbststandige Arbeiten gefallen. Dadurch konnte man alles sehr gut nachvollziehen
und gegebenenfalls auch noch einmal nachlesen. Im Gegensatz zu einem strikt durchgezogenen Vortrag,
bei dem man eventuell nicht folgen kann.

Ich fand die Aufteilung in Pakete sehr sinnvoll, da hatte man schnell das Geflhl, auch voran zu kommen.
Das Heft hat ein eigenstéandiges Arbeiten sehr gut mdglich gemacht.

Paketbezeichnungen waren irritierend. Wenn man das erste Modul mit den knapp 30 Seiten macht, macht
man sich Gedanken, wie man mit allem fertig werden soll.

Dass ich nicht viel gelernt habe lag daran, dass ich noch nicht daran gewdhnt bin einen ganzen Tag
konzentriert eigenstandig an einem Thema zu arbeiten. Aber ich denke, dass das Material fir Studenten
optimal ist. ©

ausschlieBliche Arbeit am Computer: etwas anstrengend

Es war gut, Lésungen zu haben, dass man nach manchen Teilaufgaben auch mit den richtigen Lésungen
weiterarbeiten konnte.

Schwierigkeitsgrad

Meiner Meinung nach war es eine anspruchsvolle aber machbare Arbeit. Ich wiirde es auf jeden Fall
weiterempfehlen.

Fir meinen Geschmack waren die Aufgaben fir Schiler ein bisschen zu schwierig. Man hétte die
Herleitungen der mathematischen Beschreibungen zwischendurch vielleicht in kleinere Schritte aufteilen
sollen und dafiir unwichtige Teile weglassen sollen.

Anwendung

sehr gute Realitatsbeziige > Modelle gut versténdlich und anwendbar

Insgesamt ein sehr guter Einblick in angewandte Mathematik, bei dem nicht das Erlernen vieler
mathematischer Grundlagen im Vordergrund stand (gut!), sondern vor allem die Methodik angewandter
Mathematik vermittelt wurde!

Das Thema war insgesamt sehr interessant, obwohl es mich normalerweise kaum anspricht. Man konnte
gut erkennen, wie viel Mathematik in unserem téglichen Leben steckt und wie man das nutzen kann!

Sonstiges.

Hat viel SpaB3 gemacht.

War interessant.

Viel Erfolg! ©

Ihr habt einen tollen Job gemacht!
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C.2 Modellierungswoche

C.2 Modellierungswoche

C.2.1 Aufgabenstellung

Stand 28.06.2009

Wie modellieren Populationsékologen?

Wie nutzen Wissenschaftler Modelle, um Vorhersagen Uber die Zukunft zu machen?
Wie erstellen sie Modelle, die auf der einen Seite einfach genug sind, um mit ihnen
arbeiten zu kénnen und auf der anderen Seite noch genau genug, um zutreffende
Prognosen abgeben zu kdnnen. In dieser Aufgabe stellen wir uns die Frage: Wie
entwickeln sich einjahrige Pflanzenpopulationen mit zufélliger Samenverteilung (z.B.
Léwenzahn)? Wie sieht es aus, wenn sich mehrere Arten einen Lebensraum teilen?

Wir wollen wie Populationsékologen an diese Aufgabe herangehen. In realen
Okosystemen wirken sich vielfache Faktoren auf die Entwicklung von Pflanzen aus.
Diese sind haufig so komplex, dass sie sich als Ganzes nicht durchschauen und
somit nicht vorhersehen lassen. In der Forschung wére ein mdglicher Schritt, die
Entwicklung von Pflanzen im Labor, also unter kiinstlicher Minimierung &uBerer
Einflisse, zu untersuchen. Diese Herangehensweise kostet allerdings viel Zeit und
Geld. Weiter lasst sie nur die Untersuchung von wenigen Arten zu. Aus diesen
Griinden ist es in den letzten Jahren in vielen Wissenschaften &uBerst popular
geworden, reale Systeme durch Modelle und Simulationen zu untersuchen.

Wir wollen eine Simulationssoftware benutzen, die auf einem Modell beruht, das von
zwei Biologen (Johansson, Sumpter 2003) entwickelt wurde. Sie ermdéglicht die
Simulation einer Vielzahl von unterschiedlichen Populationen und die Herleitung von
mathematischen Beschreibungen fir ihre Entwicklung. Alle Informationen, die ihr zur
Nutzung der Simulationssoftware benétigt, werden euch zur Verfligung gestellt.

Folgende Aufgaben sollt ihr nun anhand der Software bearbeiten:
Wie kann sich eine Pflanzenpopulation unter idealisierten Bedingungen entwickeln?
Wie entwickeln sich zwei Pflanzenpopulationen in diesem Fall?

e Nutzt die Software zur Simulation der Entwicklung! Unter welchen Umstanden
kénnen die Populationen dauerhaft tiberleben? Wachst eine Population
unbegrenzt oder schwankt sie stark? In welchem Falle sterben Populationen
aus?

e Findet mathematische Beschreibungen fur die Systeme, die ihr modelliert
habt! Nutzt dazu das Reproduktionstool!

e Was flr mathematische Beschreibungen zu dhnlichen Populationen wurden
bereits in der biologischen Forschung gefunden? Vergleicht eure Ergebnisse
mit diesen. Sind eure Ergebnisse vielleicht besser?

¢ Inwiefern tragen die Ergebnisse dieser stark vereinfachenden Modelle zum
Verstandnis von realen Systemen bei?

254



C.2 Modellierungswoche

C.2.2 Material

Stand 28.06.2009
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C.2.3 Protokoll

Die Gruppe, die das Thema ,Wie modellieren Populationsékologen* (vgl. Anhang C.2.1) be-
arbeitete, bestand aus den Schiilern Klara (Stufe 12), Denise (Stufe 12), Moritz (Stufe 11),
Paul (Stufe 12) und Martin (Stufe 12) einer Lehrerin (Mathe, Physik, Informatik) und einer
Referendarin (Mathe, Franzosisch).! Es folgt ein detailliertes Beobachtungsprotokoll ihrer
Arbeit.

Montag 29. Juni 2009, 9:00 - 10:30 Uhr

e Einarbeitung mit dem Material und der Software

Auf einem USB-Stick werden der Gruppe das Material und die Software iibergeben. Die
Gruppenmitglieder entscheiden sich, in den Rechnerraum zu gehen, um sich einzuarbeiten.
Im Rechnerraum kopieren sie das Material und die Software auf drei Laptops und drucken
das Material aus. In Einzel- und Partnerarbeit arbeiten sie sich in das Konzeptmodell und
den Umgang mit der Software ein.

Gegen Ende der Arbeitsphase entscheiden sie, dass nach der Pause im Arbeitsraum der Grup-
pe weiter gearbeitet werden soll. Dort soll ein Beamer genutzt werden, sodass alle sieben
Gruppenteilnehmer gemeinsam arbeiten kénnen. Die Schiiler besorgen sich vom Organisati-

onsteam einen Beamer.

Montag 29. Juni 2009, 11:00 - 12:30 Uhr
e Anfertigung eines gemeinsamen Arbeitsplans

e Simulationen mit dem Basis- und dem Langzeittool: Systeme mit Intra 1 & Inter O
und Intra 2 & Inter O

Die Schiiler strukturieren und planen zunéchst die zukiinftige Arbeit. Moritz schreibt den in
Abbildung C.1 dargestellten Plan an das Whiteboard.

Die Gruppe beginnt damit, Systeme mit nur einer Spezies zu untersuchen. Es werden ver-
schiedene Simulationen fiir Intra 1 & Inter 0 und Intra 2 & Inter O durchgefiihrt. Die
Gruppe erkennt, dass die Populationen bei Intra 1 & Inter O aussterben kénnen und bei
Intra 2 & Inter O nicht. Im Falle von » = 1 bleibt fiir Intra 2 allerdings nur ein Individuum
iibrig?. Die Teilnehmer kommen zu dem Schluss, dass dieses als Aussterben betrachtet wer-

den kann, da sich aus nur einem Individuum bei r = 1 nie wieder eine gréflere Population

!Die Namen der Schiiler wurden geéindert.
Dieses gilt fiir r = 1 auch bei Intra 1. Diese Punkte wurden von den Schiilern allerdings nicht thematisiert.
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Abbildung C.1: Plan der zukiinftigen Arbeit

entwickeln kann.

Die Schiiler fithren fiir eine Population mit Interferenzkonkurrenz (Intra 2) mit dem Langzeit-
tool Simulationen fiir die Reproduktionsfaktoren » = 1,...,8 durch, wobei sie die Feldgrofe
N und die Anfangspopulation s(0) konstant wihlen und sich die Mittelwerte aus 100 Simu-
lationen anzeigen lassen. Sie halten ihre Ergebnisse in Screenshots fest und erkennen, dass
alle Graphen sich bei einem festen Wert, im Folgenden als Gleichgewichtswert bezeichnet,
einpendeln. Dieselbe Untersuchung fithren sie fiir Intra 1 durch. Dabei bemerken sie, dass
die Populationen auch hier um einen Gleichgewichtswert schwanken, die Schwankungen al-
lerdings stérker sind (vgl Abbildung C.2.3). Die Simulationen halten die Schiiler ebenfalls in
Screenshots fest.

Die Teilnehmer beschlielen die Gruppe aufzuteilen. Moritz, Denise und Klara wollen die
Abhéngigkeit des Gleichgewichtswerts vom Reproduktionsfaktor fiir Intra 2 und Paul und
Martin fiir Intra 1 untersuchen. Sie nutzen das Basistool, um die genauen Simulationswerte
einer Populationsentwicklung exportieren zu kénnen. Die Ergebnisse werden auf zwei Lap-
tops in Excel-Tabellen eingetragen und spéter zu einem Excel-Dokument zusammengefiigt.
Fiir Intra 2 bestimmen sie einen ungefihren Gleichgewichtswert anhand der Excel-Tabellen
und markieren den ersten Wert, der ungefihr diesem Gleichgewichtswert entspricht. Sie kom-
men zu dem Schluss, dass mit wachsendem Reproduktionsfaktor der Gleichgewichtswert
schneller erreicht wird. Fiir jede Simulation ermitteln sie den Mittelwert aller Simulations-

werte. Sie argumentieren, dass dieser Mittelwert ungefahr dem Gleichgewichtswert entspricht,
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Abbildung C.2: Simulationen mit dem Langzeittool (N = 100); unterer Graph: Si(t) fiir
Intra 1 & Inter 0, S;(0) = 40 und r; = 3; oberer Graph: Sy(¢) fiir Intra 2 & Inter O,
S2(0) =40 und 1 =3

wenn man iiber sehr viele Generationen mittelt.

Bei der Untersuchung von Intra 1 fillt auf, dass die Populationen bei hohen Reprodukti-
onsraten manchmal aussterben und manchmal iiberleben. Die Schiiler halten fest, dass die
Populationen bei r = 11 immer aussterben, bei kleineren Reproduktionsfaktoren allerdings
sowohl aussterben als auch iiberleben kénnen.

Dabei fillt auf, dass es sinnvoll ist, sich bei den Langzeitsimulationen auch einzelne Simula-
tionen und nicht nur die Mittlung von vielen Simulationsdurchléufen anzusehen. Die Schiiler
erkennen, dass, wenn eine Population bei einer Simulation sowohl aussterben als auch iiber-
leben kann, der Mittelwert (zumindest fiir wenige Generationen) filschlicherweise vermuten
léasst, dass die Population iiberlebt. Zwischendurch kommt die Frage auf, ob die Populatio-
nen unbegrenzt wachsen kénnen. Nach einiger Diskussion einigt man sich darauf, dass dies
sowohl fiir Intra 1 als auch Intra 2 nicht gehen kann, da sich pro Késtchen nur maximal ein
Individuum reproduzieren kann. Als Riickschluss auf reale Pflanzenpopulationen, stellt die
Gruppe fest, dass Populationen nicht unbegrenzt wachsen kénnen, da die Menge an vorhan-

denen Nahrungsressourcen beschréankt ist.

Bevor die Gruppe zum Mittagessen geht, halten sie fest, dass sie sich nach der Mittagspause

mit der Frage beschiftigen wollen, wann die Populationen im Falle von Intra 1 aussterben.
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Montag 29. Juni 2009, 14:30 - 18:30 Uhr

e Simulation: Intra 1 & Inter 0

e Mathematische Beschreibung: Intra 2 & Inter 0

Um die Abhéngigkeit des Aussterbens vom Reproduktionsfaktor im Falle von Intra 1 her-
zuleiten, fithren die Schiiler Simulationen mit dem Langzeittool durch. Sie erkennen, dass
selbst wenn die Population nur manchmal ausstirbt, bei der Mittelung von vielen Simu-
lationen nicht mehr ein konstanter Grenzwert erreicht wird, sondern eine fallende Gerade
angenihert wird (vgl. Abbildung C.3). Da die Gerade unter Umsténden nur leicht fillt, 14sst
sich dies nur erkennen, wenn viele Generationen betrachtet werden. Deshalb simulieren die
Schiiler 2000 Generationen. Nahern die Ergebnisse der Simulation eine solche fallende Grade
an, dann werden die Schiiler das als Kriterium dafiir, dass die Populationen auch aussterben
konnen?. Mit diesem Kriterium kommen die Schiiler zu dem Ergebnis, dass die Populationen
ab r = 10 aussterben kénnen. An dieser Stelle entscheiden die Schiiler sich, ihre Ergebnisse

in einer Word-Datei festzuhalten.

Nebenbei kommt zur Sprache, dass N nicht der Gleichgewichtswert der Populationsentwick-

lung ist, sondern lediglich eine obere Schranke.

Im né&chsten Schritt wollen die Schiiler eine Formel fiir die Populationsentwicklung einer
Art mit Intra 2 & Inter 0 herleiten. Dazu diskutieren sie zunichst die Funktionalitdt des
Reproduktionstools. Sie erkennen, dass die Anzahl der reproduktionsfihigen Individuen im
Falle von N = 100 nicht mehr als 100 wird. Sie begriinden dies damit, dass jedes Késtchen
nur maximal ein reproduktionsfihiges Individuum hervorbringt. Im néchsten Schritt mochte
die Gruppe einen Ansatz fiir eine Funktionsvorschrift finden. Dazu fiihren sie anhand des
Reproduktionstools eine Simulation fiir R(s) durch (Siehe Abbildung C.4). Aufgrund der
Simulationen vermuten die Schiiler, dass N der Grenzwert der Reproduktionsfunktion sein
konnte. Sie diskutieren mogliche Griinde dafiir und kommen zu folgendem Schluss: Ab einer

ausreichend hohen Anzahl an Individuen, die auf einem Feld verteilt werden, ist jedes Kést-

3Die Schiiler haben hier intuitiv und ohne es zu benennen, stochastische Effekte kennen gelernt. Der
leicht fallende Graph kommt zustande, da bei einigen Simulationen in irgendeiner Generation alle Késtchen
mehrfach belegt sind und die Art im Falle von Intra 1 ausstirbt. Wann dies passiert, hingt vom Zufall ab.
Dieses Aussterben zu einem zufélligen Zeitpunkt ist ein stochastischer Effekt, der bei einem deterministischen
Modell nicht vorkommen kann, weil dort die Anzahl der reproduktionsfihigen Individuen durch die Anzahl
der auf dem Feld verteilten Individuen eindeutig festgelegt ist. Falls eine Population ausstirbt, geschieht dies

beim deterministischen Modell zu einem eindeutig bestimmten Zeitpunkt.
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Abbildung C.3: Intra 1, r=10, N=100, 100 Simulationen, 2000 Generationen

chen durch mindestens ein Individuum belegt. In diesem Fall bringen im Falle von Intra 2
alle Késtchen ein reproduktionsfihiges Individuum hervor. Damit erklért sich, dass N der
Grenzwert von R(s) sein muss.

Die Lehrerin schligt den Ansatz s — N(1 — e~4%) vor?. Anhand des Fit-Verfahrens finden
die Schiiler die Reproduktionsvorschrift R(s) = N — N - eTo0.

Moritz hat die Idee, dass sich die Populationsgrofien generationenweise errechnen lassen.
Im Informatikunterricht hat er rekursives Programmieren gelernt und denkt, dass sich die

zugrunde liegende Idee auch hier anwenden ldsst. Er schreibt seine Idee an die Tafel (vgl.
Abbildung C.5).

4An dieser Stelle wird von der Betreuungsperson an der Tafel noch einmal kurz erklirt, wie man das
im Material beschrieben Fit-Verfahren nutzen kann, um Funktionsvorschriften in Abhéngigkeit von einer

Variablen mit dem Reproduktionstool zu finden.
SDie hier gefundene Funktionsvorschrift trifft nur fiir den Fall N = 100 zu. Dies bemerken die Schiiler erst

bei der Herleitung der Reproduktionsfunktion fiir den Fall Intra 2 & Inter - (vgl. Kapitel C.2.3).
5An dieser Stelle haben die Schiiler das mathematische Konstrukt der Differenzengleichung eigenstindig

entdeckt. Die Betreuungsperson weist die Schiiler darauf hin und teilt ihnen mit, dass man dieses in der

Mathematik als Differenzengleichung bezeichnet.
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Abbildung C.4: Simulation fiir R(s), Intra 2, N=100, max(s)= 500

Die Schiiler wollen nun die gefundene mathematische Beschreibung

s(t) = (N=N-etm).r (C.1)
mit den Langzeitsimulationen vergleichen. Dazu berechnen sie in einer Excel-Tabelle mit
der gefundenen mathematischen Beschreibung konkrete Werte fiir s(¢) und lassen sie sich in
einem Koordinatensystem anzeigen. Den resultierenden Graphen vergleichen sie mit Simula-
tionen des Langzeittools und erkennen, dass ihre mathematische Beschreibung den Graphen
aus der Simulation gut approximiert (Siehe Abbildung C.2.3). Die erzielten Ergebnisse hilt
die Gruppe in ihrer Ergebnis-Word-Datei fest.
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Abbildung C.5: Mathematische Beschreibung Intra 2 & Inter 0
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Abbildung C.6: s(t), Intra 2, N=500, r=2, s(0)=100: links Plot nach Formel und rechts

Simulation (Mittelwerte aus 100 Simulationen)
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Montag 29. Juni 2009, 20:00 - 22:45 Uhr

e Mathematische Beschreibung: Intra 1 & Inter O

Nun haben sich die Schiiler zum Ziel gesetzt, eine mathematische Beschreibung fiir eine
einzelne Spezies unter Intra 1 zu finden. Erste Plots (vgl. Abbildung C.7) mit dem Repro-
duktionstool lassen vermuten, dass R(s) eine Gerade ist. Dann fillt den Schiilern aber auf,
dass sie ein sehr grofies Feld N und nur einen niedrigen Maximalwert max(s) fiir s gewéhlt

haben. Weitere Plots fiir N = max(s) zeigen, dass der Graph nur fiir kleine Werte von s

L i Repr:
Reproduktion reproduktionsfahige Individuen der Spezies 1

¥ Spezies 1 Spezies 2 5000 A
Spezies 1
¥ variabel
Werte von 0 bis 100 4500
Spezies 2
variabel
Anzahl 30 40 4
Kastchenanzahl
variabel 3500 4
Anzahl 500
Reproduktionsmodelle
Spezies 1 3000 A

intraspezifisch INTRA1 ~
inerspezifisch INTER0O
Spezies 2

intraspezifisch INTRAZ2

2500 4

interspezifisch INTERO ¥ o -

Bisysteme
benutzerdefiniert =

Simulationen 1500 1
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1000 4

Regression

Export 00 4

Deterministisches Modell

Start
oK 50 10.0 15.0 200 25.0 30.0 35.0 40.0 45.0 50.0 55.0 60.0 65.0 70.0 75.0 80.0 85.0 900 95.0 100.0

Spezies 1

Abbildung C.7: Simulation fiir R(s), Intra 1, N=500, max(s)= 100

eine Gerade zu beschreiben scheint. Die neuen Plots werfen eine Diskussion iiber die Kig-
nung der Wurzelfunktion zur Beschreibung auf (vgl. Abbildung C.8). Die Schiiler entdecken
allerdings, dass die Anzahl der reproduktionsfihigen Individuen R(s) die Késtchenanzahl N
nicht iiberschreiten kann, da es pro Késtchen nur maximal ein reproduktionsfiahiges Indivi-
duum geben kann. Da die Wurzelfunktion unbeschrinkt ist, schlielen sie diese als passende
Beschreibung aus. Auf einen Tip der Betreuungsperson hin, erkennen die Schiiler, dass sie,
um den vollstdndigen Verlauf der Reproduktionskurve erfassen zu kénnen, das Feld mit In-
dividuen iiberfluten”, also im Verhéltnis zur FeldgroBe N einen hohen Maximalwert max(s)
fiir die Anzahl der Individuen auf dem Feld wéhlen miissen.

Entsprechende Simulationen fiir R(s) (vgl. Abbildung C.9) werfen die Frage auf, warum
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Abbildung C.8: Simulation fiir R(s), Intra 1, N=max(s)= 100

die Population ausstirbt, wenn das Feld mit Individuen iiberflutet wird. Die Schiiler iiberle-
gen sich, dass pro Késtchen nur ausreichende Ressourcen fiir die Reproduktion genau eines
Individuums vorhanden sind. Im Falle von Intra 1 bedeutet das, dass nur ein einfach besetz-
tes Késtchen reproduktionsfihige Individuen hervorbringen kann und somit ein ausreichend
stark bevolkertes Feld zum Aussterben der Population fiihrt. Moritz kommt auf mysteridse
Weise auf die Idee, dass das Maximum der Funktion bei % liegen kénnte”. Das Nachrechnen
anhand einiger Simulationswerte stiitzt die Vermutung. Die Schiiler halten M = (N, ) als
Maximum fest.

Denise stofit im Schiilerduden Mathematik auf einen Graphen, dessen Funktionsvorschrift

passen konnte: x — x - e”*. Fiir die Funktionsvorschrift der Reproduktionsfunktion wird

folgender Ansatz aufgestellt R(s) = —%. Durch Umformen nach N erhalten die Schiiler

eN
N = ﬁ An dieser Stelle muss die Betreuungsperson darauf hinweisen, dass man das
R(s)

Reproduktionstool auch zur Simulation von N in Abhéngigkeit von s nutzen kann. Mit

diesem Tip, kommen die Schiiler selbst darauf, dass sie die Simulationswerte fiir R(s) in

N(s) = ﬁ fiir unterschiedliche Werte von N einsetzen miissen. Auf diese Weise besté-
R(s)

tigt sich der Ansatz (vgl. Abbildung C.10).

"Er berichtet von einem Rétsel, dass mit Pakten und Geschenken zu tun hat, bei dem die Lésung das g—te
Paket ist.
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Abbildung C.9: Simulation fiir R(s), Intra 1, N=100, max(s)= 500

Damit erhalten die Schiiler die mathematische Beschreibung

s(t—1)
’ s(t—1)
e N

sty = r (C.2)

Wieder sie die gefundene mathematische Beschreibung mit den Langzeitsimulationen ver-
gleichen. Dazu berechnen sie in einer Excel-Tabelle mit der gefundenen mathematischen
Beschreibung konkrete Werte fiir s(¢) und lassen sie sich in einem Koordinatensystem an-
zeigen. Den resultierenden Graphen vergleichen sie mit Simulationen des Langzeittools und
erkennen, dass im Falle der mathematischen Beschreibung die Populationen nicht aussterben,
wenn sie es in der Simulation allerdings tun. Nach einiger Diskussion kommen sie zu dem
Schluss, dass es daran liegen koénnte, dass die Formel mit reellen Zahlen rechnet, in einzelnen
Simulationen allerdings ausschlieBlich natiirliche Zahlen verwendet werden.® Sie versuchen
die Formel der Simulation besser anzupassen, indem sie in der Formel nur mit ganzen Zahlen
rechnen und runden die Ergebnisse fiir R(s) stets ab. Mit der neuen Excel-Tabelle werden
Graphen dargestellt, die die Simulationswerte in den Augen der Schiiler zufriedenstellend

beschreiben (vgl. Abbildung C.11).

8Hier irren die Schiiler sich. Der tatsichliche Grund ist, dass bei den Simulationen stochastische Effekte

auftreten, die zum Aussterben fiihren.
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Dienstag 30. Juni 2009, 9:00 - 12:00 Uhr

e Festhalten der bisherigen Ergebnisse im Bericht

Die erzielten Ergebnisse fiir Intra 1 werden festgehalten. Da viele Formeln verwendet werden,
wollen die Schiiler ihre bisher in einem Word-Dokument festgehaltenen Ergebnisse mit Hilfe
von Latex (Endversion des Ergebnisberichts) festhalten. Keiner der Schiiler ist zu diesem

Zeitpunkt mit Latex vertraut. Sie lernen den Umgang im Folgenden nebenher.

Dienstag 30. Juni 2009, 20:00 - 22:30 Uhr

e Mathematische Beschreibung: Intra 1 & Inter - / Intra 1 & Inter -

Nun will die Gruppe Systeme zweier Arten betrachten. Nach einiger Diskussion kommen
sie zu dem Schluss, dass fiir zwei Pflanzenarten eine Konkurrenzbeziehung Sinn macht. Zu-
néchst sollen zwei konkurrierende Arten bei denen in beiden Fillen exploitative Konkurrenz
innerhalb der Art herrscht ( Intra 1 & Inter - / Intra 1 & Inter -) betrachtet werden. Es
werden einige Simulationen mit dem Langzeittool bei gleichem Reproduktionsfaktor durchge-
fithrt. In den Simulationen stirbt immer eine Population aus und eine iiberlebt. Dabei scheint
es vom Zufall abzuhéngen, welche Art iiberlebt und welche ausstirbt. Die Schiiler entdecken,
dass der Verlauf des Graphen fiir die iiberlebende Art, sobald die andere ausgestorben ist,

ahnlich wie der einer einzelnen Art im Falle von Intra 1 ist (vgl. Abbildung C.12).

Basistooll| Langzeittool ~(Reprodiiktionstool Basistaoll| Langzeittool (Reproduktionstool

Spezies 1 reproduktionsfahige Indiiduen reproduklionsfahige Individuen

3000

3000

Anzahl

/“vnv-w M\NWW W\NW W\ A/‘A\

¥ Mittelwerte ¥ Mittelwerte

Deterministisches Modell Deterministisches Modell

Generation
T80 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 75.0 600 850 800 850 1000

Abbildung C.12: links: S (¢) mit Intra 1 & Inter - und Sa(f) mit Intra 1 & Inter -;
rechts: S1(t) = 0 und Sa(t) mit Intra 1 & Inter O

Weitere Simulationen (z.B. mit unterschiedlichen Reproduktionsfaktoren) stellt die Gruppe

zuriick, um nun direkt eine mathematische Beschreibung zu finden. Die Schiiler fithren mit
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dem Reproduktionstool Simulationen fiir R;(S7), also fiir die Reproduktionsfunktion der
Spezies 1 in Abhéngigkeit von sich selbst durch (vgl. Abbildung C.13).

1sfahige Individuen der Spezies 1

v Spezies 1 Spezies 2
Spezies 1 e
v variabel kil
Werte von 0 bis 500 an.0
Spezies 2
variabel
Anzahl 20
Kistchenanzahl Ta.0
variabel
Anzahl 100

Reproduktionsmodelle
Spezies 1 0.0

intraspezifisch INTRA1 ~
interspezifisch INTER- ~
Spezies 2

intraspezifisch INTRA1 ¥ 450
interspezifisch INTER- ¥ 40p

Bisysteme 350
benutzerdefiniert &7
300
Simulationen
Anzahl 10 250
Aktion 200
v Simulation
150
Regression
100
Export
Deterministisches Modell 7
Start oo

P 50.0 1000 150.0 200.0 2500 3000 350.0 400.0 450.0 5000

Abbildung C.13: Simulation fiir R;(.S1), System mit Intra 1 & Inter - / Intra 1 & Inter
-, Sy =20

Durch Variation der Individuenanzahl der konkurrierenden Art S erkennen sie, dass das Ma-
ximum der Reproduktionskurve von der Anzahl der Konkurrenten abhéingt. Das Maximum
des Graphen geht gegen 0, wenn die Anzahl der Konkurrenten zu hoch wird. Das bedeu-
tet, dass es keine Reproduktion mehr gibt und die Art ausstirbt. Wenn keine Konkurrenten
vorhanden sind, dann entspricht die Reproduktionsfunktion der einer einzelnen Art, deren
Individuen in Form von exploitativer Konkurrenz miteinander interagieren (Intra 1 & In-
ter 0).

Die Gruppe will nun eine Funktionsvorschrift fiir das Maximum M von R;(S1) in Abhéngig-
keit von Sa, also M (S2), finden. Dazu werden Simulationen von R;(S;) fiir unterschiedliche
Werte von Sy durchgefithrt und die Wertepaare (S3, M(S2)) in einem Koordinatensystem
(vgl. Abbildung C.14) abgetragen. Die Schiiler versuchen ohne Erfolg mithilfe des Taschen-
rechners und mit Excel eine passende Funktionsvorschrift fiir M (S2) zu finden. Sie verwerfen

einen quadratischen Ansatz und Sy — A + S%.
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Abbildung C.14: Messwerte fiir M (.S2)

Die Schiiler entscheiden sich, das Fit-Verfahren zu verwenden? und erarbeiten den Ansatz

Ri(S1)=A- ‘?i . Die Frage, wie man nun die Konstanten bestimmen kann wird aufgewor-

e B
fen. Teilen der Simulationswerte von R;(S7) durch S; ergibt Simulationswerte fiir %. An

B
dieser Stelle mussten die Schiiler etwas unterstiitzt werden. Die Betreuungspersone fordert
die Schiiler auf, den Schnittpunkt mit der Y-Achse in ihre Uberlegungen einzubeziehen. Fiir
den Fall S; = 0 kann ein konkreter Wert A’ fiir die Konstante A abgelesen werden. Die

Schiiler formen Ry(S1) = A’ - SS11 nach B um und erhalten B = % Durch Ein-
= (A" 7 5

setzen der Simulationsergebnisse von R;(S7) mit Hilfe des Reproduktionstools erhalten sie

einen konkreten Wert B’ fiir die Konstante B. Damit haben sie verifiziert, dass der gewihlte
Ansatz den Graph der Simulation gut beschreibt. Anhand von mehreren Durchlaufen dieses
Verfahrens fiir unterschiedliche Werte von N kommen sie zu dem Schluss, dass B = N ist.

Um nun fiir A die Abhéngigkeit von S und N zu ermitteln, 16sen die Schiiler Ry (S1) = A- ‘S:ql

1

e N
51
nach A auf und erhalten A = R;(S;) - esj\lf 10, Zunichst simulieren die Schiiler A(N) mit dem

Bearbeitungsmodus des Reproduktionstools. Fiir den resultierenden Graphen finden sie kei-
nen Ansatz. Anschlieflend simulieren sie A(S2) (vgl. Abbildung C.15). Sie stellen den Ansatz
A(S2) = ﬁ auf. Mit Hilfe des Reproduktionstools und dem {iblichen Verfahren erhalten
sie C = +. Also gilt: A(S3, N) = —

e N

9Hier hat die Betreuungsperson den Tip gegeben, Konstanten, die Einfluss auf R; haben, nicht durch

konkrete Zahlen sondern zunichst durch Unbekannte in den Ansatz mit aufzunehmen.

%Hier wurde der folgende Tip gegeben: Simulation von R; in Abhingigkeit von Sz oder N und Einsetzen
S1

inA=R;- EST ergibt eine Simulation fiir A(S2) bzw. A(N).
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Abbildung C.15: Simulation von A(Ss)

Damit erhalten sie die Reproduktionsvorschrift R;(S1, S2, N) = SfiSQ und die mathemati-
Sii5
sche Beschreibung ‘

Si(t) = _ Sl . (C.3)

S1(t—1)+55(t—1)
e N

Bei der Suche nach einer Funktionsvorschrift fiir A(V, S2) kommen die Schiiler auf die Idee,
dass A = 1 fiir S, = N sein konnte. Einsetzen von S» = N in A(S2, N) ergibt A(N,N) = 1.

Nun fragen die Schiiler sich, wie die Reproduktionsfunktion fiir die zweite Spezies aussehen
konnte. Sie kommen zu dem Ergebnis, dass lediglich S; und S vertauscht werden miissen,
da die beiden Spezies denselben Reproduktionsbedingungen unterliegen. Damit erhalten sie

Rs(S2,S51,N) = Sfﬁ 5 und die mathematische Beschreibung
5%

e

Sy(t) = _Sbt-l) ro. (C.4)

S1(t—1)4+So(t—1)
e N

Die Schiiler hatten im Vorfeld schon festgestellt, dass sich eine Art, wenn die andere aus-

stirbt, wie eine einzelne Art unter Intra 1 entwickelt. Sie erkennen, dass sich diese Vermutung

S1(t—1)
s -y "1
N

bestétigt, wenn man Sa(t) = 0 in die gefundene Formel fiir S;(t) einsetzt: S (t) =

e
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Die Schiiler stellen fest, dass die Mittelwerte und somit auch die mathematische Beschreibung
im Falle von 71 = ry die Simulationen nicht gut widerspiegeln kénnen, da in den Simulationen
zu gleichen Teilen die eine oder die andere Art ausstirbt, die Mittelwerte fiir viele Simulatio-
nen und die mathematische Beschreibung aber Uberleben fiir beide Arten prognostizieren.

Weiter diskutieren sie dieses Phénomen nicht.
Die Schiiler planen, mit welchen Aufgaben sie sich am néichsten Morgen befassen wollen:

Festhalten der Ergebnisse, Plots zur gefundenen mathematischen Beschreibung im Falle von

Intra 1 & Inter - mit Excel, Untersuchung weiterer Systeme.
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Mittwoch 01.Juli 2009, 9:00 - 12:30 Uhr

e Festhalten der bisherigen Ergebnisse im Bericht

Zunéchst fassen die Schiiler die Ergebnisse des gestrigen Tages miindlich zusammen. Dann
entscheiden sie sich, die Ergebnisse im Bericht festzuhalten. Dazu wollen sie die gefundene
mathematische Beschreibung mit den Langzeitsimulationen vergleichen. Sie berechnen in
einer Excel-Tabelle mit der gefundenen mathematischen Beschreibung konkrete Werte fiir
S1(t) und S2(t) und lassen sie sich in einem Koordinatensystem anzeigen. Die resultierenden
Graphen vergleichen sie mit Simulationen des Langzeittools'! (Vgl. Abbildung C.16).

[BEE

Konkurrenz Intral_Inter-

250

200

o
3

Reproduktionsfahige Individuen

®

a 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Generationen

Abbildung C.16: links: Plot nach Formel fiirS; (t)und Sa(t) S1(¢) und Sa(t) mit jeweils Intra
1 & Inter - (Mittelwerte aus 100 Simulationen)

" Allerdings fiir Mittelwerte aus vielen Simulationen
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Mittwoch 01.Juli 2009, 15:00 - 18:30 Uhr

e Mathematische Beschreibung: Intra 2 & Inter - / Intra 2 & Inter -

e Mathematische Beschreibung: Intra 1 & Inter - / Intra 2 & Inter -

Als n#chsten Schritt wollen die Schiiler eine mathematische Beschreibung fiir zwei konkur-
rierende Arten mit intraspezifischer Interferenzkonkurrenz finden. Beide Arten haben also
die Reproduktionsbedingungen Intra 2 & Inter -.

Es werden Simulationen fiir R;(S1) durchgefiihrt. Die Schiiler wéhlen den Ansatz R;(S1) =
A(1—e~B51). Anhand des Grenzwertes der Funktion kénnen sie einen konkreten Wert A’ fiir
A ablesen. Durch Auflosen von R;(S1) = A’(1 — e~ #1) nach B und Einsetzten der Simula-
tionswerte von R;(S7) anhand des Reproduktionstools erhalten sie einen konkreten Wert B’
fiir die Konstante B. Mehrmaliges Wiederholen dieser Vorgehensweise fiir unterschiedliche
Werte von N lidsst darauf schlielen, dass B = % ist.

Damit ist S; — A(1 — e_TSl) eine passende Funktionsvorschrift fiir B(S7). Um die Konstante
A in Abhéngigkeit von S und N zu bestimmen, 16sen die Schiiler R;(S7) nach A auf und

simulieren A mit dem Reproduktionstool in Abh#ngigkeit von Sy (vgl. Abbildung C.17).

Basistool)] (Langzeittoall] Reproduktionstool
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1000
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.
[r— 90.0 .‘
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.
L] s1 s2
0.0
Werte von 0 b 1 . o
Kastchenanzahl il [
70.0 ‘e ( )
Anzahl 50 hY Opertion
Reproduktionsmodelle - > * -
Spezies 1 500 LY x /
intraspezifisch
> 550 L exp [
interspezifisch -\-
Spezies 2 LU = =
£ B
intraspezifisch 450 % T

interspezifisch 100
ion
Bisysteme - . o
81— RI(82)(
Simulationen 00 " wird dargestell
Anzahi 250
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"‘s’ 0K
v Regression 150 =
Export 100
Deterministisches Modell 5
- ezies

00 ja
oK 50.0 100.0 150.0 2000 2500 300.0 3500 4000 4500 5000

Abbildung C.17: Simulation von R;(.S)

Die Schiiler wéhlen den Ansatz A(S2) = eé‘%' Anhand von konkreten Werten fiir C' und
D weisen sie mit dem Fit-Verfahren die Eignung des Ansatzes zur Beschreibung von A(S3)
nach. Es gilt A(S2 = 0) = C. Durch mehrer Simulationen von A(S2) kommen die Schiiler
zu dem Schluss, dass C' = N sein muss. Damit erhalten sie A(S;) = es%. Sie simulieren

wie gewohnt D in Abhéngigkeit von N und erhalten D = % Damit gilt A(Sy, N) = ]gg ,

e N
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=51
R(51,52,N) = N(1+2N) und
e N
—S1(t—1)
N(l—e W
Sit) = ( S3(t—1) ) AT (C.5)
e N
—Sy(t—1)
N(l—e N
Sa(t) = ( S1(t—1) ) ‘T2 (C.6)
e N

Die Schiiler bemerken, dass sie evtl. in der Reproduktionsfunktion R;(S1) = N — N - eToo
zu Intra 1 & Inter O einen Fehler haben (vgl. Kapitel C.2.3). In der Simulation die sie
genutzt haben, um R;(S7) herzuleiten, war N = 100. Nun vermuten sie, dass N statt 100 in
der Reproduktionsfunktion stehen muss. Klara macht sich an die Arbeit, diese Vermutung
zu iiberpriifen.

Parallel dazu mochte die Gruppe ihre Ergebnisse zu dem System mit Intra 2 & Inter - /
Intra 2 & Inter - dokumentieren und mit Material belegen. Paul und Martin schreiben die
Ergebnisse im Latex-Dokument nieder. Moritz und Denise erstellen Graphen zu den mathe-
matischen Beschreibungen in einem Excel-Dokument. Wieder werden Vergleiche zwischen
Simulation und Graphen der mathematischen Beschreibung durchgefiihrt (vgl. Abbildung
C.18).

Konkurrenz Intra_2 Inter-

—

Anzahl der Reproduktionsfahige
Pflanzen
1
=3
5}

50 0 50 100 150 200 250

Generation

Abbildung C.18: links: Plot nach Formel fiir S;(¢) und Sa(f) mit jeweils Intra 2 & Inter -;

rechts: Simulation von S (t) und Ss(¢) mit jeweils Intra 2 & Inter - (eine Simulation)

Im Anschluss will die Gruppe eine mathematische Beschreibung fiir zwei konkurrierende
Arten herleiten, wobei eine Art intraspezifisch der Interferenzkonkurrenz unterliegt und die

andere Art intraspezifisch Ausbeutungskonkurrenz betreibt. Die Reproduktionsbedingung
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der Art 1 sei also Intra 2 & Inter - und der Art 2 Intra 1 & Inter -. Die Schiiler erken-
nen direkt, dass sie die bereits erzielten Formeln fiir die Fille Intra 2 & Inter - und Intra
1 & Inter - verwenden koénnen. Sie entschlieflen sich, dies anhand eines Vergleichs von Simu-

lationen und Graphen der entsprechenden mathematischen Beschreibungen zu untersuchen
(vgl. Abb C.19).

Konkurrenz Intra1_Intra2

2500 7

S s
a o a 9o
S 9© 9 9
5 5 & &

Individuen

Reproduktionsfahige

.

50 100 150 200 250

&
=]
5 o

Generationen

Abbildung C.19: Spezies 1 mit Intra 2 & Inter - und Spezies 2 mit Intra 1 & Inter
-; links: Plot nach Formel fiir S;(¢) und Sa(t); rechts: Simulation fiir Sy(¢) und Sa(t) (eine

Simulation)
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Mittwoch 01.Juli 2009, 20:00 - 22:30 Uhr

e Pascal Programm: Intra 1 & Inter 0

e Mathematische Beschreibung: Intra 1 & Inter + bzw. Intra 2 & Inter +

Moritz moéchte gerne ein rekursives Pascal-Progamm schreiben, dass auf Basis der gefunden
mathematischen Beschreibungen zu einer zuvor spezifizierten Art die Grofle der Population
in einer bestimmten Generation angibt. Er realisiert dieses Programm fiir Systeme einer Art

mit exploitativer Konkurrenz und Interferenzkonkurrenz.

Die Schiiler wollen gerne noch die mathematischen Beschreibungen fiir die Félle Intra 1
& Inter + und Intra 2 & Inter + finden. Sie iiberlegen sich zunéchst eine mogliche
biologische Anwendung von Inter + bei Interaktionen zwischen Pflanzenarten. Sie kommen
auf die Idee, dass eine Pflanzenart Schidlinge einer anderen Pflanzenart fernhalten kann. Auf
die iibliche Art und Weise leiten sie die mathematischen Beschreibungen her und vergleichen

sie mit Langzeitsimulationen.
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Donnerstag 02. Juli 2009, 9:00 - 12:30 Uhr, 14:00 Uhr - spit in die Nacht

e Bericht

e Vorbereitung Présentation

Der Donnerstag wird bis spét in die Nacht genutzt, den Bericht und die Présentation fertig
zu stellen. Gegen Abend hilt die Gruppe einen Probevortrag vor den Organisatoren. Die
Gruppe ist mit dem Probevortrag nicht zufrieden und nutzt den restlichen Abend, um weiter

zu iiben.

Freitag 03. Juli 2009, 9:00 - 12:30 Uhr

e Préasentation

Im Abschlussplenum wird der ausgearbeitete Vortrag gehalten. Die Gruppe ist mit ihrer

Leistung zufrieden.

C.2.4 Evaluation

Zusammenstellung von fiinf anonymen Riickmeldungen beziiglich der im Folgeden aufgefiihr-
ten Fragen:
Hat dir die Arbeit wiahrend der Modellierungswoche Spafl gemacht?

e Ja, es war sehr toll.

e Ja, die Arbeit hat mir auf jeden Fall viel Spafl gemacht. Wir waren aber auch eine sehr

nette Gruppe, in der alle gut zusammengearbeitet haben.
e Ja, sehr!

e Ja, sehr sogar. Es herrschte eine gute Atmosphére und so hat das Arbeiten auch Spafl

gemacht.

e Ich hatte sehr viel Spafl bei der Arbeit in der Gruppe, vor allem durch die sehr pro-

duktive Atmosphére und den guten Kontakt zwischen Schiilern und Lehrern.
Was hat dir besonders an der Arbeit gefallen? Was hat dir weniger gefallen?

e Ich war fasziniert dariiber, wie man die Natur mit der Mathematik verbinden kann.
Das héitte ich mir sonst nie so richtig vorstellen konnen. Aber die Vorbereitung auf die

Présentation war sehr stressig.
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e sich mit der Anwendung von Mathematik beschiftigen kénnen / Einblick in ein aktu-
elles Forschungsgebiet bekommen / knobeln, um die richtigen Formeln herauszufinden

/ die gute Arbeit in der Gruppe

e Sehr gut hat mir das Suchen der Formeln fiir die Graphen gefallen; weniger das Schrei-

ben des Protokolls und die Vorbereitung auf die Préasentation.

o Die Arbeit als Team war toll, es hétte nur 6fters mal kurze Pausen (ca. 10 min.) geben

sollen, um zwischendurch mal durchzuschnaufen.

e Positiv fand ich vor allem das freie Arbeitsumfeld, also die Moglichkeit fiir die Schii-
ler, die exakte Umsetzung der Fragestellung (z.B. bei dem Herangehen und Losen des
Problems, der Verarbeitung der Ergebnisse mit Hilfe von Latex, der Schwerpunktset-
zung etc.) selbststindig zu bestimmen. Problematisch dabei ist allerdings, dass sich
(hauptsiichlich anfangs) eine Art ,,Gruppenhierarchie“ herausbildete, bei der manche
dem Tempo nicht vollkommen folgen konnten. Dies wurde jedoch von Christina gut ge-
16st, weil fiir Angleichung des Kenntnisstandes gesorgt wurde. Auflerdem konnte durch
die Nachbereitung am Donnerstag von allen ein umfassendes Verstdndnis fiir die The-
matik entwickelt werden. / Ein weiterer Punkt, der mir zwar sehr viel Spafl machte, der
aber an sich mathematisch nicht sehr ,sauber” war, ist das Herausfinden der Formeln
durch ,,Probieren“ und das teilweise wenig stringente Vorgehen. Dies fithrte zu grofien
Schwierigkeiten in der Nachbereitung (Also Zusammenfassung des Losungsweges in La-
tex). Hier miissten vielleicht von Anfang an deutlichere Impulse an die Gruppe gegeben
werden, dass jemand die Herangehensweise direkt festhélt oder dass Zwischenergebnis-
se gezogen werden. Dies scheiterte bei uns oft an der dynamischen Arbeitsweise (d.h.

wenn es einmal lduft, konnten wir nicht mehr aufhéren, bis wir am Ziel waren).

Was hétte die Aufgabenstellerin (Christina) besser machen kénnen (bzgl. Material, mehr

oder weniger Unterstiitzung, etc.)?
e Aus meiner Sicht war es alles gut vorbereitet und durchdacht.

e Die Unterstiitzung fand ich auf jeden Fall sinnvoll, zumal Christina nur dann half, wenn
wir selbst nicht mehr weiter kamen. Ein Nachteil ist, dass wir sofort mit der Software
gearbeitet haben. Dadurch mussten wir das biologische Problem iiberhaupt nicht mehr
betrachten. Es wire vielleicht besser gewesen, wenn wir die verschiedenen Fille (z.B.

nur eine Pflanze kommt vor, wir koppeln zwei Pflanzen usw.) selbst hergeleitet hitten.

e Vielleicht hétte sie uns anfangs ein bisschen weniger unterstiitzen kénnen, sodass wir
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kurz selbst iiberlegen, auf welche Arten Pflanzen wachsen kénnen usw.; und uns dann

erst die Software vorstellen.

e Zu verbessern wére der Einstieg in die Modellierung. Wie hétten uns zunéchst wirklich
Gedanken iiber die Natur machen sollen, zum Beispiel, dass es verschiedene Strategien
gibt und wie diese aussehen konnten, anstatt direkt ins Material und ins Programm

einzusteigen.

e Insgesamt bin ich mit Christinas Aufgabenstellung sehr zufrieden, insbesondere ihre
Anfangsprisentation (also die Einfithrung Sonntagabends) fand ich sehr ansprechend.
/ Eine kleine Schwierigkeit, die vor allem von den Lehrern am Donnerstagabend (lei-
der in Christinas Abwesenheit) kritisiert wurde, war die sehr grole Menge an Material
und die direkte Einfithrung in das virtuelle Labor, durch die man von vorneherein auf
einer abstrakten Ebene dachte und nicht mit ,,Lowenzahn und Génsebliimchen. Ich
personlich fand das iiberhaupt nicht problematisch, aber da es sich um eine Modellie-
rungswoche handelt, wére eine etwas mehr auf die Wirklichkeit bezogene Anfangsfrage-
stellung moglicherweise niher am gewiinschten Modell. / Die Unterstiitzung wihrend
der Arbeit fand ich angemessen, vor allem die Einfithrung einiger Programme hat mir

personlich sehr viel an Erfahrung und F#higkeiten gebracht.
Wie haben dir das Material und die Arbeit mit der Software gefallen?

e Am Anfang wusste ich nicht recht was wir eigentlich machen sollten. Aber mit der Zeit
wurde mir das immer klarer. Und schliefllich und endlich konnten wir uns ja auch iiber

die hervorragenden Ergebnisse freuen.

e Die Software was sehr leicht zu bedienen. Bei Fragen konnte das Skript weiterhelfen.

Das Material war sehr gut.

e Gut, zuerst war die Software ein bisschen kompliziert und schwer zu verstehen, aber

nach den ersten Tagen habe ich mich dann damit ausgekannt.

e Das Material war ausfithrlich und zum Grofiteil schon nach dem ersten Lesen klar.
Auch in die Software hatten wir uns ziigig eingearbeitet. Sie war eine grofle Hilfe,
auch wenn sie teilweise zum sinnlosen Rumprobieren (in der ersten Phase) verleitet
hat. Das Material war gut, aber die Erkldarung des Fit-Verfahrens hitte man vielleicht
nicht direkt am Anfang geben sollen, weil dadurch mehr verwirrt als geholfen wurde.
Es wére vielleicht sinnvoll gewesen, das Verfahren in einem gesonderten Dokument

zu erkldren, das einem sagt, fiir welchen Fall (ndmlich fitten einer Variablen) man es
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braucht. Die Software an sich wurde aber verstéindlich erkléirt und war gut zu bedienen.
/ Wiinschenswert wire beim Langzeittool eine Wertetabelle fiir 2 Spezies mit den

Mittelwerten, wir mussten uns die Datensétze immer iiber den ,,Export* verschaffen.

Hast du das Gefiihl, etwas gelernt zu haben? In welchem Bereich (Bio, Mathe, Sonstiges)?

Mathe

Im Bereich Mathe auf jeden Fall (Formeln; Losungsstrategien, Programme. .. ). In Bio
auch, z.B. habe ich verschiedene Fortpflanzungsmoglichkeiten von Pflanzenarten ken-

nengelernt.

Ja, auf jeden Fall! Vor allem in Mathe, aber auch das Vortragen war eine gute Ubung

und die Zusammenarbeit!

Wie schon geschrieben, ist mir die (reale) Biologie zu kurz gekommen. In Sachen Her-
angehensweise an mathematische Probleme habe ich einiges mitnehmen kénnen. Auch
der Vortrag am Ende, fiir den noch einmal alles rekapituliert und leicht versténdlich

komprimiert werden musste, war wichtig und hilfreich.
Bereich Mathematik:

— Problemorientiertes Arbeiten in kleineren Gruppen
— Intensive Beschiftigung mit einem komplexen mathematischen Problem

— Umgang mit Programmen, die man sonst erst im Studium kennen lernt, und die

einem vor allem in Mathematik helfen kénnen (Maple, Latex)

— Kontakt zu vielen Mathematikern, weswegen man einen guten Einblick in Studium

und spétere Téatigkeiten erhélt

e Bereich Informatik:

— Ubertragung der Losung in ein Programm.

o Allgemein:

— Selbststédndiges Arbeiten und selbststéndige Arbeitsteilung
— Neue Erfahrungen mit Powerpoint
— Vortrag halten und Vorbereiten

— Insgesamt also sehr interessant, ich wére sofort wieder dabei =)

Wie hast du den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe empfunden?
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C.2

Modellierungswoche

Fiir unsere Gruppe war der Schwierigkeitsgrad angemessen. Wir brauchten zwar manch-

mal die Hilfe von Christina, konnten aber ansonsten eigenstindig die Aufgaben 16sen.
Angemessen!

Verglichen mit den anderen Themen war unseres beziiglich des Schwierigkeitsgrads im
Mittelfeld. Es gab schwere, z.B. Badminton und GPS, aber auch leichtere, z.B. Wahlen,

Solar

Fiir unsere Gruppe durchaus l6sbar und angemessen, aber manchmal war eine kleine
Hilfestellung von Christina sehr notwendig, um weiterzukommen. Trotzdem gerade
durch die gewisse, im alltdglichen Unterricht ungewthnliche Schwierigkeit der Aufgabe

umso interessanter und spannender.

Welche Gesamtbewertung wiirdest du dem Projekt geben? (1=sehr gut, 2=gut, 3=mittel-
méifig, 4=schlecht, 5=sehr schlecht)?

1

2+

Sonstige Anmerkungen, Kritik, Lob, etc.:

Einfach super
interessantes Thema — ich bin froh, dass ich in der Gruppe war!
Die Woche hat mir echt gut gefallen!

Es war wichtig, dass alles relativ locker und nicht unter erhchtem Druck stattgefunden
hat, denn so entstand eine produktive Atmosphére in der das Arbeiten leicht viel und so
gute Ergebnisse erzielt werden konnten. Selbst nach dem ersten Probevortrag, an dem
kein gutes Haar gelassen wurde, blieb die Stimmung gut und so war die Vorbereitung fiir
Durchlauf 2 sehr amiisant, was uns sicherlich fiir die Prasentation auch locker werden

lieS3.

Dir noch viel Spafl an der Doktorarbeit, die ich mir hoffentlich bald zu Gemiihte fithren
darf!
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