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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Simulation und Analy-
se eines biologischen Prozesses, ndmlich mit dem Transport von Teilchen
durch eine Membran. Eine Membran ist ein diinnes Hautchen und dient
zur Trennung von Stoffen. Aufierhalb und innerhalb der Membran befin-
den sich Teilchen, die unter bestimmten Bedingungen von aufien nach in-
nen bzw. von innen nach aufien durch die Membran gelangen. Dieser Pro-
zess ist in der Realitdt sehr komplex und schwierig. Um ihn verstdndlich
und einfach darzustellen, eignet sich das Prinzip der Modellierung. Dabei
werden nur die wesentlichen Aspekte miteinbezogen. Irrelevante Details
werden ausgeblendet.

Ziel dieser Arbeit ist es, den Transport von Teilchen durch eine Membran
mit Hilfe eines Modells darzustellen, zu simulieren und zu analysieren. Da
es fiir das Verstandnis oft hilfreich ist, den zu analysierenden Prozess gra-
phisch darzustellen, wurden vorab drei Simulationstools programmiert:
Ein Basissimulationstool, welches den eigentlichen Ablauf des Teilchen-
transportes visualisiert, ein Langzeittool, welches das Langzeitverhalten
der Teilchen beschreibt und ein Transporttool, welches den Teilchentrans-
port darstellt.

Die Ausarbeitung umfasst sechs Kapitel:

Im ersten Kapitel werden sowohl die biologischen Grundlagen als auch ei-
nige Grundlagen beziiglich der Modellierung beschrieben. Im Anschluss
wird ein konkretes Anwendungsgebiet aus der Biologie dargestellt. Das
zweite Kapitel beschreibt ein Konzeptmodell, das lediglich die wesentli-
chen Aspekte des im ersten Kapitel beschriebenen Prozesses berticksich-
tigt. Der Algorithmus zur Simulation wird hier sehr genau beschrieben.
Im dritten Kapitel werden die Simulationstools erldutert. Weiterhin wer-
den hier erste Erkenntnisse, die man beim Testen der Tools beobachten
kann, festgehalten.

Das vierte Kapitel beschiftigt sich mit der Analyse der Simulationsergeb-

nisse. Zuerst wird mit Hilfe des Transporttools eine Funktionsvorschrift
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aufgestellt und begriindet, die den Teilchentransport durch eine Membran
beschreibt. Anschlieffend wird die Funktionsvorschrift mittels stochasti-
scher Argumente hergeleitet.

Im flinften Kapitel wird eine Differenzengleichung zur Beschreibung der
Teilchen, die sich innerhalb und auflerhalb der Membran befinden, aufge-
stellt. Diese wird auf Anndherung an ein Gleichgewicht untersucht. Mit-
tels Taylorentwicklung wird die Differenzengleichung anschlieffend durch
eine lineare Differenzengleichung approximiert. Auch diese Gleichung wird
dann auf Anndherung an ein Gleichgewicht untersucht. Abschlieffend wird
untersucht, ob bei Kenntnis des stationdren Punktes eine Aussage iiber die
Anzahl der Kanile getroffen werden kann. Das sechste Kapitel dient als

Fazit.

§1 Grundlagen

1.1 Biologische Grundlagen

Eine biologische Zelle besteht unter anderem aus einem Zellkern, dem Cy-
toplasma und einer Membran. Die Membran dient als Trennschicht zwi-
schen dem Zellkern und dem Cytoplasmaﬂ Sie muss bestimmten Teilchen
(Proteinen) die Moglichkeit geben, von aufien in den Zellkern oder vom
Zellkern nach aufien zu gelangen. Es gibt in der Biologie verschiedene Ar-
ten, wie Teilchen durch eine Membran transportiert werden kénnen. Eine
davon nennt man freie Diffusion. Hier besitzt die Membran zum einen
Kanéle, die, wie ein einseitiger Tunnel, in den Zellkern fiihren, die soge-
nannten Importkanile und zum anderen Kanile, die nach aufien fiihren,
die sogenannten Exportkanile. Abbildung (1| veranschaulicht den Bewe-
gungsprozess der Teilchen. Bestimmte Teilchen sind dabei zur Wiederer-

kennung farblich gekennzeichnet.

1Vogel und Angermann 1998 [3], S.8f
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Abbildung 1: Aufbau einer Zelle

1.2 Modellierung des biologischen Prozesses

Der oben beschriebene biologische Prozess soll nun modelliert werden.
Um den Vorgang moglichst einfach darzustellen und anschliefsend leich-
ter zu analysieren, wird er mit einem zeitdiskreten, stochastischen Modell

simuliert. Zeitdiskret heift, dass die Ubergénge von einem Schritt in den
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ndchsten diskret betrachtet werden und nicht, wie in der Realitdt, kontinu-
ierlich und stochastisch heifst, dass die Verdnderung von einem Zeitschritt
in den nédchsten zuféllig verlauft.

Sowohl der Zellkern als auch das Cytoplasma und die Membran selbst
werden mit Hilfe von Késtchen, die einen bestimmten Bereich begrenzen,
dargestellt. Jedes Teilchen ist zu jedem Zeitpunkt genau einem Késtchen
zugeordnet. Dadurch wird die aktuelle Position der Teilchen simuliert.
Wie die genaue Teilchenbewegung ablduft wird im Kapitel § [2| beschrie-
ben.

1.3 Biologisches Anwendungsbeispiel

Wie bereits erwdhnt geht es in dieser Ausarbeitung um die Simulation von
dem Transport durch eine Membran. Dieser Prozess taucht unter anderem
im medizinischen Bereich auf. Im Folgenden wird ein konkretes Anwen-
dungsgebiet beschrieben:

Es geht um die Ausbreitung des Hiv-Virus (Human innunodeficiency vi-
rus), ein Virus, das nach einer unterschiedlich langen Inkubationsphase zu
der unheilbaren Immunschwichekrankheit Aids fiihrt. Da Viren, so auch
HIV, keine Zellen sind, konnen sie nicht aus dem Korper entfernt werden.
Lediglich ihre Ausbreitung kann verhindert werden.

Das HIV-Virus erzeugt ein bestimmtes Protein, das sogenannte rev-Protein.
Dieses Protein vermittelt den Transport von HIV-RNA aus dem Zellkern,
sodass sich das Virus verbreiten kann. Ein Ansatz zur Verhinderung der
HIV-Ausbreitung ist nach Artikel [2], dass dieser Transport mit Hilfe eines
Medikamentes unterdriickt werden soll. Das heifst, dass das rev-Protein
im Zellkern eingesperrt wird, also nicht mehr aus dem Zellkern tiber die
Membran heraus gelangen kann und somit die Vermehrung gehemmt wird.
Beziiglich des Simulationsvorganges bedeutet das, dass die Exportkanile

geschlossen sind.
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§2 Konzeptmodell

Das Konzeptmodell unterscheidet zwei Félle: Ein Grundmodell und ein
vereinfachtes Modell. Beide Modelle spiegeln den oben geschilderten bio-
logischen Prozess wieder, wobei das vereinfachte Modell eine zusétzliche
Einschrankung hat, um die Analyse der Simulationsergebnisse zu verein-
fachen.

Bei beiden Modelle wird eine Zelle mit Hilfe eines zweidimensionalen Fel-
des, das aus einer beschrankten Anzahl an Késtchen besteht, dargestellt.
Jedes Kastchen steht dabei fiir einen bestimmten Bereich in der Zelle. Die
Membran wird mittels eines quadratischen Rahmens auf diesem Feld dar-
gestellt. Alle Kédstchen innerhalb des Rahmens stehen fiir einen Bereich im
Zellkern und alle Késtchen aufierhalb des Rahmens stehen fiir einen Be-
reich im Cytoplasma. Auf dem Rahmen selbst befinden sich die Export-
und Importkanile, ebenfalls als Kastchen dargestellt. Dabei steht ein Kést-
chen fiir jeweils einen Kanal.

Die Teilchen werden nun innerhalb dieser Kastchen als Punkte symboli-

siert. Abbildung 2| zeigt ein solches zweidimensionale Feld einer Zelle.

4—|—— Cytoplasma

S 1 ]
« Membran
-
‘ R Zellkern
R [
[ [ —
ﬁ ﬂ Kanile

Abbildung 2: Darstellung einer Zelle
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2.1 Grundmodell

Insgesamt wurden drei Simulationstools entwickelt. Alle basieren beziig-

lich des Grundmodells auf folgendem Algorithmus:

1. Teilchen, die sich zum Zeitpunkt t aufserhalb der Membran befinden,
werden zum Zeitpunkt t+1 zuféllig aufierhalb der Membran oder auf

einen Importkanal gleichverteilt.

2. Analog werden die Teilchen, die sich zum Zeitpunkt t innerhalb der
Membran befinden, per Zufall innerhalb der Membran oder auf ei-

nem Exportkanal gleichverteilt.

3. Fiir Teilchen, die sich zum Zeitpunkt t auf einem Importkanal befin-
den, gilt folgendes: Genau ein Teilchen wird nach innen geschleust
und wird zum Zeitpunkt t+1 zuféllig innerhalb der Membran gleich-
verteilt.

Befinden sich auf diesem Kanal mehr als nur ein Teilchen, so werden
die restlichen Teilchen zuriick nach aufien geworfen, das heifit, sie
werden zum Zeitpunkt t+1 auflerhalb der Membran zuféllig gleich-

verteilt.

4. Analog verhalten sich die Teilchen, die zum Zeitpunkt t auf einem
Exportkanal liegen: Genau ein Teilchen wird nach aufsen geschleust

und die restlichen werden nach innen geworfen.

5. Zu keinem Zeitpunkt kann ein Teilchen auf einen gesperrten Kanal

verteilt werden.

Zu beachten ist, dass ein Teilchen, welches sich auf einem Kanal befindet,
im nédchsten Zeitschritt nicht auf einem Kanal landen kann, unabhéngig
davon, ob es importiert- bzw. exportiert wird oder zurtickgeworfen wird.

Dies gilt jedoch nur fiir das Grundmodell.
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2.2 Vereinfachtes Konzeptmodell

Bei dem vereinfachten Modell konnen die Teilchen, die sich zum Zeit-
punkt t auf einem Importkanal befinden und nach innen geschleust wer-
den, zum Zeitpunkt t+1 sowohl innerhalb als auch auf einem Exportkanal
landen. Analoges gilt fiir die Teilchen, die sich auf einem Exportkanal be-

finden und nach aufien geschleust werden.

§ 3 Simulationstools

In diesem Kapitel werden die drei Simulationstools beschrieben und eini-

ge Beobachtungen festgehalten.

3.1 Bezeichnungen

Fiir die restliche Arbeit werden folgende Bezeichnungen vereinbart:
e K;= Anzahl Importkanile
e K,= Anzahl Exportkanile
e mg= Membrangrofle
e sim= Anzahl Simulationen

o = Zeit

3.2 Basistool

3.2.1 Beschreibung des Basistools

Das Basistool veranschaulicht die Arbeitsweise des oben beschriebenen
Konzeptmodells, indem es die Verteilung der Teilchen darstellt. Das Tool,

dargestellt als Applet, ist in drei Bereiche eingeteilt:

10
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e Im mittleren Bereich des Applets befindet sich das graphische Feld,

das die eigentliche Simulation darstellt. Das Feld visualisiert den Be-
reich aufderhalb der Membran, den Bereich innerhalb der Membran
sowie die Membran selbst, auf der sich gesperrte, Import- und Ex-
portkanile befinden. Das Feld besteht aus jeweils 16 Zeilen und Spal-
ten, das heifst aus insgesamt 256 Kastchen. Die Kastchenanzahl ist
konstant und kann nicht vom Benutzer gedndert werden, was jedoch
auch nicht von Bedeutung ist, da sich die Teilchenverteilung nicht
andert, solange das Verhiltnis der Kédstchenanzahl aufien und innen
gleich bleibt.
Die Membran wird mit einem farbigen Quadrat dargestellt. Dabei
stellen rote Kastchen gesperrte Kanéle dar, gelbe Késtchen Export-
kandle und blaue Kéastchen Importkaniéle. Import- und Exportkanile
werden nebeneinander angeordnet. Da die Teilchen per Zufallsgene-
rator verteilt werden, spielt es keine Rolle, wo sich die Kanéle auf
der Membran befinden. Abbildung 3| zeigt das graphische Feld mit
einer Membrangrofle von 10, 5 Importkanélen und 10 Exportkana-
len. Sie verdeutlicht, dass die Kdstchenanzahl aufSerhalb der Mem-
bran 162 — mg2 (hier: 162 — 10?) betrdgt und innerhalb der Membran
(mg — 2)? (hier 82).

11
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Abbildung 3: graphisches Kastchenfeld mit Erklarungen

Die Teilchen selbst werden durch kleine schwarze Quadrate reali-
siert. Dabei werden maximal fiinf Teilchen pro Késtchen eingezeich-
net. Befinden sich in einem Kéastchen mehr als fiinf Teilchen, so wird

die Anzahl der Teilchen mit der entsprechenden Zahl dargestellt.

e Im oberen Bereich des Applets werden die Startwerte angegeben.
Dabei kann der Benutzer die Teilchenanzahl aufserhalb der Mem-
bran, die Teilchenanzahl innerhalb der Membran, die Teilchenanzahl
auf den Exportkanédlen und die Teilchenanzahl auf den Importkana-
len per Tastatureingabe einstellen. Weiterhin kann der Benutzer die
Anzahl der Exportkanile, die Anzahl der Importkanéle und die Mem-
branldnge, die als Kadstchenanzahl angegeben wird (vgl. Abbildung
, einstellen. Diese Werte bleiben dann fiir alle Zeitschritte einer Si-
mulation konstant. Bei der Eingabe ist folgendes zu beachten:

Die Membrangrofie liegt zwischen 3 und 15 und die Gesamtanzahl

der Kanéle muss kleiner oder gleich der Gesamtkdstchenanzahl der

12
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Membran (4-mg-4) sein, sodass sie auf der Membran verteilt wer-
den konnen. Gibt der Benutzer Werte ein, die nicht im Wertebereich
liegen, so werden Defaultwerte verwendet und ein Warnfenster mit
einer entsprechenden Fehlermeldung 6ffnet sich.

Des Weiteren befinden sich im oberen Bereich des Applets vier Text-
telder. Hier kann der Benutzer die aktuelle Anzahl der Teilchen zum
aktuellen Zeitpunkt t ablesen. Weiterhin bietet ein Auswahlmenii
dem Benutzer die Moglichkeit zwischen dem Grundmodell und dem

vereinfachten Modell zu wihlen.

e Im unteren Teil des Applets befinden sich der Simulations- und Re-
setbutton, die durch Mausklick betédtigt werden. Dabei dndert sich
die Aufschrift des Simulationsbuttons simultan mit dem entsprechen-
den simulierten Zeitpunkt. Anfangs, das heifst beim ersten Betdtigen
des Simulationsbuttons, verteilen sich die Teilchen so, wie der Be-
nutzer die Startwerte eingestellt hat. Beim Driicken des Resetbuttons
werden die Werte wieder auf die urspriinglichen Defaultstartwerte

zuriickgesetzt.

Die Abbildung [4] zeigt das Basistool zum Zeitpunkt t = 1.

13
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Applet—Ansic:ht: My _GUI_Basis.class =]

Teilchenanzah! ausserhalb der Membran: 50 a0

Teilchenanzahl innerhalb der Membran: 50 a0
Tailchenanzahl aufmpartkanal: 0 ]
Tei\chenanzah\ auf Exportkanal: i} 1]
10
Anzahl Importkanaele: & |veremfachtes Modell * =l
Membrangroesse; 10
L] L] L] L] -
L] L] L] L]
L] (1] L]
-
L 1] L] L1} L] L1} -
L 1] L]
L] L] L] L1} LLL] -
L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L1} L] L1} L]
L] L] L] -
L] L 1] L] L] L]
L] L] L] L] L1} L] L L]
L]
L] L 1] L]
L] L] L]} L] - - - -
L] L]
o
Simuliere den Zeitnunkt 2 i Resetl

* Imporkanal-Teilchen, die nach innen geschleust wearde, verteilen sich auf Innen und Expurikan'a\;analug_ Exporkanal-Teilchen
Applet gestartet

Abbildung 4: Screenshot des Basissimulationstools

3.2.2 Beobachtungen mit dem Basistool

Obwohl dieses Tool in erster Linie der Veranschaulichung dient, kénnen
hier erste fundamentale Ergebnisse festgestellt werden. Im Folgenden wird
die Anzahl der Teilchen, die sich im ersten Zeitschritt auf den Kanilen be-

finden stets auf 0 gesetzt, da dieser Wert nur im ersten Zeitschritt eine

14
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Rolle spielt. Um festzustellen, inwiefern bestimmte Parameter die Vertei-
lung der Teilchen beeinflussen, wird jeweils nur ein Parameter betrachtet.
Dieser Wert wird bei Konstanthaltung der restlichen Startwerte variiert.
Es kann festgestellt werden, dass je kleiner die Membran gewdahlt wird,
das heifst, je kleiner der Bereich innerhalb der Membran ist, desto schneller
dominiert die Teilchenanzahl aufierhalb der Membran bei gesperrten Im-
portkandlen und konstanter Anzahl an Exportkanilen. Abbildung |5 zeigt
die Verteilung der Teilchen nach 14 Zeitschritten, wobei sich anfangs 50
Teilchen innerhalb der Membran befinden, keine Teilchen aufderhalb und
die Membrangrofie sechs Kastchen betragt. Es ist zu beobachten, dass sich
nach 14 Zeitschritten kein Teilchen mehr innerhalb der Membran befindet.
Im Vergleich dazu zeigt Abbildung [f| die gleiche Situation, jedoch betragt
die Membrangrofse hier 14 Kéastchen. Nach 14 Zeitschritten befinden sich
noch 22 Teilchen innerhalb der Membran.

Analoge Untersuchungen fithren zu Beobachtung, dass je grofier die Mem-

bran gewéahlt wird, desto schneller wandern die Teilchen nach innen bei
analogen Starteinstellungen.
Nun soll untersucht werden, wie sich die Teilchen in Abhédngigkeit der
Membrangrofie verteilen. Die Anzahl der Export- und Importkanéle wird
konstant auf 10 gesetzt. Die Teilchenanzahl auflerhalb und innerhalb der
Membran liegt anfangs bei jeweils 50. Tabelle [1| zeichnet die Tendenz der
Teilchenverteilung in Abhédngigkeit der Membrangrofse nach dem zehnten
Zeitschritt auf.

Der Tabelle kann man entnehmen, dass bei einer Membrangrofse kleiner
12 nach 10 Zeitschritten die Teilchenanzahl aufierhalb der Membran domi-
niert und bei einer Membrangrofie grofier 12 die Teilchenanzahl innerhalb
der Membran dominiert. Wiederholungen ergeben, dass bei einer Membr-
angrofie von 12 die Tendenz der Teilchen nach 10 Zeitschritten nicht ein-
deutig bestimmt werden kann.

Zu gleichen Ergebnissen kommt man, wenn die Anzahl der Export- und
Importkanile simultan verstellt werden, wie Tabelle 2| zeigt. Auch hier

kann man erkennen, dass sowohl bei einer Kanalanzahl von 5 als auch bei

15
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Applethnsic:ht: My_GUI_Basis.class I =101 =]

Applet

Teilchenanzahl ausserhalb der Membran: |0 49

Teilchenanzahl innethalb der Merbran: 50 1]
Tailchenanzahl auf Imporikanal: i 0
Teilchenanzahl auf Exportkanal: i 1
10
Anzahl Importkanaele: 0 |vereinfachtes Modell = =
Membrangroesse. 3
L] L] L] L 1]
L] L]
L] L] L] Ll
L] L]l L]
L] L] (1]
L] - Ll Ll
L] L]
L]
L] 1] L]
L]
L] - Ll
Ll
L]
L] L] Ll
L] L] L] L]
L] Ll
Simuliere den Zeitpunkt 15 | Resetl

*Irmportkanal-Tellchen, die nach innen geschleustwerde, verteilen sich aufinnen und Exportkanal, analog Exportkanal-Teilchen
Applet gestartet

Abbildung 5: Screenshot des Basissimulationstools zum Zeitpunkt 14 bei

einer Membrangrofie von 6 Kastchen

16
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B Applet-Ansicht: My_GUI_Basis.class i =101 x|

Aktuelle YWette

Teilchenanzahl ausserhalb der Membran: 1] 32

Teilchenanzahl innethalb der Merbran: 50 17
Teilchenanzahl auf Importkanal: i 0
Teilchenanzahl auf Exportkanal: 0 1
10
Anzahl Importkanaele: 1 |vereinfachtes Modell = =
Membrangroasse. 14
L 1] L] L] L] L L]l -

Simuliere den Zeitpunkt 15 | Reset |

*Irmportkanal-Tellchen, die nach innen geschleustwerde, verteilen sich aufinnen und Exportkanal, analog Exportkanal-Teilchen
Applet gestartet

Abbildung 6: Screenshot des Basissimulationstools zum Zeitpunkt 14 bei

einer Membrangrofie von 14 Kéastchen

17
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§3 Simulationstools

Membrangrofie | Teilchenanzahl auflen | Teilchenanzahl innen
6 79 8
8 64 24
10 60 28
11 55 40
12 48 46
13 4 51
14 30 60

Tabelle 1: Werte aus Basistool: t=10, K;=K,=10, Startteilchenanzahl aufsen

und innen=50

einer Kanalanzahl von 15 der kritische Wert der Membrangrofe beziiglich

der Verteilungstendenz bei 12 liegt.

Ki=K,=5 K; =K, =15
Membran- | Teilchenanzahl | Teilchenanzahl | Teilchenanzahl | Teilchenanzahl
grofse aufien innen aufien innen
11 52 43 59 33
12 49 46 45 45
13 46 51 42 48

Tabelle 2: Werte aus Basistool: t=10, Startteilchenanzahl auflen und in-

nen=50

Des Weiteren kann beobachtet werden, dass, je mehr Exportkandle als Im-

portkandle vorhanden sind, desto schneller dominiert die Teilchenanzahl

auflerhalb der Membran bei Konstanthaltung der Membrangrofle. Tabel-

le 3| unterstreicht diese Behauptung. Die Anzahl der Importkanéle wurde

hier konstant zuerst auf 10 anschliefiend auf 5 gesetzt, wohingegen die

Anzahl der Exportkandle schrittweise hochgedreht wurde. Die Teilchen-

anzahl wurde nach 10 Zeitschritten abgelesen.

Analoge Aussagen kann man beobachten, wenn die Anzahl der Import-

18
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Anzahl Anzahl Teilchenanzahl | Teilchenanzahl
Importkanéle | Exportkandle auflen innen
10 11 48 42
10 15 53 33
10 20 60 24
10 25 63 25
10 30 66 22
5 10 64 30
5 15 68 26
5 20 70 21
5 25 77 13
5 30 80 11

Tabelle 3: Werte aus Basistool: t=10, mg=10, Startteilchenanzahl aufien und

innen=50

kanéle grofier gewdhlt wird als die Anzahl der Exportkanile.

Weiterhin ldsst sich erkennen, dass wenn gentigend Teilchen aufSerhalb
und innerhalb der Membran sind (> 1000) und gleich viele Export- und
Importkanile vorhanden sind, so bleibt diese Teilchenanzahl bis auf die
Teilchen, die sich auf den Kandlen verteilen, in etwa konstant, unabhéngig
von der Membrangrofle (Ubersittigung).

Des Weiteren ldsst sich vermuten, dass sich langfristig ndherungsweise ein
Gleichgewicht einstellt, das heifit, dass sich die Anzahl der Teilchen inner-
halb und auflerhalb der Membran nicht mehr dndert mit der Zeit. Diese
Vermutungen basieren auf der Simulation, deren Werte man aus der Ta-
belle 4/ entnehme. Die Membrangrofie betrdgt 8 Kastchen und die Anzahl
der Export- und Importkanile betrdgt 10. Die Startteilchenanzahl aufser-
halb und innerhalb der Membran liegt jeweils bei 50 Teilchen. Bereits nach
wenigen Zeitschritten bleibt die Teilchenanzahl aufierhalb und innerhalb
der Membran nahezu konstant, bis auf kleine Abweichungen.

Wie schnell sich jedoch dieses Gleichgewicht einstellt und wie die einzel-

nen Parameter dieses Gleichgewicht beeinflussen, ldsst sich mit Hilfe des
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Zeit t | Teilchenanzahl aufSen | Teilchenanzahl innen
10 67 24
20 77 18
30 78 12
40 76 15
50 78 12
60 79 16
70 79 16
80 75 12
90 81 12
100 80 13

Tabelle 4: Werte aus Basistool: mg=8, K;=K,=10, Startteilchenanzahl aufien

und innen=50

Basistools nur schwer abschédtzen. Eine bessere Moglichkeit, Fragen be-

ziiglich des Gleichgewichtes zu kldren, bietet das Langzeittool.

3.3 Langzeittool

3.3.1 Beschreibung des Langzeittools

Das Langzeittool, dargestellt als Applet, beschreibt das Langzeitverhal-
ten der Teilchen, die sich innerhalb bzw. aufserhalb der Membran befin-
den, und der Teilchen, die sich auf den Kanilen befinden. Die berechneten
Funktionswerte basieren auf dem Basistool. Um den Effekt von Ausrei-
ern moglichst gering zu halten, wird als Funktionswert der gemittelte
Wert mehrerer Simulationen genommen.

Das Applet ist in fiinf Bereiche aufgeteilt:

e In der Mitte des Applets befindet sich das Koordinatensystem. Hier
werden die entsprechenden Graphen der Entwicklung der Teilchen

eingezeichnet. Auf der x-Achse wird die Zeit dargestellt und auf der
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y-Achse die Teilchenanzahl. Die Zugehorigkeit der Graphen zu den
entsprechenden Teilchen wird durch eine iibereinstimmende Farbe
der Graphen mit den entsprechenden Startwertbeschriftungen ge-

kennzeichnet.

e Im oberen Teil des Applets kann der Benutzer die Startwerte setzen.
Der Benutzer kann die Anzahl der Teilchen angeben, die sich im ers-
ten Zeitschritt innerhalb und auflerhalb der Membran befinden und
die Anzahl der Teilchen, die sich auf den Importkandlen und Export-
kanédlen befinden. Weiterhin kann die Anzahl der Import- und Ex-
portkanile und die Membrangrofie, gemessen in Késtchen, angege-
ben werden, sowie die Anzahl der Simulationen und der Zeitschritte,
tiir die das Langzeitverhalten aufgezeichnet werden soll. Des Weite-
ren hat der Benutzer die Moglichkeit, wie auch beim Basistool, zwi-
schen dem Grundmodell und dem vereinfachten Modell zu wéhlen.
Bei Eingaben aufSerhalb des Wertebereiches 6ffnet sich wie beim Ba-
sistool ein entsprechendes Warnfenster und die Simulationen wer-
den mit Defaultwerten durchgefiihrt, welche mit den anfangs besetz-

ten Startwerten tibereinstimmt.

e Auf der linken Seite des Applets befindet sich ein Auswahlmenti.
Der Benutzer kann hier wihlen, welche Graphen eingezeichnet wer-
den sollen. Als Standard werden die Graphen der Entwicklung der

Innen-, Aufien-, Import- und Exportteilchen eingezeichnet.

o Auf der rechten Seite des Applets werden die Funktionswerte in ei-
nem Textfeld ausgegeben. Die Ergebniswerte zum Zeitpunkt 0 sind

dabei immer die vom Benutzer eingegebenen Startwerte.

e Im unteren Teil des Applets befinden sich der Start- und Resetbutton.
Solange der Startbutton gedriickt wird, werden die Funktionswerte
im Textfeld angehadngt. Beim Driicken des Resetbuttons werden alle
Werte im Textfeld geloscht.

Abbildung [7] zeigt einen Screenshot des Langzeittools nach Driicken des
Startbuttons. Der rote Graph stellt die Teilchenanzahl innerhalb der Mem-
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bran, der griine Graph die Teilchenanzahl auflerhalb der Membran, der
orange Graph die Summe der Teilchen auflerhalb und auf den Import-
kanélen, der blaue Graph die Summe der Teilchen innerhalb und auf den
Exportkandlen, der lila Graph die Teilchenanzahl auf den Exportkanédlen

und der pinke Graph die Teilchenanzahl auf den Importkanilen dar.

B Applet-Ansicht: My_GUI_Langzeit.class =10l x|
Applet

Teilchenanzahl ausserhalb der Membiran 100 Anzahl Kanagle von aussen nach innen (impor 12
Teilchenanzahl innerhalb der Mernbran 50 Anzahl Kanagle von innen nach aussen (expord) [
Teilchenanzahl auf Exportkanal 0 Membrangroesse: 10
Teilchenanzahl auf importkanal: [ Anzahl Simulationen 5000
Zeitschritte 100
Innen + Exportteiichen [vereinfachtes Modell =
Teilchenanzahl 60 [73.4186 164.9278 | 6.6786 | 4975 |A]
61 73.5308 |64.9404 | £.6074 | 4.3214 |
150 62 173.5426 | 64.861 | 6.6656 | 4.9308 |
I Braph innen 63 173.5402 | 64.936 | 6.668 | 48555 |
64 173.5266 164.8778 | 6.6496 | 4.946 |
65 73.5128 164.8544 | 6.6852 | 4.9476 |
66 73.5842 |64.8918 | 6.6298 | 4.8942 |
67 | 73.537 164.8604 | 6.673 | 4.9296 |
68 173.5914 |64.9002 | 6.6164 | 4.892 |
125 69 73.5582 |64.8792 | 6.647 | 4.9156 |
70 173.5668 164.8856 | 6.6562 | 4.8914 |
I Graph aussen 71 |73.5804 |64.8708 | 6.631 | 4.9178 |
72 173.6486 |64.8126 | 6.601 | 4.9378 |
73 |73.6556 164.8352 | 6.6244 | 4.8548 |
74 173.6386 164.7964 | £.6592 | 4.9058 |
75 | 73.664 164.7306 | 6.6388 | 4.9066 |
100 4 76 173.6402 164.8045 | 6.6494 | 4.9058 |
77 |73.6558 |64.8148 | 6.626 | 4.9034 |
78 173.6618 164.7906 | 6.6246 | 4.923 |
Lol 79 | 73.61 | 64.838 | 6.6834 | 4.8686 |
80 73.6066 |64.8184 | £.6628 | 4.8922 |
81 73.6904 [64.8014 | 6.5916 | 4.9166 |
82 173.6052 164.7692 | £.7082 | 4.9174 |
75 83 173.6632 164.7324 | 6.6472 | 4.8572 |
RO B NS e A e e e e e 84 173.6734 164.7674 | 6.681 | 4.8782 |
B el e . 85 173.6716 164.7504 | 6.637 | 4.941 |
¥ Granh export o e fedo 86 |73.6506 164.7208 | 6.6854 | 4.9432 |
B, 87 173.6584 | 64713 | 6.7042 | 4.9244 |
5 ¥ 88 |73.6396 |64.7386 | 6.6926 | 4.9292 |
S 89 | 73.656 164.7406 | 6.6684 | 4.935 |
50 e 90 173.6782 164.7302 | 6.6752 | 4.9164 |
» 81 73.6832 |64.7094 | £.6656 | 4.9316 |
92 | 73.708 164.7006 | 6.6996 | 4.8918 |
93 173.7908 164.6848 | €.6012 | 4.9232 |
[ Graph aussen+impart 94 | 73.777 | 64.675 | 6.6784 | 4.8696 |
95 173.6892 | 64.748 | 6.7048 | 4.858 |
96 173.7676 164.7084 | £.5968 | 4.9292 |
5 97 173.7478 | 64.677 | 6.658 | 4.9172 |
98 173.7022 164.6568 | 6.7222 | 4.9188 |
99 173.7594 | 64743 | 6.6192 | 4.8784 |
100 |73.6686 | 64.655 | 6.7146 | 4.9618 |
I Graph innensexport &
! t 5
25 50 s 100 kil I
S | Reset |
Applet gestartet

Abbildung 7: Screenshot des Simulationstools zum Langzeitverhalten

3.3.2 Beobachtungen mit dem Langzeittool

Fiir die nachfolgenden Untersuchungen wird, wie auch beim Basistool, le-
diglich das vereinfachte Modell betrachtet und die Anzahl der Teilchen,
die sich anfangs auf den Kanélen befinden, wird auf 0 gesetzt.

Beim Vergleich der Graphen, die lediglich die Teilchenanzahl aufSerhalb
bzw. innerhalb der Membran beschreiben, mit den Graphen, die die Sum-

me der Teilchen aufierhalb und auf den Importkanélen bzw. innerhalb und
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auf den Exportkandlen beschreiben, fallt auf, dass diese stets das gleiche
Verhalten aufweisen, wie Abbildung 8| zeigt. Daher werden im Folgenden
meist nur die Graphen betrachtet, die die Teilchenanzahl innerhalb und
aufierhalb der Membran beschreiben. Die restlichen Graphen werden im
Auswahlmenii ausgeschaltet. Einige Untersuchungen lassen sich jedoch
leichter mit den Graphen durchfiihren, die die Teilchen auf den Kanilen
mit berticksichtigen. Dies wird an den entsprechenden Stellen ausdriick-

lich erwdhnt.

80
70 —
e —_
60 x’f
f./ aulen (Ki=Ke=mg=10)
= 50 M
2 - auRen+import
& T . Ki=Ke=mg=10
S 40 ( g=10)
2 . auBen
i (Ki=16,Ke=10,mg=12)
2 30 _
- - = .aulen+import
(Ki=16,Ke=10,mg=12)
20
10
0 T T T T T
0 10 20 30 40 50 60
Zeitschritte

Abbildung 8: Vergleich des Graphen, der die Teilchenanzahl auflerhalb be-
schreibt, mit dem, der die Teilchen auf den Importkanélen

mit berticksichtigt

Zunichst wird die Auswirkung der Simulationsanzahl auf den Verlauf der
Graphen untersucht. Dazu werden alle anderen Parameter konstant gehal-

ten. Lediglich die Anzahl der Simulationen pro Zeitschritt wird gedndert.

23



Transport durch eine Membran §3 Simulationstools

An den Abbildungen [J] und [I0] kann man erkennen, dass, je mehr Simu-
lationen pro Zeitschritt durchgefiihrt werden, umso glatter verlaufen die
Graphen der Funktionen. Dieser Sachverhalt war auch nicht anders zu er-
warten, da sich Ausreifser bei den Mittelwerten vieler Simulationen nicht
so stark auswirken. Fiir die Folgenden Untersuchungen wird die Anzahl
der Simulationen auf 5000 gesetzt, um moglichst exakte und représentati-
ve Werte fiir die Teilchenanzahl zu erhalten.

Telchenanzahi

da . 5.3 A X} «5\,;
o | S ‘b,"‘?“:‘;?"g’b‘g‘f’fé‘b"}”z‘?" :’J{'g:.* s

Abbildung 9: Anderung der Teilchenanzahl: sim=5, K;=K,=10, mg=10,
t=500

nnnnnnnnnnnnnn

Abbildung 10: Anderung der Teilchenanzahl: sim=1000, K;=K,=10,
mg=10, t=500
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Bei allen Simulationen ist zu erkennen, dass die Graphen im ersten Zeit-
schritt etwas abfallen. Das liegt daran, dass zum Zeitpunkt t=0 noch keine
Teilchen auf den Kanilen liegen. Um dies zu umgehen kénnte die Anzahl
der Teilchen, die sich anfangs auf den Kanélen befinden, geeignet einge-
stellt werden, wie die Abbildung (11| zeigt. Da jedoch dieser Funktionsab-
fall nur den ersten Zeitschritt betrifft, reicht es, wenn die Graphen fiir wei-
tere Untersuchungen erst ab dem Zeitpunkt t=1 betrachtet werden und die
Teilchenanzahl auf den Kanélen anfangs weiterhin mit 0 initialisiert wer-

den.

Teilchenanzahl Teilchenanzahl
150 n 150
Teilchenanzahl aufien: 100
Teilchenanzahl innen: 50
Teilchenanzahl auf Exportkanal: 0
Teilchenanzahl auf Importkanal: 0

Teilchenanzahl auBlen: 93
Teilchenanzahl innen: 44
Teilchenanzahl auf Exportkanal: 7
Teilchenanzahl auf Importkanal: 6

125 A 125 4

100 4 100 4

s LR LAY

50 ¢ 50 4 .

25 4 25 4

Abbildung 11: Ausschnitte des Langzeittools, K;=14, K,=10, mg=12

Im Folgenden wird der genaue Verlauf der beiden Graphen untersucht:

Bereits in den Abbildungen |7} [10jund[I1]ist zu erkennen, dass die Graphen
bei der vom Benutzer eingestellten Teilchenanzahl beginnt. Die Summe
der beiden Graphen ist immer kleiner als die Teilchenanzahl im System.

Das liegt daran, dass sich stets Teilchen auf den Kanélen befinden.
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Startteilchenanzahl | Startteilchenanzahl Grenzwert
auflen innen (aufsen/innen)

100 50 (79,5/56,0)

50 100 (79,7/55,7)

75 75 (79,6/55,9)

140 10 (79,4/56,0)

Tabelle 5: mg=12, K,=10, K;=14

Wie bereits bei Untersuchungen mit Hilfe des Basistools vermutet, stellt
sich nach einer Zeit ein Gleichgewichtszustand ein. Das heifst, die Anzahl
der Teilchen bleibt irgendwann konstant. Wie schnell sich dieses Gleich-
gewicht einstellt und bei welchen Funktionswerten hingt dabei von den

Benutzereinstellungen ab.

Auswirkung der Verteilung der Startteilchenanzahl innerhalb und au-
erhalb der Membran

Es kann beobachtet werden, dass bei Konstanthaltung von Kanalanzahl,
Membrangrofie und Gesamtteilchenanzahl im System, beide Graphen stets
gegen den selben Grenzwert laufen, unabhingig davon, wie die Startteil-
chenanzahl innen und auflen verteilt ist. Die Tabelle 5] untermauert diese
Beobachtung. Hierbei wurde die Importkanalanzahl auf 14, die Exportka-
nalanzahl auf 10 und die Membrangrofie auf 12 gesetzt. Der Grenzwert
wurde nach 50 Zeitschritten abgelesen und auf eine Nachkommastelle ge-
rundet. Der Graph, der die Teilchenanzahl innerhalb der Membran be-
schreibt lauft hier gegen einen Grenzwert von etwa 56 und der Graph, der
die Teilchenanzahl auflerhalb der Membran beschreibt gegen einen Grenz-

wert von etwa 80.

Auswirkung der Membrangrofie
Wird die Anzahl der Export- und Importkanile identisch gewéahlt, so kann
festgestellt werden, dass bei einer Membrangrofie unter 13 Késtchen im-

mer die Teilchenanzahl aufderhalb der Membran dominiert und bei einer
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Membrangrofie ab 13 Kédstchen die Teilchenanzahl innerhalb dominiert. In
der Abbildung (12| wird dieser Sachverhalt dargestellt. Die Teilchenanzahl
aufien sowie innen wurde dabei auf jeweils 50 gesetzt. Eine dhnliche Teil-
chenentwicklung wurde bereits mit Hilfe des Basistools festgestellt (vgl.
Tabelle [T und [2). Allerdings konnte anhand des Basistools fiir den Mem-

branwert 12 keine eindeutige Tendenz festgestellt werden.

60
WAu[}enundmg: 2
f lngfrm??, —auen (mg=12,Ki=Ke=6)
—innen (mg=12, Ki=Ke=6)

| aulen (mg=13, Ki=Ke=6)

[Au,,mgjf{,nﬁ innen (mg=13, Ki=Ke=6)
= e — auBen (mg=12, Ki=Ke=10)
g — innen (mg=12, Ki=Ke=10)
g0 — auBen (mg=13, Ki=Ke=10)
% —innen (mg=13, Ki=Ke=10)
Y

—aulen (mg=12, Ki=Ke=14)
20 — innen (mg=12, Ki=Ke=14)
— aulen (mg=13,Ki=Ke=14)

innen (mg=13, Ki=Ke=14)

0 T T T T T
0 10 20 30 40 50 60
Zeitschritte

Abbildung 12: Graphen fiir Teilchenanzahl mit verschiedenen Parametern

Eine weitere Feststellung, die sich durch Konstanthaltung der Kanalan-
zahl und variieren der Membrangrofle ergibt, ist, dass je ndher die Mem-
brangrofie an ihre Definitionsrdnder eingestellt wird, desto mehr driften
die beiden Graphen auseinander, wie Abbildung (13| darstellt. Auch diese
Erkenntnis konnte bereits anhand des Basistools abgelesen werden (vgl.
Tabelle|1).

Auswirkung der Kanalanzahl
Betrachtet man den Verlauf der Graphen aus Abbildung (12| ndher, so fallt

auf, dass die Summe der Teilchen, die sich nach 50 Zeitschritten aufserhalb
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100

— — —

innen (mg=5)

aulen {(mg=5)
— — innen {mg=15)

aufien (mg=15)

= = = =innen (mg=10)

Teilchenanzahl

aufien (mg=10)

30 40 50 60
Zeitschritte

Abbildung 13: Graphen aus Langzeittool: t=50, K;=K,=8, Startteilchenan-

zahl innen und aufden=50

und innerhalb der Membran befinden, mit wachsender Kanalanzahl ab-
nimmt. Dies ist darauf zurtickzufiihren, dass, je mehr Kanédle vorhanden
sind, umso mehr Teilchen verteilen sich auf diesen und umso weniger Teil-
chen sind somit echt innerhalb oder auflerhalb der Membran.

Bezieht man die Teilchen auf den Kandlen in den Beobachtungen mit ein,
so kann festgestellt werden, dass die Summe der Teilchen aufierhalb der
Membran und auf den Importkanidlen bzw. innerhalb und auf den Export-
kanélen nach 50 Zeitschritten in etwa identisch sind bei Konstanthaltung
der MembrangrofSe, wie Abbildung[14]zeigt. Hier wird die MembrangroSSe
konstant auf 12 gesetzt. Es werden zwei Simulationen durchgefiihrt, wo-
bei bei der einen die Kanalanzahl jeweils auf 10 gesetzt wird und bei der
zweiten Simulation auf 14 gesetzt wird. Man sieht, dass die Graphen, die
die Summe der Teilchen innerhalb und auf den Exportkandlen bzw. au-

Berhalb und auf den Importkanilen beschreiben, gegen jeweils die gleiche
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Teilchenanzahl streben.

54

— ——innen+export ( Ki=Ke=10)

— auflen+import (Ki=Ke=10
yE port ( )

e e innen+export (Ki=Ke=14)
auRken+import (Ki=Ke=14)

Teilchenanzahl

42

0 10 20 30 40 50 60
Zeitschritte

Abbildung 14: Graphen fiir Summe der Teilchenanzahl innen und export

bzw. aufien und import mit mg=12

Wie bereits erwdhnt, dominiert die Teilchenanzahl aufSerhalb der Mem-
bran bei einer Membrangrofie kleiner 13 und gleicher Kanalanzahl. Diese
Dominanz kann man beeinflussen, indem nur die Anzahl der Importkana-
le erhoht wird. Abbildung 15| zeigt den Tendenzwechsel der Teilchen. Die
Membrangrofie und die Anzahl der Exportkanile betrdgt hier 10. Bei ei-
ner Importkanalanzahl von 10 sieht man noch deutlich, dass die Teilchen
nach aufden tendieren. Dreht man diese Anzahl auf 20 hoch, so sieht man
schon eine leichte Teilchentendenz nach innen. Erh6ht man die Importka-
nalanzahl noch mehr (hier auf 25), so wird eine eindeutige Teilchenten-
denz nach innen sichtbar. Zu analogen Beobachtungen kommt man, wenn
man die Importkanalanzahl konstant hélt und die Exportkanalanzahl va-
riiert. Auch bei einer Membrangrofie grofier 12 kommt man zu dhnlichen

Erkenntnissen.
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70

60

50 -
_ Vo= - innen (Ki=10)
E - N~~~ T T T auRen (Ki=10)
& - — —innen (Ki=20)
o
2 %0 aufen (Ki=20)
(=]
= — - - - .innen (Ki=25)
= -auRen (Ki=25)
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Abbildung 15: Graphen aus Langzeittool zur Veranschaulichung der Teil-
chentendenz: t=50, K,=mg=10, Startteilchenanzahl innen

und auflen=50

Symmetrie

Vernachlédssigt man den ersten Zeitschritt, der aufgrund der Tatsache, dass
noch keine Teilchen auf den Kanilen liegen, aus der Reihe fillt, so kann be-
obachtet werden, dass sowohl die beiden Graphen, die die Teilchenanzahl
auflerhalb und innerhalb der Membran beschreiben, als auch die beiden
Graphen, die die Teilchen auf den Kanélen mit beriicksichtigen, symme-
trisch zueinander verlaufen. Die Symmetrieachse liegt bei der Halfte der
Summe beider Grenzwerte. Es bezeichne (a/i) der Grenzwert beider Gra-
phen, wobei die erste Komponente a die Teilchenanzahl aufSerhalb und
die zweite Komponente i die Teilchenanzahl innerhalb der Membran de-
finiert. Dann liegt die Symmetrieachse s;(t) bei % (vgl. Abbildung .
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Fiir die Graphen, die die Teilchen auf den Kanélen mit berticksichtigen,
stimmt die Symmetrieachse mit der Halfte der Teilchenanzahl im System
tiberein. Diese Beobachtung war auch nicht anders zu erwarten, da die Ge-
samtteilchenanzahl im System erhalten bleibt. Das heifst, dass die Teilchen,
die bei einem Graphen dazukommen, entsprechend bei dem anderen Gra-
phen abgezogen werden und umgekehrt.

250

200

150

Teilchenanzahl

100

50

0 20 40 60 80 100 120
Zeitschritte

Abbildung 16: Graphen fiir Teilchenanzahl aufien und innen mit Symme-
trieachse bei “T“ = w (Werte aus Tool), K;=10,
K.=12, mg=14
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Monotonie

Aufgrund der festgestellten Symmetrie werden weitere Untersuchungen
lediglich auf die Betrachtung des Graphen beschrénkt, der die Teilchenan-
zahl aufSerhalb der Membran angibt.

Beztiglich des Monotonieverhaltens kann festgehalten werden, dass der
Graph steigt, falls die Teilchenanzahl aufserhalb der Membran bei t=1 klei-
ner als die erste Grenzwertkomponente 4 ist und fillt, falls sie grofier ist.
Dass die Teilchenanzahl zum Zeitpunkt t=1 und nicht zum Zeitpunkt t=0
von Bedeutung ist, hangt damit zusammen, dass sich erst nach dem ersten
Zeitschritt Teilchen auf den Kanélen befinden. Diese Teilchen gehen nicht
in die Summe der Grenzwertkomponenten mit ein und miissen daher be-
riicksichtigt werden. Um das Problem zu umgehen, dass man erst die Si-
mulation durchfithren muss um anschlieffend sagen zu koénnen, ob sich
weniger oder mehr Teilchen bei t=1 aufierhalb der Membran befinden und
somit Aussagen iiber die Monotonie machen zu konnen, ist es hier sinn-
voll, den Graph zu betrachten, der die Kanalteilchen mit z&hlt. Abbildung
zeigt drei Graphen mit unterschiedlicher Verteilung der Startteilchen-
anzahl. Die anderen Parameter werden konstant gehalten. Der Grenzwert
der Graphen liegt bei (68,8/31,2).
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Abbildung 17: Graphen fiir Teilchenanzahl auflen+import: =50,
mg=K;=K,=10, Grenzwert (a/i)=(68,8/31,2)

Schnittpunkt der Graphen

Ob die jeweiligen Graphen einen Schnittpunkt haben, hdngt davon ab, ge-
gen welchen Grenzwert sie streben und wie die entsprechende Startteil-
chenanzahl gewihlt wird. Aus denselben Griinden wie beim Monotonie-
verhalten werden die Graphen betrachtet, die die Teilchen auf den Kanélen
mit berticksichtigen.

Folgendes ist zu beobachten:

Fall 1: a < i: Ist die Teilchenanzahl aufSerhalb der Membran anfangs ober-
halb der Symmetrieachse, so schneiden sich die beiden Graphen in der
Symmetrieachse. Ist sie anfangs unterhalb der Symmetrieachse, so gibt es
keinen Schnittpunkt.

Fall 2: a > i Ist die Teilchenanzahl aufierhalb der Membran anfangs ober-
halb der Symmetrieachse, so schneiden sich die beiden Graphen nicht.
Ist anfangs die Teilchenanzahl aufien unterhalb der Symmetrieachse, so
schneiden die Graphen sich in der Symmetrieachse. (vgl. Tabelle [6| und
Abbildung|[18])
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Schnittpunkt a<i|a>i
Startteilchenanzahl aufien > ”TJ” ja | nein
Startteilchenanzahl innen > ”TJ” nein | ja

Tabelle 6: Veranschaulichung der Existenz eines Schnittpunktes

Bei gleicher Startteilchenanzahl schneiden sich die Graphen im ersten Zeit-
schritt.

az2>ij2

120

100

e R a1 e
\ —
-
80 =

E : - - - .innen+export
g .0 / = = = .aufen+import
2 2 e innen-+export
§ L -m : p

H aulen+import
= 40

20

0 10 20 30 40 50 60
Zeitschritte

Abbildung 18: Graphen zur Veranschaulichung der Existenz eines Schnitt-
punktes: K;=10, K,=14, mg=12

Spezialfall

Die bisher betrachteten Graphen verliefen, bei Vernachldssigung des ers-
ten Zeitschrittes (vgl. Abbildung|11) monoton. Dies ist jedoch nicht immer
der Fall, wie Abbildung (19 zeigt. Man sieht, dass der Graph fiir die Teil-
chenanzahl innerhalb der Membran anfangs stark variiert. Das liegt an der

Wahl der Membrangrofle. Diese wurde so klein gewéhlt (3 Kastchen), dass
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nur ein Késtchen fiir die Teilchen innerhalb der Membran zur Verfiigung
steht. Anfangs befinden sich 50 Teilchen auf diesem Késtchen. Im ersten
Schritt verteilen sich diese auf die Kanile, sodass nur noch wenige Teil-
chen innerhalb der Membran sind. Da die meisten Teilchen wieder nach
innen zurtickgeworfen werden, sind im néchsten Zeitschritt wieder sehr
viele Teilchen innerhalb der Membran. Das erklart auch, warum die Gra-
phen der Teilchen innen und der Teilchen auf den Exportkanédlen entge-
gengesetzt schwingen.

Je mehr Teilchen nun nach aufsen geworfen werden, umso geringer wer-

den die Schwingungen, bis sich schliefdlich ein Gleichgewicht einstellt.

60

50

40

\ —innen
30 4 —— innen+export
\ ——export
TN
10 2

0 10 20 30 40 50 60
Zeitschritte

Teilchenanzahl

Abbildung 19: Graphen fiir Teilchenanzahl innen, innen+export und ex-
port: sim=5000, t=50, mg=3, K;=K,=4
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3.4 Transporttool

3.4.1 Beschreibung des Transporttools

Das Transporttool beschreibt den mittleren Transport von Teilchen nach
innen innerhalb eines Zeitschrittes in Abhdngigkeit von der Anzahl der
Teilchen, die sich aufserhalb der Membran und auf Importkanélen befin-
den. Es wird also die mittlere Anzahl an Importkandlen gezahlt, die im
ndchsten Zeitschritt mit mindestens einem Teilchen besetzt sind.

Das Applet ist in vier Bereiche aufgeteilt:

e In der Mitte des Applets befindet sich das Koordinatensystem. Auf
der x-Achse wird die Anzahl der Teilchen, die sich zum Zeitpunkt t
auflerhalb der Membran und auf Importkanélen befinden, abgetra-
gen. Auf der y-Achse wird die gemittelte Anzahl der Teilchen, die
nach innen geschleust werden, dargestellt. Beim Driicken des Start-
Buttons wird der Graph eingezeichnet, der die Anzahl an Teilchen,

die im Mittel nach innen transportiert werden, darstellt.

e Im oberen Teil des Applets werden die Startwerte angegeben. Der
Benutzer kann die Anzahl der Importkanile, die Anzahl der Simu-
lationen, die Membrangrofie und die Anzahl der Teilchen, die sich
zum Zeitpunkt t = 0 auflerhalb der Membran bzw. auf Importkana-
len befinden, angeben. Bei diesem Tool spielen die restlichen Daten

keine Rolle.

e Auf der rechten Seite des Applets werden die Funktionswerte in ei-

nem Textfeld ausgegeben.

¢ Im unteren Teil des Applets befinden sich der Start- und Resetbutton.
Ahnlich wie beim Basistool werden die Funktionswerte im Textfeld
angehdngt, solange der Startbutton gedriickt wird. Beim Driicken

des Resetbuttons werden alle Werte im Textfeld geldscht.

Auf ein analoges Tool, das den mittleren Transport nach aufien simuliert,

wird hier verzichtet, da es keine Rolle spielt, ob sich die Teilchen aufler-
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halb der Membran befinden und iiber Importkanile reingeschleust wer-

den, oder ob sie sich innerhalb der Membran befinden und {iber Export-

kanéle nach aufien geschleust werden.

B Applet-ansicht: My_GUI_Transport.class I [= 53
Applet
Anzahl Kanagle von aussen nach innen (mpord: 12 Membrangragsse: 10
Anzahl imulationen [1000 maximale Aussen=Import Teilchenanzahl [a00
mitlerer Transpart nach innen 755 | 1l.ssz -]
756 | 1l.866
14 757 | 1l.858
758 | 11875
759 | 11865
760 | 1L.sse
761 | 11876
62 | 188
45 763 | 1l.s4s
764 | 11896
65 | 1l.869
w 786 | 1877
767 | 11868
768 | 187
768 | 188
10 770 | 11873
771 | Lol
772 | 186
f 773 | 1l.887
774 | LLa7?
"& 775 | 11.304
3 / 776 | 1l.s89
777 | 1L.s8s
f 778 | 1l.887
& 779 | 11306
780 | 11887
i 781 | 11.885
/ 782 | 11,899
6 ~ 783 | 1La
& 784 | 1l.885
P 788 | 1L.s08
Vi 786 | 11884
f 787 | 11.888
788 | lLsga
4 f 789 | 11896
790 | 1L.a7a
Fi 791 | 11893
F 792 | 11878
P 793 | 1.9
¥ 794 | 11305
e 795 | 11894
z F 796 I 11,916
4 797 | 11897
' 798 | 11892
i 798 | 1l.s97
7 800 | 11.887
¢
D J:‘
100 200 300 400 500 600 -
v

Teilchenanzahl aussen+impor

Start |

Reset

Applet gestartet

Abbildung 20: Screenshot des Simulationstools zum Transportverhalten

3.4.2 Beobachtungen mit dem Transporttool

Weitere Uberlegungen zum Verlauf der Transportfunktion werden in dem

nachfolgenden Kapitel festgehalten.
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§4 Analyse

4.1 Simulationsergebnisse

Im Abbildung2I]werden exemplarisch einige Graphen des Transporttools
aufgezeichnet. Insgesamt wurden 1000 Simulationen durchgefiihrt. Die
maximale Anzahl der Teilchen, die sich aufserhalb der Membran oder auf
einem Importkanal befinden, wurde bei allen Simulationen auf 1000 Teil-
chen gesetzt. Die Anzahl der Importkandle und die Membrangrofse der
jeweiligen Simulationen kann man der Graphik entnehmen, welche den
Verlauf der Graphen darstellt:

25

— mg=6, Ki=10
— mg=8, Ki=10
— mg=10, Ki=10
20 | —mg=10,Ki=8

. mg=10, Ki=14

mg=14, Ki=10
— mg=14, Ki=14
mg=14, Ki=20

Anzahl Importkanéle

T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200
Teilchenanzahl auRen+import

Abbildung 21: Graphen aus Transporttool: sim=1000, Teilchenan-
zahl=1000
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4.2 Bestimmung der Transportfunktion

4.2.1 Bestimmung der Transportfunktion mit Hilfe des

Transporttools

In diesem Unterkapitel geht es darum, die Funktionsvorschrift mit Hilfe
des Transporttools zu bestimmen. Die Darstellung und Herangehensweise
zur Bestimmung der Transportfunktion richtet sich in erster Linie an Ma-
thematikkurse der Oberstufe. Das Verstiandnis und Nachvollziehen ein-
zelner Schritte benotigt grundlegende Aspekte der Analysis. Darunter vor
allem die e-Funktion, Grenzwertbetrachtungen, Nullstellenbestimmung,

Ableitungsregeln, sowie Monotonie- und Kriitmmungskriterien.

Gesucht ist eine Abbildung der Form

T: Rf — R}

x1 +— T(x1)

wobei x; die Anzahl der Teilchen angibt, die sich aufSerhalb der Membran
oder auf einem Importkanal befinden und T(x;) die Anzahl der Teilchen
angibt, die sich im nédchsten Zeitschritt innerhalb der Membran befinden.
Betrachtet man den Funktionsverlauf aus dem Transporttool, so kann ver-
mutet werden, dass die Transportfunktion mit Hilfe der e-Funktion appro-
ximiert werden kann.

Genauer ist folgender Ansatz sinnvoll:

. R +
T: Rf — Rj

X, — K- (1 . e*klﬁ) (1)
Dabei sei K; aus |0;4 - mg — 4] und k1 > 0 sei beziiglich x; konstant.

Begriindung des Ansatzes:
Betrachtet man die Graphen aus Abbildung[21] fallen folgende Eigenschaf-

ten auf:
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Alle Graphen sind streng monoton steigend, konkav (rechtsgekriimmt)
und streben gegen die Anzahl der Importkanile K;. Des weiteren haben
alle Graphen nur eine Nullstelle, und zwar bei x; = 0. Diese Eigenschaften
erfiillt die angesetzte Funktionsvorschrift.

Begriindung der Aussagen:

e Fiir die Nullstelle von T(x;) gilt:

T(xl) =0

o K- (1 —e*km) —0

& 1-—efn—o (daK; > 0)
& ehn =1

& —kixp=0

& x1=0

Also besitzt T(x1) genau eine Nullstelle bei x; = 0.

e Fiir die Ableitung von T(x;) gilt:
T'(x1) = ki -K;i-e 8171 >0 Vx; € R

Also ist T(x1) streng monoton steigend.

e Fiir die zweite Ableitung von T(x;) gilt:
T"(x1) = =k} -K;-e F1m1 <0 Vx; € R
Also ist T(x1) streng konkav.

e Fiir den Grenzwert von T(x;) gilt:
limxlﬂoo T(xl) = Ki

Transformation der Simulationsergebnisse

Durch die Transformation der Simulationsergebnisse soll {iberpriift wer-
den, ob sich der Exponent der approximierten Transportfunktion tatsach-
lich durch eine lineare Funktion der Form x; —— —kjx; beschreiben laisst.

Dazu wird die Transportfunktion wie folgt transformiert:

L T(x1) = sup{T(x1) : x1 € R} = T(x1) = K; — [K;- (1 — e F71)]

= .= Ki : eklxl
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2. Durch Logarithmieren erhélt man:
T(x1) = In(T(x1)) = In (K; - eF1¥1) = ... = kyxq + In(K;)

Also erhilt man als Ergebnis der Transformation eine Gerade. Abbildung
zeigt den Verlauf einer solchen Geraden, basierend auf den Funkti-
onswerten aus dem Transporttool. Es wurden 5000 Simulationen durch-
gefiihrt. Die Anzahl der Importkanile und die Membrangrofie entnehme
man der Graphik.

3
25
2
15
|

05

In(Ki-T(x))

0

-05

-1

15

-2

-25

Teilchenanzahl auRen+import

Abbildung 22: Transformation: sim=5000, mg=14, K;=20

Offensichtlich existiert ein konstantes k1 > 0 sodass gilt:
In(K; = T(x1)) = —k1x1 +In(K;) 2)

Aus Gleichung @) folgt fiir k; durch Aquivalenzumformungen:

Ky = In(K;) — lnii(i —T(x1)) 3)
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Zu beachten ist, dass sich k; aus Gleichung (3) nur mit Hilfe der Simulati-
onswerte aus dem Transporttool bestimmen ldsst. Fiir die mathematische
Bestimmung von k; ist eine andere Herangehensweise an die Transport-
funktion notig. Zuvor jedoch einige Uberlegungen iiber die Groflen, die k

beeinflussen.

4.2.2 Welche GroBen nehmen Einfluss auf ky

Mit Hilfe des Transporttools ergeben sich fiir k; aus der Gleichung (3) an
der Stelle x; = 1 bei 5000 Simulationen folgende Werte:

Membrangrofie | Anzahl Importkanéle | ki (Tool)
6 10 0.00441
6 15 0.00418
10 10 0.006320
10 20 0.00556
10 30 0.00539
14 10 0.01452
14 20 0.01255
14 30 0.01105
14 40 0.01001
Beobachtungen:

e Der Wert von k; liegt zwischen 0 und 1.
Demnach lasst sich ki durch einen Bruch der Form % mit z € R>!

anndhern.

¢ Bei Konstanthaltung der Membrangrofle gilt:
Je grofler die Anzahl der Importkanile ist, desto kleiner wird kj.

Also: Je grofSer K; ist, desto grofier ist z.
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¢ Bei Konstanthaltung der Anzahl der Importkanile gilt:
Je groier die Membran ist, desto grofier wird k;.

Also: Je grofier mg ist, desto kleiner ist z.

Als Arbeitshypothese kann man annehmen, dass der Wert von k; etwas
mit der verfligbaren Késtchenanzahl zu tun haben muss, welche sich durch
f¢? — mg? + K; berechnet, wie Abbildung [23|zeigt. Durch Testen mit dem

< lo >
10 g

D = Anzahl Késtchen auffen = fg2-mg? = 16%102 = 156

M= Anzehl Importkanile = Ki= 14

Abbildung 23: verfiigbare Kdstchenanzahl

Taschenrechner und der Annahme, dass k; eine Grofse darstellt, die von
der verfiigbaren Kastchenanzahl abhéngt, ldsst sich vermuten, dass sich

k1 wie folgt schreiben ldsst:

1
(f8)? = (mg)? + K;
In der Tabelle [7]werden die Werte fiir k; beziiglich des Tools und der Ver-

mutung gegeniibergestellt.

ki = (4)
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Membrangrofie | Anzahl Importkanéle | kq (aus Tool) | k; (rechnerisch)

6 10 0.00441 0,00435
6 15 0.00418 0.00426
10 10 0.006320 0,00602
10 20 0.00556 0,00568
10 30 0.00539 0,00538
14 10 0.01452 0.01429
14 20 0.01255 0.0125
14 30 0.01105 0,01111
14 40 0.01001 0.01

Tabelle 7: Werte fiir k1

4.2.3 Bestimmung der Transportfunktion mit stochastischen

Argumenten

In diesem Unterkapitel wird die exakte Funktionsvorschrift der Transport-

funktion hergeleitet. Die Zielgruppe dieser Herangehensweise sind Stu-

denten, die bereits eine Einfiihrungsvorlesung in die Stochastik besucht

haben. Vorausgesetzt wird die Kenntnis und der Umgang mit der Binomi-

alverteilung, mit Erwartungswerten und Zufallsvariablen.

Im Folgenden bezeichnet pk, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen,

welches sich aufien oder auf einem Importkanal befindet, im néchsten

Zeitschritt auf einem speziellen Importkanal landet. Es gilt:

1
PKi = Kastchenanzahl auflen+import
1
A
_ 1
 feF-mg+K

Weiter sei Y; eine Zufallsvariable, die die Teilchenanzahl auf dem Import-

kanal i angibt (i = 1...K;).
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Daraus ergibt sich fiir die Summe der Zufallsvariablen:

K;
Y; = Anzahl an Teilchen, die sich auf einem Importkanal befinden
i=1
Da sich ein Teilchen entweder auf einem Importkanal befindet oder nicht,
handelt es sich hier fiir jeden einzelnen Importkanal um ein Bernoulli Ex-
periment. Die Wahrscheinlichkeit, dass k Teilchen auf dem Importkanal i

liegen, berechnet sich demnach durch:

X _
P(Y;=k) = (kl)'P]I%'(l—PKi)xl ¢

Im vorliegenden Modell kann maximal ein Teilchen pro Importkanal nach
innen geschleust werden. Daher wird folgende Hilfszufallsvariable betrach-
tet:

~ 1 fallsY; =0
_{ alls Y; (5)

Y0 fallsy;>0
das heifst:

l' =

7 { 1 falls sich kein Teilchen auf dem Importkanal i befindet
0 falls sich mindestens ein Teilchen auf dem Importkanal i befindet

(6)

Die Summe der modifizierten Zufallsvariable Zﬁl 171 gibt somit die An-

zahl der nicht besetzten Importkanéle an. Der Erwartungswert dieser Sum-

me beschreibt demnach die mittlere Anzahl der nicht besetzten Import-

kanile.

Es gilt:

=
=

K _ _
_ ;E Y| (@ E |V < oo¥i)

N
Il
—_

= Ki -E [Yz} (dﬂ YfB(Kl', pKi) Vl)
= K;-P(Y; =0) (nach Definition von )?i)
K

i (ng> PKz’O (1 - PK‘)Xl
~~

&.\/_J =1
=1

= Kl" (1—pKi)X1
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Die mittlere Anzahl der mindestens einfach besetzten Importkanile ergibt
sich nun aus der Differenz der Gesamtanzahl der Importkanéle und der
mittleren Anzahl der nicht besetzten Importkandle.

Kurz:

K;—E =K — K- (1—pg)"

K
)Y
i=1

Zusammengefasst lasst sich die Transportfunktion wie folgt angeben:

T: Rf —R{

1\"
X1 |—>K1—K1(1—Z) (7)

Da die Grofse des Feldes und somit auch die Anzahl der Importkanéle bei
dem oben ermittelten Term endlich sind, ist es sinnvoll, den Grenzwert
fiir A gegen co zu betrachten. Zur Grenzwertbetrachtung werden folgende

Grofien definiert:

e die Dichte oder Konzentration der Teilchen, die sich aufSerhalb der

Membran oder auf einem Importkanal befinden

Dy :— Teilchenanzahl auflen+import _ x
1 = Kastchenanzahl auBen+import — A

e der relative Anteil der Importkanile
Anzahl der Importkanile K;

P *= Kastchenanzahl aullen+import — A

Fiir die Transportfunktion Tj, fiir Konzentrationen gilt:

Tin(D1) := T(Xl) = %

= p-(1-aP) ®)

A
wobei a~! definiert ist als <1 — %) .
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Bei konstantem D; und p gilt fiir den Grenzwert:

1 A
I}iirgo (1 — Z) =e 1 also

Tu(D1) = lim T,,(Dy) =p- (1—¢ ™) 9)

Das heifst fiir A hinreichend grofs ldsst sich die Transportfunktion mit Glei-
chung (9) beschreiben.

4.2.4 Mathematische Herleitung von k1 aus der Gleichung H

Da nun eine mathematisch exakte Funktionsvorschrift fiir die Transport-
funktion bekannt ist, kann die Vermutung iiber die Bestimmung von k;
aus Kapitel herleitet werden:

T(x1) =K;- <1 — e_k1x1> (vgl. vermutete Funktionsvorschrift (T))
K.
. _ D1\ _ M, _ o kixg :
&P (1 e ) 1 (1 e ) (Einsetzen von (9))
<~
1
& k= Z (10)

4.3 Transportfunktion von innen nach aullen

Da der Transport der Teilchen von innen nach aufSen ganz analog verlauft,
wie der Transport der Teilchen von aufien nach innen und sich lediglich
die Anzahl der Kanile und die Anzahl der Kéastchen, auf die sich die Teil-

chen verteilen konnen, dndert, gilt fiir das Analogon aus (7):
. RT +
T_: Ry — R

1\
X r_>1<g—1<e-<1—f> (11)

wobei T_(x;) die Anzahl an Teilchen angibt, die sich im néchsten Zeit-
schritt aufserhalb der Membran befinden und x, die Anzahl der Teilchen,

die sich innerhalb der Membran oder auf einem Exportkanal befinden.
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Weiter bezeichne I = K;j,, + K, die Summe der Kastchenanzahl innerhalb
der Membran und der Exportkanile.
Fiir die Kastchenanzahl I gilt dabei: I = (mg — 2)% + K, (vgl. Abbildung

3).
Entsprechend gilt fiir die Transportfunktion T;,; fiir Konzentrationen ana-

log zu der Transportfunktion Tj, aus (8):

Dy +—p-(1-a)~ (12)

T
der Dichte oder Konzentration der Teilchen, die sich innerhalb der Mem-

I
mit dem relativen Anteil der Exportkanile p = %, 771 = (1 - %) und

bran oder auf einem Exportkanal befinden, D, = 2.

Da nachgewiesen werden kann, dass zwischen den Transportfunktionen
tiir die Teilchenanzahl und den Transportfunktionen fiir Konzentrationen
eine bijektive Abbildung existiert, erfolgen alle weiteren Uberlegungen le-
diglich an den in (8) und aufgestellten Gleichungen fiir Konzentratio-

nen.

§5 Gleichgewichtszustand

In diesem Kapitel werden zuerst Differenzengleichungen zur Beschrei-
bung der Konzentration der Teilchen, die sich aufserhalb der Membran
und auf den Importkandlen bzw. innerhalb der Membran und auf den
Exportkanilen befinden, aufgestellt. Anschlieflend werden diese Differen-
zengleichungen beziiglich Anndherung an ein Gleichgewicht, auf statio-
ndre Punkte und deren Stabilitdt untersucht. Dabei werden die Untersu-
chungen nur an der Differenzengleichung durchgefiihrt, die die Teilchen-
konzentration auflerhalb der Membran und auf Importkanélen beschreibt.
Da die Teilchenanzahl im System erhalten bleibt, sind die Differenzenglei-

chungen symmetrisch zueinander und die Untersuchungen fiir die Dif-
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ferenzengleichung, die die Teilchenkonzentration innerhalb und auf Ex-
portkandlen beschreibt, laufen ganz analog ab. Daher werden fiir diese
Gleichung nur die entsprechenden Ergebnisse festgehalten.

Die Zielgruppe des Kapitels sind in erster Linie Studenten. Vorausgesetzt
werden Ableitungsregeln, der Nullstellensatz, Logarithmus und e-Funktion,
Behandlung von Ungleichungen und Taylorentwicklung. Im Unterkapitel
werden notige Grundlagen zu diskreten dynamischen Systemen be-
schrieben. Bei entsprechenden Vorkenntnissen in dynamischen Systemen

kann dieses Kapitel ausgelassen werden.

Die Bezeichnungen aus vorangegangenen Kapiteln bleiben erhalten. Wei-

terhin werden folgende Vereinbarungen getroffen:
e D (t) beschreibt die Teilchenkonzentration aulerhalb der Membran
und auf den Importkanélen zum Zeitpunkt t

e D;(t) beschreibt die Teilchenkonzentration innerhalb der Membran

und auf den Exportkandlen zum Zeitpunkt t

e x1(t) beschreibt die Summe der Teilchenanzahl auierhalb der Mem-

bran und auf den Importkanédlen zum Zeitpunkt t

e x;(t) beschreibt die Summe der Teilchenanzahl innerhalb der Mem-

bran und auf den Exportkandlen zum Zeitpunkt t
e N bezeichnet die Teilchenanzahl im gesamten System

e Dy, = D1(0) und D,, = D,(0) bezeichnen die Startteilchenkonzen-

trationen (Anfangswert)
Es gilt:
e Da im System keine Teilchen verloren gehen, ist

N =x(t)+x(t) = A-Dy(t) + I Dy(t) vgl B2 und 3

= Di(t) = %Dz(t) bzw.
Dy (1) = N A PilD) (13)
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¢ Die Teilchenanzahl ist nie negativ, also
x1(t) > 0und x(t) >0 Vt € Ny
daraus ergibt sich fiir die Konzentrationen

D1(t) > 0und D,(t) >0 Vt € Ny (14)

e Falls keine Kanile vorhanden sind, das heifst falls sowohl K; als auch
K, gleich null sind, bleibt die Teilchenanzahl innerhalb und aufSer-
halb der Membran konstant. d.h. D;(t) = D;(t +1) Vt e Noi =1, 2.

Daher wird im Folgenden
K; > 0oder K, >0 (15)

gefordert.

e Fiir spétere Beweise sind folgende Abschdtzungen oft hilfreich:

In(a) =ln<<1—%)_A> =—A-ln(1—%> > 0 und

<0

—1-1n(1—1> >0 (16)
N———

._.
=}
—
Ny
N—
[l
—_
=}
VR
VR
—_
|
~| =
~
L
~_—
Il

I
<0
5.1 Grundlagen zu dynamischen Systemen

(5.1) Definition (Differenzengleichung)
Es sei UC R, nichtleer. Eine autonome Differenzengleichung erster Ord-

nung auf U ist von der Gestalt

D(t+1) = g(D(t)), (%)

50



Transport durch eine Membran §5 Gleichgewichtszustand

wobei g eine Abbildung von U nach R ist.

Eine Losung von () auf Ny ist eine Folge (y¢)¢cn, in U mit der Eigenschaft:

y(t+1) = gy() = & (wo)

fiir alle t € Ny o

(5.2) Definition (stationirer Punkt)

Gegeben sei die autonome Differenzengleichung
D(t+1)=g(D(t)), mitg:U — R.

Ein s € U heifst stationdrer Punkt der Differenzengleichung (oder auch von
g), falls g(s) = sf] o

(5.3) Definition ((in-)stabil, asymptotisch stabil)
1. Ein stationdrer Punkt s der Differenzengleichung D(t+1) = g(D(t))
heifdt stabil wenn gilt:
Fiir alle e > O existiertein & > 0so, dass fiiralle w € U mit ||w — s|| <
0 die Losung (y(t)) des Anfangswertproblems D(t+1) = g(D(t)), D(0)
= w, auf N existiert und weiter ||y(t) —s|| < € fiir alle t € INj.
Andernfalls heifdt der stationdre Punkt s instabil.

2. Ist der stationdre Punkt s stabil und gibt es aufierdem ein ¢ > 0
derart, dass fiir alle u € U mit ||u —s|| < ¢ die Losung (y(t)) zum
Anfangswert u sogar lim; .., y(t) = s erfiillt, so hei8t s asymptotisch
stabil [ o

Das folgende Lemma liefert ein hinreichendes Kriterium, um moglichst
schnell und einfach die asymptotische Stabilitét eines stationdren Punktes

zu untersuchen:

2Vgl. Walcher 2005 [5] S. 3
3vgl. Walcher 2005 [5] S. 7
“vgl. Walcher 2005 [5] S. 8
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(5.4) Lemma
Es sei D C R ein nichtleeres Intervall und g : D — R eine stetig differen-

zierbare Funktion (ggf. mit einseitigen Ableitungen an Randpunkten).

(a) Ist s ein innerer Punkt von D und stationér fiir die Differenzenglei-
chung D(t+1) = g(D(t)), so gilt:
Im Fall |¢'(s)| < 1 ist s asymptotisch stabil,
im Fall |g(s)| > 1ist s instabil.

(b) Ists Randpunkt von D und bildet g eine Umgebung von s in D wieder

nach D ab, so gelten die analogen Aussagen ﬂ o

5.2 Anndherung an einen Gleichgewichtszustand

Zunichst wird die Teilchenkonzentration aufSerhalb der Membran und auf
den Importkanédlen zum Zeitpunkt t+1 betrachtet. Dieser Wert ergibt sich
aus der Konzentration der Teilchen, die bereits zum Zeitpunkt t aufien
oder auf Importkandlen waren, abziiglich der Konzentration der Teilchen,
die nach innen transportiert wurde und zuziiglich der Konzentration der
Teilchen, die von innen nach aufien transportiert wurde.

Die Konzentration der Teilchen, die von aufien nach innen transportiert
werden, entspricht genau der Transportfunktion Tj, (D) aus (8). Die Trans-
portfunktion T,,:(D;) aus , die die Konzentration der Teilchen, die
nach auflen transportiert werden, beschreibt, muss noch modifiziert wer-
den:

Die Transportfunktion Ty, (D;) beschreibt die Konzentrationsabnahme in-
nerhalb und auf den Exportkanilen und nicht die hier benétigte Konzen-
trationszunahme auflerhalb und auf den Importkanélen. Durch Multipli-
zieren mit der Summe der Kastchenanzahl innerhalb der Membran und
der Exportkanéle erhdlt man die Abnahme der Teilchenanzahl innerhalb

der Membran und auf den Exportkanélen. Das sind genau die Teilchen,

Svgl. Walcher 2005 [5] S. 9
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die aufien mit hinzukommen. Kurz:

I-Tou(Dy) = Teilchenabnahme innen+export

= Teilchenzunahme auflen+import

Durch Division durch die Summe der Kastchenanzahl aufierhalb der Mem-
bran und der Importkanile erhélt man eine Funktion zur Beschreibung der

Konzentration der Teilchen, die aufSen hinzukommen.

Insgesamt ergibt sich folgende Differenzengleichung zur Beschreibung der
Teilchenkonzentrationen auflerhalb der Membran und auf den Import-

kanilen:

Di(t+1) = Di(t) — Tu(D1(1)) + 1 - Tour(Da(t) 17)

mit
T,(Di(t)) = p.(1—a*D1<f>) (nach )und (18)
Tut(Da(t)) = - (1-7220)  (nach (12)) (19)

Durch Einsetzen von T;;, und Ty, und nach Gleichung erhalt man fur

die Differenzengleichung;:

I N-A-Dy (1)

Di(t+1) = Dl(t)—p-(1—aD1<f>)+z-p-<1—a r )(20)

Analog erhidlt man eine Differenzengleichung zur Beschreibung der Teil-
chenkonzentrationen innerhalb der Membran und auf den Exportkana-

len:

Dy(t+1) = Dz(t)—Tout(Dz(t))-i—?-Tm(Dl(t)) 1)

= Dy(t)—p- (1 —a*Dz(t)) + ? 0 (1 _ ”N_I?l%(t))(zz)
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Abbildung 24| stellt den Verlauf der aufgestellten Differenzengleichungen
im Vergleich zu den Graphen aus dem Langzeittool dar. Da das Tool le-
diglich die Graphen fiir die Teilchenanzahl und nicht fiir die Teilchenkon-
zentration aufzeichnet, wurden hier die Werte der Differenzengleichungen
mit Hilfe der nicht konzentrierten Version berechnet, das heifst statt T;,
und Ty in die Gleichungen und einzusetzen, wurden die Funk-
tionen, die die Teilchenanzahl beschreiben aus (7) und eingesetzt und

der Modifizierungsfaktor % bzw. % weggelassen.

160

140 —

120 £

——innen+export (Tool)
100

\ ——aulen+import (Tool)
80 :
——innen+expornt
\ (Differenzengleichung)
60 .
aulen+import
(Differenzengleichung)

Teilchenanzahl

40

20

0 10 20 30 40 50 60
Zeitschritte

Abbildung 24: Vergleich der Graphen aus dem Tool mit der Differenzen-
gleichung: mg=10, K;=12, K,=15
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5.2.1 Eine Differenzengleichung fiir D; und D,

In diesem Unterkapitel wird die vollstandige Beschreibung von Funktio-

nen
g1: D —1R
Dy +—— g1(D1) mit D1(t+1) = g1(D1(t)) und
p»: D —1R
Dy +—— go(Dy) mit Dy(t+1) = g2(Da(t))
gesucht.

Bestimmung des Definitions- und Wertebereichs
Es gilt:

A-Di(t+1)+1-Dy(t+1) = A-Di(t) — A- Ty, (D1 (1)) —l—A-%-Tout(Dz(t)) +

I-Dy(t) — I+ Tout(Da(t)) +1- ? Ty (Ds (1))

(nach Gleichung und (21))
= Dy(t) + Da(t)

= D1(0) + D2(0)
= Dy, + Dy

fiir alle t € IN|,.

Daraus ergibt sich fiir D1 (t) bzw. Dy (t + 1) durch Aquivalenzumformun-

gen:

_ N—-A-Di(t)

- I

 N-—A-Di(t+1)

B I

Da nach Dy(t) > 0und Dy(t+ 1) > 0ist, gilt:
N—A~D1(t) N—A~D1(t+1)

I

N N

Dy(t) bzw.

Dy(t+1)

> 0und >0

I
& Di(t) <
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Insgesamt folgt mit und (23):

0 < Di(t), Di(t+1) <

|z

(24)

Somit gilt fiir den Definitions- und Wertebereich von g:

Durch analoge Rechnung erhilt man fiir den Definitions- und Wertebe-

reich von g»:

g1 D —D

—D

. (),
D, ,_>D2_p.<1_a—Dz>+?.p.(1_a1D2At N) 25)

C

82¢

5.2.2 Existenz von stationdren Punkten

Beziiglich der Differenzengleichungen zur Beschreibung der Teilchenan-
zahl, gibt ein stationdrer Punkt die Teilchenanzahl an, die vom Zeitpunkt
0 an konstant bleibt. Wird also im Langzeittool ein stationdrer Punkt als
Startteilchenanzahl innerhalb und aufSerhalb der Membran angegeben, so
ist der Verlauf der entsprechenden Graphen eine konstante Gerade. Ab-
bildung 25| zeigt eine solche Gerade. Es ist zu erkennen, dass diese einige
,Wackler” enthilt. Dies ist darauf zurtickzufiihren, dass es sich bei den
Werten aus dem Langzeittool um Mittelwerte aus mehreren Simulationen

handelt ohne Berticksichtigung der Varianz.
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Teilchenanzahl

100 A

5 4

50

P O B B I S S O S O R R OO O O O R B B O B B O

25

Abbildung 25: Graphen aus Langzeittool: mg=10, K;=14, K,=12, Startteil-

chenanzahl = stationdrer Punkt

Bei den Differenzengleichungen (20) und beschreibt ein stationdrer

Punkt die Teilchenkonzentration, die vom Zeitpunkt 0 an konstant bleibt.

(5.5) Satz

Es existiert jeweils genau ein stationdrer Punkt von g1 und g». o

Beweis: Seien s1 und s; stationdre Punkte der Differenzengleichungen
und (22), so gilt nach Definition (5.2):
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Fiir den Nachweis der Existenz genau eines stationdren Punktes definiere

man folgende Hilfsabbildung;:

§1I D —1R

I A-D;—N

Um nachzuweisen, dass g1 genau einen stationdren Punkt hat, reicht es zu
zeigen, dass g1 genau eine Nullstelle hat.

g1 ist eine Komposition von auf D stetigen Funktionen und somit ebenfalls

auf D stetig.
Es gilt:
~ I _ __N
La©)= 5 7 (1-a%) >0
L YT ———
>0 =120 >0
~ _N
28 (M) =-_p -(1-a7%) <0
~
=220 >0

Nach dem Zwischenwertsatz folgt, dass g1 mindestens eine Nullstelle hat
und somit folgt auch, dass g; mindestens einen stationdren Punkt s; aus D
hat.
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Es bleibt zu zeigen, dass g1 genau eine Nullstelle hat und somit g; genau
einen stationdren Punkt. Dies wird mit Hilfe der Monotonie von g; gezeigt:

Fiir die Ableitung von g7 gilt:

I I __ap-n\’
U — _ D1y - . 5__ .53
81(D1) < ptpa Ttk p— epa )

D+ — /
_ . —DqIn(a) /_ l LA (AD} N)'ln(ﬁ)
o (e ) - a7 (e
b . _AD-N
= —p-In(a)-a”' —p-In(@)-a 7
>0 bzw. >0 >0 bzw. >0nach
<0

fiir alle D7 aus D.
Somit ist g7 streng monoton fallend fiir alle D; aus D und s; ist die einzige

Nullstelle von g;. Folglich ist s der einzige stationdre Punkt von g; auf D.

Ganz analog kann nachgewiesen werden, dass s, der einzige stationdre
Punkt von g, auf D ist.
O

In den meisten Féllen stellt sich ein Gleichgewicht erst mit der Zeit ein.
Deshalb interessieren nun Losungen, die sich nach und nach einem sta-
tiondren Punkt anndhern. Mit Lemma (5.4) ldsst sich die asymptotische

Stabilitédt der stationdren Punkte leicht tiberpriifen.

5.2.3 Asymptotische Stabilitit

(5.6) Satz
(@) Der stationdre Punkt s; (bzw. sp) ist asymptotisch stabil fiir hinrei-

chend grofies A und L

(b) Der stationdre Punkt s; (bzw. sp) ist asymptotisch stabil fiir p, p <
und A1 > 2.

O WwIN
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Beweis: (a) Damit Lemma (5.4) angewendet werden kann, wird zuerst die

erste Ableitung von g; gebildet:

I _ AD|—N

I /
! — _ D14 = . 5_ .
81(D1) (D1 ptpa Ttk S p o epa )

D . _AD-N

= 1—p-In(a)-a "' —p-In(@)-a 1 (26)
Um die asymptotische Stabilitdt nachzuweisen, reicht es zu zeigen, dass
die erste Ableitung von g; an der Stelle D; = s; vom Betrag her echt klei-
ner eins ist. Da s; nur implizit angegeben werden kann, wird gezeigt, dass

1g1(s1)| < 1 fiir alle Dy aus D.

e Fall1: ¢/ (D;) >0
Gezeigt wird: g1(D1) —1 <0 VD; € D

Dazu:

g1(D1) —1<0

b A-D{-N
& —p-In(a)-a=' —p-In(@)-a 1T <0
. A. —
& - % ‘In(a) -a P1 - % n(@) @ T <0 (wahi)

Da entweder K; oder K, echt grofier 0 ist nach Forderung (15), ist auch
entweder % oder % echt grofier 0. Weiterhin sind nach 1) sowohl
In(a) und In(@) als auch =P und 7 echt groBer null. Insgesamt
folgt, dass (*1) und (*2) groer gleich 0 sind und dass entweder (x1)
oder (*2) echt groBer 0 ist und somit ist die Ungleichung erfiillt.

e Fall 2: ¢g1(Dg) <0
Gezeigt wird: —g}(D1) =1 <0

Dazu:
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Es gilt:

(@) K, (D1) = p-In(a)- (eDrln(a))’ = —p-(In(a)?-aPr < 0
VD; € D.
Also ist hj streng monoton fallend und nimmt das Maximum an
der Stelle D1 =0 an.

s / — A —\\ 2 _M
(i) hy(Dy) =---=p-4-(In(@)"-a— 17 >0VD; €D.
Also ist hy streng monoton steigend und nimmt das Maximum

an der Stelle D = % an.

Aus (i) und (ii) folgt fiir das Maximum von h:

max(h) < max(hy) + max(hy) — 2

= I (0)+hy (%) -2
= p-In(a) +p-In(a) —2 (27)

tir hinreichend grofies A und I gilt:

1 _A
1 —I
a = (1 — T) —e (28)

somit kann der Term aus fiir hinreichend grofles A und I ge-

schrieben werden als:

M~ =
<1 <1
< 1+1-2

(b) Bis zur Ungleichung unterscheidet sich der Beweis zum Teil (b)

nicht.
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Eine Moglichkeit, die Ungleichung aus abzuschitzen ohne Grenzwert-
betrachtung ist folgende:
Es wird angenommen, dass

K.

und p:Tg

_O
I
| 2
IN
Wi
WIN

sind.

Biologisch bedeutet dies, dass der Bereich aufierhalb/innerhalb der Mem-
bran zusammen mit den Importkandlen/Exportkandlen zu den Import-
kanédlen/Exportkandlen im Verhéltnis 3 zu 2 steht. Hat man zum Beispiel
10 Importkanile, so sollte die Kédstchenanzahl aufserhalb der Membran

. 2 _ 10 10 K; ;
mindestens 6 betragen, da 5= 5110 > 6110 = Ko 7K Da die Membran

im Verhéltnis zur gesamten Zelle sehr klein ist, und somit die Anzahl der
Kanadle viel kleiner ist als die Anzahl der Késtchen zur Beschreibung des
Auflenbereichs, ist dies eine realistische Abschdtzung.

Weiterhin wird angenommen, dass A und I > 2 sind. Auch dies ist eine
biologisch realistische Abschédtzung.

Analog zum Beweis, dass (1 + %)n streng monoton steigend istﬂ kann
nachgewiesen werden, dass a und a streng monoton fallend sind. Somit
gilt:

1\ 4 1\ !
a:(l—z) §4fi’1rA22undE:(1—T> <4firl > 2.

Daraus folgt fiir den Logarithmus von 2 und a:

In(a) <1,5= gund In(a) <1,5= g (29)

Insgesamt folgt fiir die Gleichung (27):

p-In(a)+p-In(a) —2
_23. 23
32 32
=0

bvgl. Jongen und Schmidt 1998 [4] S. 110 Teil I
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Also kann die asymptotische Stabilitdt des stationdren Punktes sy auch oh-
ne Grenzwertbetrachtung nachgewiesen werden mit den Einschrankun-

gen, dass A und I > 2 und p und p < % gefordert wird.

Analog kann die asymptotische Stabilitdt des stationdren Punktes s, der

Differenzengleichung zu g, gezeigt werden. Il

5.2.4 Monotonieverhalten der Differenzengleichung

(5.7) Satz
(@) g1 (bzw. ) ist streng monoton steigend fiir A und I hinreichend grofs
und p, p < %

(b) g1 (bzw. g7) ist streng monoton steigend fiir p, p < % und AI>2. o

Beweis: In (a) und (b) ist fiir den jeweiligen Wertebereich von p, p, A und I

zu zeigen, dass g7 (D;) > O fiir alle D; aus D.
(a)

A-D;—-N

gi(D1) = 1—p-In(a)-a ' —p-In(@)-a 1

~ ~~

=h1(D1) =hy(D1)

Wie bereits auf Seite(61|gezeigt, ist h streng monoton fallend und h; streng

monoton steigend. Somit kann g7 (D;) abgeschétzt werden mit

¢1 (D7) > 1—max(hy(D;)) — max(hy(D3))

- 1ono-n ()
—p

= 1—p-In(a In(7) (30)

Furp<(5< undp<5< gilt:
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Nach existiert ein Ay und ein Iy, sodass fiir alle A > A( und fiir alle
I > Iy gilt, dass 6 - In(a) < J und 6 - In(7) < 1. Somit ist

1—¢-In(a) — ¢ -In(a)

1

> 1--—-=0

E
2 2
Biologisch gesehen ist dies immer noch eine realistische Bedingung fiir p
und p, da die Anzahl der Exportkanale bzw. der Importkanéle wesentlich
kleiner ist als der Bereich innerhalb bzw. aufierhalb der Membran. Beziig-
lich des Beispiels von oben heifst dies, dass bei 10 Importkandlen nun min-

destens 11 Kéastchen aufierhalb der Membran vorhanden sein sollten, da
1 10 10 K;

3 = 10410 ~ TI+10 = KouFK*

(b) Bis zur Ungleichung unterscheidet sich der Beweis zum Teil (b)
nicht.

Eine alternative Moglichkeit die Ungleichung abzuschiétzen ohne den
Ubergang zum Grenzwert ist folgende:

Es wird angenommen, dass

Ki 1 K
p =—<- und ;_):Te

<
A3 -

Q| =

sind. Auch diese Abschétzung ist biologisch noch vertretbar. Beziiglich des
Beispiels, bendtigt man nun 20 Késtchen aufserhalb der Membran bei 10
Importkanalen. Weiterhin gilt fiir A und I grofier 2 (vgl (29)):

In(a) <1,5= gund In(a) <1,5= §

2
Insgesamt folgt:
1—p-In(a) —p-In(a)
13 13
> 1=3573370
Also ist g1 streng monoton steigend. O
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5.3 Lineare Naherung der Differenzengleichungen

In diesem Unterkapitel soll die Differenzengleichung zu g; durch lineare
Néaherung mittels Taylorentwicklung approximiert werden. Auf analoge
Untersuchungen fiir die Differenzengleichung g, wird hier verzichtet.

Fiir kleine Werte von D, gilt:

g1(D1) ~ 81(0) +g1(0) - Dy
= (1—p-ln(a)—ﬁ-ln(ﬁ)-ﬁ*¥> Dl—i—%-(ﬁ—(ﬁy)
= glupp(Dl) (31)

5.3.1 Stationare Punkte

Fir den stationdren Punkt s;,, der approximierten Differenzengleichung

aus gilt nach Definition (5.2):
8lapp (Slﬂpp) = Slapy
N I (. ___N
& (1—p-ln(a)—p-ln(a) - a I)slappjtz- (p—pa 1) = S1,,
. I (. ___ N
& (—p-ln(a) —0-In(@)-a I>S1ﬂpp+z~ (p—pa I) =0
_ N
bo(p-pa?)

32
p-In(a)+p-In(a)-a 2

~ Slapp =

N
T

Der stationdre Punkt kann also nun explizit angegeben werden. Daher
sind Existenz- und Eindeutigkeitsnachweise, wie sie in der nicht appro-

ximierten Version durchgefiihrt wurden, tiberfliissig.

5.3.2 Asymptotische Stabilitat

(5.8) Satz
Der stationdre Punkt s, ist asymptotisch stabil fiir hinreichend grofies A

und L. o
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Beweis: Wie schon im Kapitel wird zur Untersuchung der Stabilitit
des stationdren Punktes Lemma (5.4) verwendet. Fiir die erste Ableitung

von g1, (D1) gilt:

81ay, (D1) = (@—w-MW)—pdmm.a?)Dr+%‘@;pﬁy>y
= 1—p-ln(a)—‘5.1n(ﬁ).ﬁ—¥

Nach Lemma (5.4) ist 5, genau dann asymptotisch stabil, wenn der Be-
trag der ersten Ableitung von gy,,, an der Stelle D; = sy, echt kleiner
eins ist.

<1

Das heifdt zu zeigen bleibt:

giapp (SLW)

N
’giﬂpp(slapp) = ‘1—p.ln(a)—p.ln(a).a T (33)
— ‘1—,0—5-5_¥ fir A, I — oo (vgl.(28))
< 1-1-1-1=1
[

(5.9) Bemerkung

Wie bereits beim Nachweis der asymptotischen Stabilitit aus Kapitel|5.2.3

kann die Ungleichung auch ohne Ubergang zum Grenzwert abge-
schitzt werden mit der Forderung, dass p und p echt kleiner % sind. Das
heifit die Aussage des Satzes bleibt erhalten, wenn A,I > 2 und p,p < %
gefordert wird. o

5.4 Zusammenhang: stationdrer Punkt vs. Kanalanzahl

In diesem Unterkapitel wird untersucht, ob bei Kenntnis des stationdren
Punktes s;,,, der approximierten Differenzengleichung eine Aussage tiber

die Anzahl der Exportkanile getroffen werden kann.

Nach gilt ftir sy, :
7
a

Slapp =
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$1,,, ist also von der Form:

m-p
r-p+c

mit m := & (1 - ﬁ_¥), r := In(a) a1 und ¢ = p - In(a). Fiir weitere Un-
tersuchungen wird der stationdre Punkt als Funktion in Abhdngigkeit von
p aufgefasst. Alle anderen Parameter werden konstant gehalten. Fiir die

Ableitung von s, (0) gilt:
) m-c _
S1app (P) = ToreR >0 Yp

Also ist s1,,,(p) streng monoton steigend. Das bedeutet, dass je grofer p
wird, desto grofer ist der stationdre Punkt s;. Dabei gilt, dass je grofier

0= < nKJﬁ T ist, desto grofler ist auch die Anzahl der Exportkanile K., da

die Késtchenanzahl K;, innerhalb der Membran konstant gehalten wird.
Beziiglich des biologischen Prozesses kann man schliefien, dass je mehr
Extrakanéle vorhanden sind, desto grofSer ist der stationdre Punkt s;.

Weiterhin folgt aus der Mon(itonie vonsy,, (), dass s1,,,(0) umkehrbar ist
Py
s1, 1;; (p) kann explizit berechnet werden. Man erhalt:

und die Umkehrfunktion s (o) ebenfalls streng monoton steigend is

Slapp - C
m — Slapp -7

51, (P) = p(s1,,,) =

Daraus kann man schlieflen, dass je grofier der stationdre Punkt ist, desto

grofier ist p, also desto mehr Exportkandle sind vorhanden.

g6 Fazit

In dieser Arbeit wurde ein biologischer Prozess, ndmlich der Transport
durch eine Membran, mittels eines Modells dargestellt. Besonders in der

Schule bekommt die Modellierung einen immer hoheren Stellenwert. In

7vgl. Jongen und Schmidt 1998 [4] S. 228 Teil I

67



Transport durch eine Membran §6 Fazit

Nordrhein-Westfalen ist der Modellierungsprozess in der Sekundarstufe II
eine ,,zentrale Idee”. Weiterhin wird das Modellieren in der Sekundarstufe
I als eine von vier , prozessbezogenen Kompetenzen” genanniﬂ Allerdings
gibt es bisher nur wenig Material zum Thema Modellieren, in dem der
Sinn des Modellierens fiir Schiiler deutlich wird und welches in der Reali-
tdat auch einen Nutzen aufweist. Die Arbeit stellt ein Material dar, welches
den ,Weg von der Beobachtung der Realitdt bis zum fertigen Modell fiir
Schiiler und Studenten‘ﬂ naher bringen soll.

In der Sekundarstufe I liegen die Schwerpunkte zum einen auf dem Ver-
such, ,ein vorgegebenes Modell mit einer realen Situation zu vergleichen”.
Zum anderen soll ,das Modell auf elementarer Ebene angewendet und
der grundlegende Mechanismus verstanden Werden”m Meiner Meinung
nach eignet sich das hier vorgestellte Modell dafiir, den Schiilern der Se-
kundarstufe I mit Hilfe des Basistools den Algorithmus nidher zu bringen
und mit ihnen die Unterschiede zwischen dem Modell und der realen Si-
tuation herauszuarbeiten. Die mathematische Analyse kann dann in der
Sekundarstufe II erfolgen. Vor allem die Aufstellung der Transportfunkti-
on mit Hilfe der Analysis (vgl. Kapitel [#.2.1), sowie die Vermutungen iiber
die Konstante k; (vgl. Kapitel ist angemessen fiir Schiiler der Sekun-
darstufe II. Da die Stochastik in der Schule eine immer grofiere Rolle spielt,
ist in einem Mathematik LK auch die Bestimmung der Transportfunktion
mit stochastischen Argumenten (vgl. Kapitel denkbar.

Die Aufstellung und Analyse der Differenzengleichung mit anschliefen-
der Approximation aus Kapitel §]ist in erster Linie fiir Studenten mit Grund-
lagenkenntnissen im Bereich Analysis angemessen.

Um den natiirlichen Prozess ,behandeln” zu konnen, muss der Prozess
auf wesentliche Aspekte reduziert werden. Dabei wird der Prozess immer
einfacher darzustellen, je mehr Details ausgeblendet werden. Allerdings

bedeutet das auch, dass die Aussagekraft der ermittelten Ergebnisse auf

8vgl. Gotzen 2006 [1], S.2
9vgl. Gotzen 2006 [1], S.2
10y¢l. Gotzen 2006 [1], S.58
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den Prozess geringer wird, je hoher der Grad an Reduktion ist.

Unabhiéngig davon, auf welcher Ebene der Modellierungsprozess vermit-
telt wird, sollte daher stets kritisch hinterfragt werden, in wie weit das
Modell die Realitdt widerspiegelt und ob mit den ermittelten Ergebnissen

ein Riickschluss auf den natiirlichen Prozess moglich ist.
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§ A Anleitung zum Programmaufruf

Die beigefiigte CD-Rom beinhaltet sowohl die Java-Programme als auch
die html-Dateien zur Ausfiihrung der in Kapitel 3{ beschriebenen Simula-

tionstools.

e Um die Java Applets zu starten muss die jeweilige html-Datei aufge-

rufen werden. Dazu wird die Javaversion 1.6 benétigt.

e Um die Java Programme (evtl. mit einer fritheren Javaversion) zu

kompilieren, miissen diese zuerst auf den Rechner geladen werden.
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Abkiirzungsverzeichnis

a = (1 — %)A
1

ahi=(1- I>I

A = Koyt + K;= Kastchenanzahl auflen+import

D;= Teilchenkonzentration aufien+import

D, = Teilchenkonzentration innen+export

D, (t)= Teilchenkonzentration auflen+import zum Zeitpunkt t
D, (t)= Teilchenkonzentration innen+export zum Zeitpunkt t
fg= Feldgrofse in Kastchen

I := Kj, + K.= Kastchenanzahl innen+export

K.=Anzahl Exportkanile

K;= Anzahl Importkanile

K;,= Kastchenanzahl aufSen

Ko+ = Kastchenanzahl innen

mg= Membrangrofie in Késtchen

N=Teilchenanzahl im gesamten System

o=

o=

sim = Anzahl Simulationen

~ |

T(x1)= Transportfunktion fiir Teilchenanzahl nach innen

T_ (x2)= Transportfunktion fiir Teilchenanzahl nach aufSen
T;(D1)= Transportfunktion fiir Teilchenkonzentration nach innen
Tout (D2)= Transportfunktion fiir Teilchenkonzentration nach auflen
x1(t)= Teilchenanzahl aulen+import zum Zeitpunkt t

x(t)= Teilchenanzahl innen+export zum Zeitpunkt t
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