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Vorwort

Dieses Skriptum wurde tiber mehrere Jahre als Grundlage der am Lehrstuhl A fiir Mathema-
tik der RWTH Aachen abgehaltenen Einfiihrungsvorlesungen zu Gewohnlichen Differential-
gleichungen verwendet. Es fiihrt in die Theorie und Anwendungen gewohnlicher Differenti-
algleichungen ein, vor allem fiir die Zielgruppe der Studierenden des Bachelorstudiengangs
Mathematik. Vorausgesetzt werden Kenntnisse aus den Grundveranstaltungen zur Analysis
und Linearen Algebra. Obwohl die Vorlesung ,,Gewohnliche Differentialgleichungen” inzwi-
schen nicht mehr vom Lehrstuhl A angeboten wird, scheint nach wie vor Interesse am Skript
zu bestehen. Deshalb wird es online frei zuganglich gemacht. Gegeniiber der letzten Aufla-
ge wurden einige kosmetische Anderungen vorgenommen, das Literaturverzeichnis wurde
aktualisiert, am Schluss jedes Kapitels wurden weiterfiihrende Hinweise eingefiigt, und der
Anhang wurde um einen neuen Teil D erweitert.

Ein wesentliches Ziel des Skriptums ist es, Leserinnen und Lesern mathematische Werkzeu-
ge zur Verfiigung zu stellen, mit denen sie konkret vorgelegte Gleichungen oder Klassen von
Gleichungen untersuchen konnen. Aus diesem Grund werden auch einige Anwendungsbei-
spiele ausfiihrlich vorgestellt. Die Verwendung von Softwarepaketen zur symbolischen oder
numerischen expliziten Bestimmung von Losungen, oder zur Visualisierung, wird in diesem
Text nicht thematisiert; es sei aber betont, dass solche Werkzeuge im praktischen Umgang mit
Differentialgleichungen sehr wichtig sind. (An der RWTH sind Lehrveranstaltungen zur nu-
merischen Behandlung von Differentialgleichungen Bestandteil des Kanons.) Es sollte auch
nicht tiberraschen, dass in diesem vergleichsweise kurzen Skript Einiges nur angerissen wird,
und einige Themen (z.B. Stichwort Chaos) gar nicht vorkommen. Die weiterfithrende Litera-
tur im Anhang C ergibt ein vollstdndigeres Bild.

Frau Barbara Giese hat die TEX-Vorlage (inclusive aller Abbildungen) fiir alle Vorgangerver-
sionen des Skripts und auch fiir den vorliegenden Text in gewohnt erstklassiger Qualitat
erstellt.

Aachen, im Oktober 2019 A. KRIEG und S. WALCHER



I. Grundlagen

§1. Anwendungsbereiche und Beispiele

Differentialgleichungen sind von Interesse, weil sie in vielen Wissenschaftsdisziplinen und
Praxisfeldern auf nattirliche Weise bei der mathematischen Formulierung und Losung von
Problemen auftreten.

Informell gesagt, setzt eine gewohnliche Differentialgleichung die Ableitungen einer Funkti-
on (einer rellen Variablen) zur Funktion selbst in Beziehung. Weil die Ableitung einer zeitlich
verdanderlichen Grofle sich als momentane Anderungsrate (“Geschwindigkeit”) interpretie-
ren lasst, fithren also solche Systeme zu Differentialgleichungen, deren Anderungsrate vom
momentanen Zustand bestimmt ist. Betrachten wir einige Beispiele:

A. Ausspiilen einer Verunreinigung aus einem Gefaf3

In einem Gefdf ist eine (verunreinigende) Substanz in Wasser gelost, wobei die Konzentrati-
on durch ein Rithrwerk konstant gehalten wird.

Abfluss

Durch Pumpen wird nun einerseits Mi-
schung abgefiihrt, andererseits reines
Wasser zugefiihrt, wie in der schema-
tischen Skizze dargestellt. Zusétzlich | .
nehmen wir an, dass Zufuhr und Ab- Rahrwerk
fuhr mit der gleichen konstanten Rate
erfolgen; das Gesamtvolumen im Ge- <<<<>©>>
fafs bleibt also konstant.

Zufluss

Zur Beschreibung brauchen wir einige Grofsen:

Sei V das Volumen des Gemisches im Gefifs, m die Masse der Substanz im Gemisch (dies
ist eine zeitabhéngige Grofle) und ¢ = §; ihre Konzentration. Schliefilich nennen wir v (mit
Dimension Volumen/Zeit) das pro Zeiteinheit zu- bzw. abgefiihrte Volumen von Wasser bzw.
Gemisch (anders gesagt: die Geschwindigkeit der Pumpen).

Das System ist (dank Homogenitét) durch die Masse m komplett charakterisiert, wir wollen
nun eine Gleichung fiir seine zeitliche Entwicklung herleiten:

Die Masse der Substanz wird mit momentaner Anderungsrate

v-c(t):v-@
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zum Zeitpunkt ¢ abgefiihrt. Also hat man die Bilanzgleichung

t+At

m(t+At) - m(t) = f -%m(s)ds,
t

denn Integration der Anderungsrate ergibt die Massendifferenz zwischen zwei Zeitpunkten.

Wir nehmen an, dass m(t) zumindest stetig ist (dies liegt aus physikalischen Erwagungen
nahe). Dann hat man mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

t+At
i(m(tJrAt) —m(t)) = -% - i / m(s)ds = —% m(7)
t

fiir ein geeignetes T zwischen t und ¢ + At.
Fiir At — 0 gilt T — t, also ist m in t differenzierbar mit

ria(t) :-%m(t).

Es ist klar, wie sich Varianten behandeln lassen. So kann man z. B. annehmen, dass die Sub-
stanz auch zugefiihrt wird; dies ergibt mit entsprechender Betrachtung der Massenbilanz
eine dhnliche Gleichung.

Anmerkung: In vielen Biichern findet man Herleitungen etwa folgender Art: “ In einem klei-
nen Zeitintervall zwischen t und t + dt ist die Konzentration praktisch gleich c(t), also die
abgefiihrte Masse gleich dm = v-c(t) dt = @ -vdt, und Dividieren durch dt liefert die Diffe-
rentialgleichung”. Dies ist zweifellos weniger umstédndlich als die Argumentation oben, und
als Daumenregel auch niitzlich, aber doch ziemlich verwaschen. (Von der Tatsache, dass ﬂé—T
eben kein Quotient von Zahlen ist, sehen wir mal ab ...). Dieses Beispiel illustriert, dass auch

die Herleitung von Gleichungen eine mathematische Aufgabe sein kann.

B. NEWTONsche Mechanik: Freier Fall

Das Zweite NEWTONsche Gesetz der Mechanik
,Kraft = Masse x Beschleunigung”

fiihrt auf viele wichtige Differentialgleichungen.

Betrachten wir ein einfaches Beispiel: y
Eine Masse m fillt im homogenen Gravitationsfeld der Erde
(Kraft m - ¢ nach unten gerichtet; dabei ist ¢ ~ 9,81 3 die Erd-
beschleunigung).

Wie in der Skizze bezeichne y(t) die momentane Hohe der Mas-
se tiber dem Erdboden. Dann ist die Zeitableitung (t) die mo-
mentane Geschwindigkeit und die zweite Zeitableitung ij(t) die
momentane Beschleunigung. Nach Newton gilt

m-ij=-m-g,

also jj = -g. /x’“
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Diese einfache Gleichung ldsst sich bekanntlich mit Integralrechnung l6sen: Man erhalt

1
y(t) :—Eg-t2+c1-t+cz

mit geeigneten Konstanten cy,c2, welche durch die Anfangsgeschwindigkeit und die An-
fangshohe bestimmt sind.

Weniger einfach wird es mit Luftwiderstand. Nimmt man den so genannten STOKESschen
Widerstand an, so ist die Widerstandskraft proportional zur Geschwindigkeit und der Bewe-
gungsrichtung entgegengesetzt, also erhélt man die Gleichung

m-j=-k-y-m-g

wobei k eine positive Konstante ist. Hier kommt man mit Integralrechnung allein nicht weiter,
jedenfalls nicht direkt.

In manchen Fillen (etwa bei einem Fallschirmspringer mit offenem Schirm) ist die Annahme
realistischer, dass die Widerstandskraft proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit ist
(sog. NEWTONscher Widerstand); hier hat man die Gleichung

mej=k*- (%) -m-g
mit einer positiven Konstanten k* (falls y < 0).

Das Losen solcher Gleichungen wird bald kein Problem mehr sein.

C. NEWTONsche Mechanik: Massenpunkte mit Gravitationswechselwirkung

Gegeben sind (im ,leeren Raum” R?) N Punktmassen mit Massen 11, . .., my und momenta-
nen Positionen x;(t),...,xn(t). (Beachte x;(t) € R fiir alle i.) Nach dem Gravitationsgesetz
ist die Kraft, welche die Punktmasse mit Nummer j auf die Punktmasse Nummer i austibt,
gleich

’yml-m]-
Fij= ———=(x; - x;).
SN ETEE
Dabei ist 7y eine positive Konstante, die sog. Gravitationskonstante; und | - | die euklidische

Norm. Weil sich die Kréfte addieren, liefert das Zweite NEWTONsche Gesetz das System

N ‘
., ym; .
X=) ——(x;—x; 1<ig<N
l ; ||x]'—xiH3( jma), 1sis
j#i

fiir insgesamt 3N unbekannte Funktionen.

Fir N > 2 ist an eine Losung (mit Hilfe uns bekannter Funktionen) nicht mehr zu denken.
Aber es gibt theoretische Resultate und Hilfsmittel, die Aussagen tiber Eigenschaften von
Losungen ermdglichen, ohne die Losungen explizit zu kennen.

Zahlreiche weitere Beispiele werden in den folgenden Abschnitten behandelt.
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§2. Begriffe und Definitionen

Zunichst muss festgehalten werden, worum es gehen soll.

(2.1) Definition. a) Sei G c RxRund f : G - R, (x,y) » f(x,y), eine stetige Funktion.
Dann nennt man

¥ =f(xy)

eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Unter einer Losung dieser Differential-
gleichung versteht man jede auf einem nicht entarteten Intervall I c R definierte Funktion
¢ : I - R mit den Eigenschaften:

(i) g ist differenzierbar.
(i) graph¢ ={(x, ¢(x)); xel}cG.
(iii) ¢'(x) = f(x, ¢(x)) fir alle x € I.

Unter einer Losung des Anfangswertproblems
V' =fxy), ya)=b

versteht man eine Losung ¢ : I - R der Differentialgleichung mit der Eigenschaft a € I und
¢(a) =b.
b)Sei GcRxR"und f: G - R", (x,y) = f(x,y), eine stetige Funktion. Dann nennt man

¥ = f(xy)

ein System von n gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. (Man spricht auch von
einer Differentialgleichung erster Ordnung auf dem IR".) Unter einer Lisung versteht man
jede auf einem Intervall I c R definierte Funktion ¢ : I - R" mit den Eigenschaften:

(i) @ istdifferenzierbar.
(i) graphe ={(x,¢(x))|xel}cG.
(iii) ¢'(x) = f(x,¢(x)) fur alle x € I.

Unter einer Losung des Anfangswertproblems

¥ =f(xy), y(a)=b,

mit (a,b) € G versteht man jede Losung ¢ : I - R" der Differentialgleichung mit a € I und
p(a)=b.

¢) Gibt es in de~r Situation von a) oder b) ein G ¢ R" und ein f :G > R"s0,dass G =RxG
und f(x,y) = f(y) fir alle (x,y) € G, so heifit die Differentialgleichung autonom und wird
auch in der Form

y' = f(y)

geschrieben.
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(2.2) Bemerkungen. a) In den Randpunkten von I, die zu I gehoren, ist natiirlich einseiti-
ge Differenzierbarkeit von ¢ gemeint. Weil f stetig ist, ist jede Losung der Differentialglei-
chung automatisch stetig differenzierbar.

b) Rein duflerlich sehen die Definitionen in (2.1) a) und (2.1) b) vollig gleich aus. Mit y =
Wi, yn)', f = (f1,..., fu)" sieht man das System deutlicher, wenn man die Gleichung in
(2.1) b) schreibt als

n =&y ),

Yo = fu(X Y1, yn)-

¢) Die Bezeichnungen sind flexibel. In physikalischen (und anderen) Anwendungen werden
- wie gesehen - oft zeitabhdngige Funktionen z(t) untersucht, die eine Differentialgleichung

d :
Z-fty) oder j=f(ty)
erfiillen. Auch x(t), X = f(x) usw. sind tibliche Notation. Die Rolle der Symbole erschliefst
sich aus dem Zusammenhang.

(2.3) Beispiele. a) Wenn G ¢ R xR und f(x,y) = g(x) gar nicht von y abhdngt, so ist eine
Losung der Differentialgleichung genau eine Stammfunktion der stetigen Funktion g(x). Das
zugehorige Anfangswertproblem

Yy =g(x), y(a)=b

hat nach den Fundamentalsitzen der Differential- und Integralrechnung auf jedem Intervall
I im Definitionsbereich von g, das a enthilt, die eindeutige Losung

p:1-R, ¢@(x) ::b+fxg(t)dt.
a

b) Aus der Analysis ist bekannt, dass die Differentialgleichung vy’ = ay, a € R, genau die
Losungen ¢(x) = c-e**, c € R, besitzt. Somit hat das Anfangswertproblem
y' =ay, y(a)=b,
die eindeutige Losung
9 R->R, ¢(x):=b "9,

¢) In §1 A haben wir fiir m(t) eine Differentialgleichung hergeleitet. Gemaf3 Beispiel b) konnen
wir Losungen dafiir angeben.

d) Die so genannte “logistische Gleichung”

y=y(l-y)

besitzt die Losungen ¢ : R - R, ¢i(t) =¢'/(k + '), k € R, wie Einsetzen zeigt.

Das Anfangswertproblem y = y(1-y), y(0) = 2 besitzt die Lésung ¢_;, auf dem Intervall
(-In2, 00). Man beachte, dass —In 2 Nullstelle des Nenners ist.

Das Anfangswertproblem i = y(1 -v), y(0) = 0 besitzt die Nullfunktion als Losung.
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e) Wir betrachten das Anfangswertproblem

()G o ()

Aus ¥} = y1 und y1(0) = 1 folgt nach b) y1(x) = e*. Man erhilt
va=y2+e, ya(0)=2.

Nachrechnen zeigt, dass y2(x) = e*(x +2) dieses Anfangswertproblem 16st, also haben wir
eine Losung

wo-e(,’)

Ein systematisches Losungsverfahren werden wir spiter kennen lernen.

f) A priori spricht nichts dagegen, auch unstetige Funktionen f in Definition (2.1) zuzulassen.
Allerdings stellt man damit die Existenz von Losungen in Frage.
Nimmt man etwa G = R x R und

0, falls x<0
f(x,y) = {

1, falls x>0

(und f(0,y) nach Belieben), so hat das Anfangswertproblem y" = f(x,y), y(0) = 0 keine L6-
sung. Wire ¢ eine solche, so ergibt sich (mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

zwangslaufig
(x) - 0, falls x <0
¢ - X, falls x>0

und ¢ ist in 0 nicht differenzierbar.

Simultan werden wir im Folgenden das Auftreten von Ableitungen hoherer Ordnung behan-
deln:

(2.4) Definition. Sei G c R xR" und f : G - R stetig. Dann heif3t

v = fyy, . y")

eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Unter einer Lisung dieser Gleichung
versteht man jede auf einem Intervall I c R definierte Funktion ¢ : I - R mit den Eigen-
schaften:

(i) @ ist n-mal differenzierbar.
(i) {(x,y0,...,Yn-1) € IXR"; y, = 9" (x),0<v<n-1} cG.
(i) @ (x) = f(x, @(x),..., 9" D (x)) fir alle x € I.

Unter einer Losung des Anfangswertproblems

y(n) :f(xly/y,/"'ly(n_l))/ y(a) = bO"“’y(n_l)(a) - bnfl’

versteht man jede Losung ¢ : I - R der Gleichung mit a € I, (a,by,...,b,-1) € G und der
Eigenschaft ¢(a) = by, ..., """V (a) = b,_;.
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Nattirlich ist ¢ n-mal stetig differenzierbar.

(2.5) Beispiele. a) Wir betrachten die Differentialgleichung 2. Ordnung
y'=y firxel=R.
Dann erfiillen z = y + y’ bzw. w = y — i’ die Differentialgleichungen
Z=y'+y' =y +y=z bzw. W' =y -y =y -y=-w.

Es folgt z = we® und w = Be™ aus (2.3) b). Man erhalt
1 Lo« px
y:R->R, xr—»y(x):i(z(x)ntw(x)):i(uce +Be ).

Das Anfangswertproblem
v'=y, y(0)=3 y(0)=7,

besitzt daher die eindeutige Losung

y(x) =5e* —2¢™* =3 coshx +7sinh x.

b) Fiir die Hohe y(t) einer frei fallenden Masse tiber dem Erdboden wurden in §1 B die Glei-
chungen

j=-g (ohne Luftwiderstand)

= —% Y- (mit STOKES-Luftwiderstand)

j=—" (y)2 -9 (mit NEWTON-Luftwiderstand)
m

hergeleitet. Dies sind gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Gleichungen hoherer Ordnung lassen sich immer auf ein Differentialgleichungssystem erster
Ordnung reduzieren.

(2.6) Satz. (Reduktionssatz) Sei G ¢ R xR" und f : G — R stetig. Zu der Differentialgleichung
n-ter Ordnung

(1) y(”) :f(x,y,y’,...,y(”_l))

betrachte man das System von Differentialgleichungen erster Ordnung in (Yo, ..., Yn-1)

Vo =Y
Vi =Y
2) :
Yo =Yn-1,
Yo =f(XYo,y1,-- Y1)
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a) Ist ¢ : T - R eine Losung von (1), dann ist ¢ := (¢, ¢',..., " D)t : [ > R" eine Losung von
(2)-

b) Ist = (@o, @1, -, @n-1)" : [ > R" eine Losung von (2), dann ist @o : I > R eine Losung von
(1).

Also gibt es eine Bijektion zwischen den Losungen von (1) und (2) auf dem Intervall 1.

Beweis. a) Sei ¢, = ¢(*). Dann gilt ¢, = ¢,,1 firv=0,1,...,n-2und

ona =" = f(x 0,9, 0" D) = F(x, 00,01, Puo1).
Also ist ¢ eine Losung von (2).
b) Aus (2) erhédlt man

o o o _(n-1)
P1=90 P2=¢1=¢0,---,Pn-1=Pyu2= P

sowie )
oS = 9l 1= F(X @0, Put) = £, @0, @b, 90 ).

Also ist ¢ eine Losung von (1).
Die in a) und b) angegebenen Abbildungen sind offenbar invers zueinander. ]

(2.7) Beispiel. Fiir die in (2.5)b) gegebene Gleichung mit STOKESschem Luftwiderstand ist
das zugehorige System:

Yo =1

__k
1= m!/l 8-

(2.8) Bemerkung. Es gibt auch Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen n-ter Ordnung.
Diese lassen sich analog zum Reduktionssatz in ein hoherdimensionales System erster Ord-
nung umwandeln.

(2.9) Beispiel. Betrachten wir das in §1 C gegebene System mit zwei Massenpunkten (also
N =2):

.. ymy

¥ = ———=-(x2-x1)
[EZRES

. Yy

¥y = ———=-(x1 - x2)
l2cy = 223

Setzt man y; = %1, Y2 = X2, so hat man ein (12-dimensionales) System erster Ordnung:

X1=11
X2 =12
M= Tg—mp 27
o= — I (xy - 1)

INETEEE
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Zum Abschluss dieses einleitenden Paragrafen sollen die Fragen zu gewohnlichen Differenti-
algleichungen formuliert werden, um deren Beantwortung es in den folgenden Abschnitten
geht:

(2.10) Grundlegende Fragen. * Existenz: Hat eine gewoOhnliche Differentialgleichung
(bzw. ein System) v’ = f(x,y) eine Losung? Hat das Anfangswertproblem mit y(a) = b
eine Losung?

e Eindeutigkeit: Kann ein Anfangswertproblem y’ = f(x,y), y(a) = b mehr als eine Lo-
sung haben? Unter welchen Umstdnden gibt es hochstens eine Losung?

e Eigenschaften von Losungen: Welche Eigenschaften von Losungen (denkbar sind etwa
Beschranktheit, periodisches Verhalten usw.) lassen sich aus der Differentialgleichung
ableiten?

§3. Elementar l6sbare Differentialgleichungen

Wir haben bereits einige Differentialgleichungen hergeleitet und gesehen, die sich mit be-
kannten elementaren Funktionen l6sen lassen (vgl. (2.3) b),c),d),e), (2.5) a)), oder zumindest
auf Probleme der Integralrechnung zuriickfiihren lassen (vgl. 2.3) a)). Allgemein sollte man
solche expliziten Losungen (oder Formeln) aber nicht erwarten; gerade deshalb ist eine ma-
thematische Theorie der Differentialgleichungen ja notig.

Jedoch gibt es eine Reihe von anwendungsrelevanten Gleichungen, deren Losung sich ele-
mentar bestimmen ldsst. Einige davon sollen in diesem Abschnitt betrachtet werden.

(3.1) Satz. (Separation der Variablen) Seien 1, ] c R nicht entartete Intervalle und seien f : I - R,
g ] = R\ {0} stetige Funktionen. Fiir (xo,yo) € I x | sei

F:I->R, F(x) ::fxf(t)dt,
G:]>R, G(y)::fy:g(%)ds.

a) SeiI' c I ein Intervall mit xo € I' und F(I") c G(J). Dann besitzt das Anfangswertproblem
(1) y'=f(x)-8), y(x)=yo,
eine eindeutige Losung ¢ auf I'. Diese erfiillt
() G(¢p(x)) = F(x) fiiralle xel'.
b) Es sei i eine stetige Funktion auf einem Intervall I c I, xo € I*, mit {(xo) = yo und G(¢(x)) =
F(x) fiir alle x € I*. Weiter sei i auf kein grofieres Teilintervall von I stetig fortsetzbar. Dann ist

jede Losung des Anfangswertproblems (1) eine Restriktion von . Man nennt I* das maximale
Existenzintervall der Losung von (1).
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Beweis. a) Eindeutigkeit: Sei ¢ : I' - ] eine beliebige Losung des Anfangswertproblems (1).
Aus ¢'(x) = f(x) - g(¢(x)) und g(¢(x)) # 0 folgt

P(x) _ {ir a el
g((,b(x))_f(x) furalle xel

und damit

IR " |
%o g(¢(t))dt /xO f(t)dt firalle xel'.

Mit der Substitution s = ¢(¢) und yo = ¢(xp) erhdlt man

G(p(x)) - f(p()ids—f F(t)dt = F(x) faralle xeT,

Yo

also (2). Wegen G'(y) = g(lﬁ # 0 fur alle y € ] und der Stetigkeit von g ist G streng monoton
auf | und besitzt somit eine streng monotone, stetig differenzierbare Umkehrfunktion H :
G(J) = J. Aus (2) folgt

¢(x)=H(F(x)) firalle xel".

Also ist die Losung des Anfangswertproblems eindeutig bestimmt, falls sie existiert.
Existenz: Wir definieren nun

¢:I' >R, ¢(x):=H(F(x)).

Wegen G(yp) = 0 gilt
¢(x0) = H(F(x0)) = H(0) = yo-

Mit G(¢(x)) = F(x) ergibt sich aus den Definitionen von G und F
¢'(x) »
ey - C @)@ =F @)= f(x) furalle xelI'

Folglich ist ¢ eine Losung des Anfangswertproblems.

Teil b) folgt sofort, weil gemafs (2.1) jede Losung auf einem Intervall definiert ist. o

(3.2) Bemerkungen. a) Als einpragsame Merkregel schreibt sich das Vorgehen wie folgt:

dy _
g(y) = f(x), also f@—ff(x)dawrc.

Man erhdlt dann die Losung durch Auflosen nach y (und ggf. c aus den Anfangsbedingun-
gen).

b) Man betrachte das Anfangswertproblem (1) in dem Fall g(yo) = 0. Dann ist die konstante
Funktion ¢ : I’ > R mit ¢(x) = yo offenbar eine Losung des Anfangswertproblems. Man
nennt ¢ eine partikulire Losung der Differentialgleichung vy’ = f(x) - ¢(v). Beachte, dass Satz

(3.1) hierzu keine Aussage macht. Das Anfangswertproblem y" = f(x)-g(y), y(x0) = vo
kann jedoch auch weitere Losungen haben. Falls zum Beispiel das uneigentliche Integral
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jy% ds/g(s) konvergiert, erhilt man solche mit sinngeméafler Anwendung der Prozedur aus
dem Satz.

¢) Insbesondere lassen sich autonome Differentialgleichungen y’ = ¢(y) auf Intervallen in R
mit Separation der Variablen 16sen.

(3.3) Beispiele. a) Fiir I = | = R betrachte man das Anfangswertproblem
Y= +1)x°, y(0)=1.
Gemaf (3.2) hat man
arctany = f Zd_y = fx3dx+c = 1x4+c.
y>+1 4

Aus xp =0, yo = 1 erhdlt man arctan1 = & = c. Dann folgt

'S

4

y(x) :tan(x in)

Die Funktion auf der rechten Seite besitzt einen Pol, wo (x? + 77)/4 = /2. Das maximale Exis-

tenzintervall der Losung ist also gegeben durch "41” <Z,alsox*<m d.h I'= (-7 7).

b) Wir betrachten I =R und | = (0,0) oder | = (-o0,0) sowie

v =y, y(0) =yo.
Im Fall yg = 0 erhélt man y = 0 als Losung. Fiir yo # 0 hat man

_]%:fi—g:/dxntc:xntc.

Mit xp = 0 folgt —yl—o =¢, also
-1 Yo

T 10 x
_y—olyox

In diesem Fall ist das maximale Existenzintervall

v {(_oo%) falls yo > 0,

(yl—ooo) falls 1o < 0.

y(x) =
X

c) Man betrachte die logistische Gleichung (siehe Beispiel (2.3) d))

y=y(l-y)

mit [ =R, ] = (0,1) so dass g(v) = y(1 —y) keine Nullstelle auf | hat. Seien y € J, to € R. Hier

1st
1 1 1
+ —

1
sy) y(d-y) y 1-y
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(Partialbruchzerlegung), also

v1 1

G(y) _fyo ~+ ——ds = In(y) ~In(yo) ~ In(1 - ) + In(1 - yo)
:lnL—ln Yo ,
1-y 1-yo

und fiir die Losung ¢(t) des Anfangswertproblems folgt

n2® Yo
I-¢(t)  1-yo
p(t) _ Yo it
1-¢(t) 1-yo

1- -1
o(t) = (1 i -efot) .
Yo

Das maximale Existenzintervall ist hier R.

+t—t0,

7

Auf den Intervallen (-o0,0) sowie (1,00) fiihrt eine analoge Rechnung zur selben Losungs-
formel.

d) Das Anfangswertproblem
v =2yl y(0)=0

besitzt die Nullfunktion als konstante Losung. Aber fiir jedes ¢ > 0 ist auch

0, falls x <c
(x-c)?, falls x> ¢

PR >R, lPC(x):{

eine Losung. Man erhilt sie durch Anwendung des Verfahrens aus Satz (3.1) im Intervall
€< x<oo.

Den Spezialfall g(y) = y von (3.1) formulieren wir als

(3.4) Korollar. (Homogene lineare Differentialgleichungen) Sei I c R ein Intervall, xy € I,
a : I - R eine stetige Funktion und yo € R. Dann existiert genau eine Losung ¢ : I — R des
Anfangswertproblems

vy =a(x)-y, y(xo0)=yo,
nimlich

¢(x) = yo-exp ([x: a(t) dt) .

Beweis. Im Fall yp # 0 kann man (3.1) direkt auf f(x) = a(x) und g: (0, 0) - R (falls yo > 0),
bzw. g : (-00,0) - R (falls yp < 0) mit g(y) = y anwenden. Fiir iy > 0 erhdlt man

Iny-Inyy = fxa(t) dt,

X0
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also

y(x) :yo-exp(fxxa(t)dt) mit I’ = 1.

0

Im Fall yg < 0 ergibt sich die Behauptung analog aus

In(-y) ~In(-y0) = [ "a(t)at

Im Fall yy = 0 ist die Eindeutigkeit separat zu beweisen. Ware ¢ # 0, so wiirde es ein x; € |
mit ¢(x1) = y; # 0 geben. Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

y=a(x)y, y(x)=uy,
auf I ist aber bereits bekannt und hat keine Nullstelle. Das ist ein Widerspruch. ]
(3.5) Beispiele. a) Sei I = (0, o0) und

y'=(nx)-y, y(1)=1

Dann gilt nach (3.4) fiir x € I

y(x) = exp(flxlntdt) =exp (tInt—t[;) =exp(xInx-x+1) = x* '™,

b) Sei I =R und
r__ Y
1+x2

y ¥(0) = yo.

Nach (3.4) gilt fiir x € I

x 1
y(x) =yo-exp (/(; P dt) = Yo - exp (arctantlg) =y . parctanx

Wir benutzen nun die explizite Formel aus (3.4), um so genannte inhomogene lineare Differenti-
algleichungen zu 1osen.

(3.6) Satz. (Variation der Konstanten) Seien I c R ein Intervall, a,b : I — R stetige Funktionen
und xg € I, yo € R. Dann besitzt das Anfangswertproblem

y' =a(x)-y+b(x), y(xo)="yo,

genau eine Losung (x) auf I, nimlich

P(x) = p(x) - u(x)

mit
. ¥ . 0 4 g
$(x) = exp (fxo a(t) dt) und u(x):=yo+ . M dt fiir xel.
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Beweis. Eindeutigkeit: Sind y1, y» zwei Losungen des Anfangswertproblems, so ist die Funk-
tion v(x) := y1(x) - y2(x) eine Losung des Anfangswertproblems

v =y1-y2=(a(x) y1+b(x)) - (a(x) -y2 + b(x)) =a(x) v, ov(x0) =0.

Aus (3.4) ergibt sich v = 0, also y; = y».
Existenz: Die Funktion ¢(x) = exp ( xz a(t) dt) erfiillt nach (3.4) die Gleichungen

¢'=a(x)-¢ und ¢(xp)=1.
Die Funktion (x) := ¢(x) - u(x) gentigt daher genau dann der Differentialgleichung
Y =a(x) 9 +b(x),
wenn gilt:
¢l utrd-u' =y’ =a-¢p-u+b, P(x0)=p(x0)-u(xo) = u(xo) = yo.

Wegen ¢’ = a - ¢ ist diese Gleichung dquivalent zu

¢p-u'=b, d.h. u'= % u(x0) = yo.
Damit erhalt man
u(x) =yo+ v o) dt, xel
und somit die Behauptung. m]

Der Name “Variation der Konstanten” hat folgenden Hintergrund: Im Falle b = 0 hat man
P(x) = ¢(x) - yo mit einer Konstanten yp. Im Falle b # 0 fithrt es zum Ziel, wenn man “die
Konstante variabel macht”.

(3.7) Beispiel. Wir betrachten I = R,
v =4xy+2x°, y(0) = yo.
Also ist a(x) = 4x, b(x) = 2x® und man erhalt fiir x €

p(x) = exp (/Oxéltdt) = exp (2t2|g) s

3

2 x 2t 2 x
e [yo+/0 Edt]:ezx [y0+f0
1

& [!/o + ((—%S - i)e_zsﬁz)] L [!/o - (%xz + 3)6_2"2 + Z]

2

P(x) se”® ds]

(yo + i)ez"2 - i(2x2 +1).

Einige Differentialgleichungen lassen sich durch geeignete Transformationen auf lineare zu-
riickfithren. Die bekannteste Klasse wird im folgenden Satz beschrieben.
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(3.8) Satz. (BERNOULLIsche Differentialgleichungen) Seien I c R ein nicht entartetes Intervall,
a,b: I — R stetige Funktionen und xo € I, m e R~ {0,1}. Ist dann ¢ eine Losung des Anfangswert-
problems

3) y =a(x)-y+b(x)-y",  y(x)="vo

(wobei yo + 0 und yo > 0, falls m ¢ Z) auf einem Intervall | c I mit xg € | und @(x) # 0 fiir alle
xej, soisty:] =R, y(x):= @(x)!"™" eine Losung der linearen Differentialgleichung

Z'=(1-m)a(x)z+ (1-m)b(x)

zum Anfangswert z(xo) = yg ™. Insbesondere ist die Losung von (3) lokal eindeutig.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert y auf ] und ist mit ¢ differenzierbar. Mit der Kettenre-
gel gilt
7' (%) = (L-m)p(x)™"¢'(x)
= (1-m)p(x)™" (a(x)p(x) +b(x)(x)")
= (1=m)a(x)y(x) + (1 -m)b(x),

denn ¢ 16st die BERNOULLI-Differentialgleichung. Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus der
Injektivitdt von y + ¥~ in einer Umgebung von yo und der Eindeutigkeitsaussage in (3.4).0

(3.9) Bemerkungen. a) Die Voraussetzungen an y garantieren, dass ' und y, " existieren.

/ 2/3

Sie sind nicht so allgemein wie moglich gefasst; fiir m = % etwa lassen sich y(l) 3 und Yo~ fur

alle yo € R eindeutig definieren.

b) Um die Losung ¢ zu erhalten, kann man also zuerst nach (3.6) die Losung 7 des linearen
Anfangswertproblems bestimmen und dann 7 = ¢!~ oder, mit gebotener Vorsicht, ¢ =

1
+yT-n , benutzen.

(3.10) Beispiele. a) y' = y-1°, y(0) = yo # 0. Hier ist m = 3. Ist also ¢ Losung des Anfangs-
wertproblems auf | ¢ R, so ist y = ¢~2 Losung der linearen Differentialgleichung

z'=-2z+2, z(0) = yo% > 0.
Diese lineare Differentialgleichung lasst sich mit (3.6) einfach 16sen; man erhalt
7(x) =1+ (yp" - 1e ™.

- Furyg=2isty(x)=1- %efzx und ¢(x) > 0 fiir alle x € |, weshalb

p(0) =70 = i g

fiir alle x € J. Es ist klar, dass man | = (—% In %, oo) wihlen kann; dies ist das grofste
offene Intervall, in dem die explizit gefundene Funktion existiert. Weil das lineare An-
fangswertproblem auf | genau eine Losung hat, gilt dies auch fiir y’ = y -y, y(0) = 2.
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- Furyo=-3isty(x)=1- ge’zx und ¢(x) <0 fiir alle x € ], also

-1
p(x) ==1(x) 2= -\ 1= §e

und man fahrt analog fort.

- Firyp=0ist ¢ : R - R, ¢(x) = 0 eine Losung (direkte Verifikation); (3.8) ist hier nicht
anwendbar.

b)y =2y +x./y,y(1) = 1. Hierist m = % und das zugehorige lineare Anfangswertproblem fiir
v = (pl‘”z = /¢ ist

Nach (3.6) ist

und ¢(x) = y(x)? ist laut (3.8) die eindeutige Losung auf jedem Intervall | mit 1 € ], in dem
7 keine Nullstelle besitzt. Eine Kurvendiskussion ergibt, dass 7 bei xo = 1 —In4 ein globales

Minimum mit y(xg) = % < O besitzt. In dem Intervall («, 8), wo 7y negative Werte annimmt,
ist die Voraussetzung und Aussage von (3.8) nicht erfiillt, aber ¢ weiter eine Losung (mit

Vo =7

Weitergehende Eindeutigkeitsaussagen lassen sich nicht ohne Einschrankungen treffen; es ist
auch

- x), falls x> B,
F(x) = ¢(x) p
0, falls x <,

eine Losung des Anfangswertproblems.

Eine weitere Klasse von Differentialgleichungen betrachten wir in dem folgenden

(3.11) Satz. (Homogene Differentialgleichungen) Sei | c R ein Intervall und f : | — R stetig. Seien
xo € R* und yo € R so, dass z—g € J und (z—g) # z—g Dann besitzt das Anfangswertproblem

@ v=f(4), veor-w
auf einem geeigneten Intervall I mit xo € I c R* eine eindeutige Losung ¢ : I - R. Man erhiilt

¢(x) = x-p(x),
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wobei (x) eine Losung des Anfangswertproblems

7

®) 2 SEE y
X X0

mit separierten Variablen ist.

Beweis. Sei ¢(x) eine Losung von (4) und ¢(x) = @ Dann gilt

o - £0 90 (%) ) 1

x2 X

@) 9], ) - Lj) -0

Also ist (x) eine Losung von (5). Ist nun umgekehrt (x) eine Losung von (5) und ¢(x) =
x-P(x), so folgt

¢'(x) = P(x) +x- 9’ (x) = P(x) + x-
¢(x0) = x0-P(x0) = Yo-

Demnach ist ¢ eine Losung von (4). Weil (5) eine Differentialgleichung mit getrennten Varia-
blen ist, folgen die Existenz und die Eindeutigkeit aus (3.1). ]

Fp) -9 o)
LV ppia - £(22),

Als Merkregel substituiert man z = % und 16st die Gleichung

AN OR]

X X

<

= |

(3.12) Beispiel. Wir betrachten das Anfangswertproblem

y' =4- 3y y2, y(1) = yo.

Mitz = % 16st man

! 2 2

;Y oy 4-3z+z5 z (z-2)
= — == — — = P 1 = ,
TR x x x 2(1) = 1o

mit Separation der Variablen:

-1 _
d 1 — =7, 2,
27 ) 2)2 f x+9=7+Inx, o2 Y, Yo#
1 ]/()—
:2— :2—
2(x) v+Inx -1+ (yo-2)Inx’
Yo —2)x

y(x) =x-z(x) =2x -

-1+ (yo-2)Inx’

Die Losung existiert auf dem Intervall (0,exp(1/(yo —2))), falls yo > 2, bzw. auf dem Intervall
(exp(1/(yo—2)), o), falls yo < 2. Im Fall yg = 2 (wo die Voraussetzung von (3.11) nicht erfiillt
ist) erhélt man z = 2, also y(x) = 2x und damit ebenfalls obige Formel auf R} = (0, o).
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§4. Existenz und Eindeutigkeit

Nun sollen Aussagen iiber Existenz und Eindeutigkeit von Losungen hergeleitet werden. Da-
zu werden geeignete Funktionenrdume benutzt. Nach dem Reduktionssatz (2.6) geniigt es,
Aussagen fiir Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung herzuleiten. Fiir ein nicht
entartetes Intervall I betrachten wir den Vektorraum

Cu(I) ={@:1->R"; ¢ stetig}.
In diesem Paragrafen bezeichnet | - | stets die Maximumsnorm auf R"”, also

[yl = max{[yal, ... lyal}-

Ist I ein kompaktes Intervall, so existiert

| plloo := max{(@(t)[; t € I},

und (Cy(I), | - ) ist ein vollstandiger normierter Vektorraum. In einem ersten Schritt schrei-
ben wir die Differentialgleichung in eine Integralgleichung um.

(4.1) Lemma. Sei G c RxR" und f: G - R" stetig. Ist I c R ein Intervall, a € I und (a,b) € G,
so ist eine Abbildung ¢ = (¢1,...,¢n)" : | > R" genau dann eine Losung des Anfangswertproblems

v =f(xy), y(a)=b,

auf I, wenn ¢ stetig ist und folgende Integralgleichung erfiillt ist:

oi(x) = bi+ [ filtg()dt

Pu(x) = b+ [ fult,g()) dt

fiir alle x € I. (Kurz: ¢(x) =b+ [.* f(t,@(t)) dt fiir alle x € I.)

Anders ausgedriickt: Betrachtet man den Operator

T:Co(I) > Cu(I), $r~T(Y)
mit

T($)(x) = (m v [ AGY®) .. bt [ fn(tllp(t))dt)

fiiralle x € 1, so ist ¢ genau dann eine Losung des gegebenen Anfangswertproblems, wenn T(p) = ¢.
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Beweis. Lost ¢ das Anfangswertproblem, so ist fiir 1 <i < n:

bi+[ﬂxfi(t,q)(t))dt - bi+[ﬂxgo§(t) dt
= b+ @i(x) - ¢i(a) = pi(x).

Erfullt ¢ andererseits die Integralgleichung, so folgt direkt ¢(a) = b. Mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung ist weiter jedes ¢; differenzierbar mit

oi0) == (b [ fitt o) d) = fitx p()

fiir alle x € I. m]

Ein Vorteil des Lemmas besteht darin, dass wir nur noch stetige Losungen der Integralglei-
chung finden miissen. Ein weiterer, entscheidender Vorteil ist, dass wir das Problem auf Fix-
punkte von T zurlickgefiihrt haben. Mit etwas Vorbereitung werden wir auf die Situation
den BANACHschen Fixpunktsatz anwenden konnen.

Einen wichtigen Begriff hierfiir fithren wir nun ein.

(4.2) Definition. Sei G c R xR" und f : G — R" eine Funktion. Man sagt, dass f in G einer
LIPSCHITZ-Bedingung (beziiglich y) mit der LIPSCHITZ-Konstante L > 0 geniigt, wenn

1fCey) =)l <L-ly-g| firalle (x,y),(x,7)cG

gilt. Man sagt, dass f lokal einer LIPSCHITZ-Bedingung geniigt, wenn es zu jedem Punkt
(a,b) € G eine Umgebung U von (a,b) gibt, so dass f| ooy €iner LIPSCHITZ-Bedingung mit
einer (von U abhingigen) LIPSCHITZ-Konstante L > 0 geniigt.

(4.3) Bemerkungen. a) Es sind mit den Bezeichnungen von (4.2) fiir stetiges f dquivalent:
(i) f geniigtauf G lokal einer LIPSCHITZ-Bedingung.

(il) Zu jedem Kompaktum K c G gibt es ein (von K abhéngiges) L > 0 so, dass f|x einer
LI1PSCHITZ-Bedingung mit Konstante L gentigt.

Dabei ist die Beweisrichtung “(ii) = (i)” beinahe trivial; fiir die umgekehrte Richtung benut-
ze die Uberdeckungseigenschaft und die Beschranktheit von K.

b) Weil auf R" (bzw. R™) alle Normen dquivalent sind, ist die Wahl der speziellen Norm
ly| = max{[y1],-..,|yn|} in Definition (4.2) unerheblich. Bei Ubergang zu anderen Normen
dndert sich aber i. A. die Konstante L.

Wir beschreiben nun ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer lokalen LIPSCHITZ-
Bedingung.

(4.4) Satz. Sei G c RxR" offen und f : G - R",(x,y) — f(x,y), eine stetige Funktion, die in
Y = (Y1,...,Yn) stetig partiell differenzierbar ist. Dann gentiigt f lokal einer LIPSCHITZ-Bedingung.
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Beweis. Sei (a,b) € G. Weil G offen ist, existiert ein r > 0 mit

K:={(x,y) e RxR"; [x—a| <r, |[y-b|<r} cG.
Dann ist K eine kompakte und konvexe Umgebung von (4, b). Nach Voraussetzung sind alle
partiellen Ableltungen f‘ stetlg auf G; fiir das Kompaktum K gibt es also eine Konstante
M > 0 derart, dass

?(x,y) <M firalle ie{l,...,m}, je{l,...,n} und (x,y)eK.
Yj

Seien nun (x,y), (x,y) € K, und
w(s)=y+s(y-y) fir 0<s<1.

Nach Voraussetzung ist (x,w(s)) € K fiir 0 < s < 1. Mit dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung und der Kettenregel gilt

Fm) - fy) = [ 5 fxw(s)) d
Y afi _
[ (Fwuw) G-

i
und es folgt mit Standard-Abschdtzungen

19 - fGp)l < max [ z

L w(e))|-,- i s

< fo M-Z|]7j—yj|ds
j=1
<n-M-[7-yl.
Mit L = n- M folgt die Behauptung. o

(4.5) Bemerkung. Der Beweis zeigt auch: Sind alle partiellen Ableitungen g—; auf G be-

schrankt und ist G konvex, so gentigt f auf G einer (globalen) LIPSCHITZ-Bedingung.

Nun kommen wir zu dem zentralen Satz iiber lokale Existenz und Eindeutigkeit.

(4.6) Satz von PICARD-LINDELOF. a) Es sei | c R ein offenes Intervall, f : | x R" - R" sei
stetig und gentige einer LIPSCHITZ-Bedingung mit Konstante L > 0. Sei g := 21L, weitera € J,

b € R" und I ein kompaktes Teilintervall von [a —¢€g,a +&p] N ] mita € [. Dann existiert auf I
eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems iy’ = f(x,y), y(a) = b.

b) Sei G c¢ R x R" offen und f : G - R" eine stetige Funktion, die lokal einer LIPSCHITZ-
Bedingung gentigt. Dann gibt es zu jedem Punkt (a,b) € G ein € > 0, so dass das Anfangs-
wertproblem

v =f(xy), y(a)=b,

eine eindeutige Losung ¢ : [a —¢,a + ¢] - R" besitzt.
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Beweis. a) Seil = [a—¢€1,a+¢ex] mit0 < e, € < €. Nach (4.1) hat man alle stetigen Abbildun-
gen ¢ :[a—¢g1,a+¢] - R" zu bestimmen, die

1)) =b+ [ fltp(t) = 9(x)

fiir alle x erfiillen. Wir fithren dies auf einen Fixpunkt des Operators T zurtick.

Dazu betrachten wir den vollstandigen normierten reellen Vektorraum
Vi=(Cu([a-er,a+e]) | oo)

Fiir ¢ € V ist, wie schon angemerkt, T(¢) wieder stetig, also T : V - V. Fiir ¢, € V und
xela-e,a+e]gilt

T(@)(x) -TW)) = [ f(t9()) - £t 9(e)) at,

also

IT(9)(x) ~T(p)(x)] = max

[ o) - fitu af
L o) - it po)] o
fax Lt @(t) - F(1, ()] dt‘

AT OROIRY
<Lefx=al-lp =¥l

< max
1<jgn

<

<

AN

wobei Standard-Abschédtzungen fiir Integrale verwendet wurden.

Nach Wahl von ¢ ist |[T(¢) - T(¢)|c < % |® — | und somit T eine Kontraktion. Dann
folgen Existenz und Eindeutigkeit aus dem BANACHschen Fixpunktsatz.

b) Der Beweis ist eine Variante von a). Weil G offen ist, gibt es ein r > 0 so, dass
K={(x,y) eRxR"; [x—a|<r, [y-b| <r} < G

und f auf K einer LIPSCHITZ-Bedingung mit Konstante L > 0 gentigt. Es existiert ein M > 0,
so dass

If(x,y)|| <M furalle (x,y)e€Kk,

denn f ist stetig und K ist kompakt.
Nun setze man ¢ := min{ ﬁ, ﬁ} und betrachte im vollstdndigen normierten Vektorraum V =

(Cu([a-ga+e],||)) die abgeschlossene Kugel

D := {go eV, |¢-b|e < r},

wobei b als konstante Funktion zu verstehen ist. Dann definiert man den Operator T: D — V
analog zu Teil a).
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Fir ¢ e Dund x € [a —¢,a +¢] gilt dann

IT(¢)(x) -] = max{

ffj(ff(l’(f) dt|; 1<j<n}

S|x—a|-M§7’,

also |[T(¢) - b| s < und somit T(¢) € D. Somit T : D - D und wie in a) ergibt sich, dass T
eine Kontraktion ist. Die Behauptung folgt wieder mit dem BANACHschen Fixpunktsatz. O

(4.7) Bemerkung. Der Beweis von Satz (4.6) und des BANACHschen Fixpunktsatzes liefern
eine Strategie zum iterativen Bestimmen von Nédherungslosungen:

Starte mit einer Funktion ¢g (etwa @o(x) = b konstant) und iteriere: ¢x,1 = T(¢@y). Zumindest
im Fall der Existenz einer globalen LIPSCHITZ-Bedingung ist Konvergenz garantiert.

(4.8) Beispiele. f:R? >R, f(x,y) = xy.
f gentigt in jedem “Streifen” [-7,7] x R (wobei r > 0) einer LIPSCHITZ-Bedingung mit Kon-
stante L = r. Nun hat man fiir das Anfangswertproblem

v =f(xy), y0)=1

das folgende Iterationsschema:

x
Qo =1, §0n+1(x):1+[0 t-u(t)dt.

Also

e [rdro14 5
= t‘ t: "
P1(x) +f0 2

2 4

x 43 ¥ x
:1+f t+—dt=1+—+—;
¢2(x) o 2 278
X t3 t5 xz x4 x6
:1/t——dt:1———
pa(x) =1+ | b7+ T
und mit Induktion erhilt man
n x2k

Pu(X) =) o
" k:O 2k * k!
und die (auch mit (3.1) oder (3.4) bestimmbare) Losung

¢(x) = exp(32?).

Das néchste Ziel ist, die lokalen Aussagen auszuweiten. Ein Hilfsmittel hierfiir ist:
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(4.9) Lemma. (Zusammensetzen von Losungen) Sei G ¢ R x R" offen, (a,b) € G. Die Abbildung
f G — R" sei stetig und geniige einer lokalen LIPSCHITZ-Bedingung.

a) Sei x1 > a, die stetige Funktion ¢ : [a,x1] - R" sei auf [a, x1) Losung des Anfangswertproblems
Yy = f(x,y), y(a) =b, und (x1, ¢(x1)) € G. Dann ist ¢ auch auf [a, x1] Losung des Anfangswert-
problems und es gibt ein € > 0 sowie eine Losung ¢ : [a,x1 + €] - R" des Anfangswertproblems mit
¢|[a,x1] = 0.

b) Sei xy < a, die stetige Funktion 1 : [x2,a] — R" sei auf (x2,a] Losung des Anfangswertproblems
vy = f(x,y), y(a) =b, und (xp,P(x2)) € G. Dann ist § auch auf [x;,a] Losung des Anfangswert-
problems und es gibt ein & > 0 sowie eine Losung ¥ : [xp —,a] - R" des Anfangswertproblems mit

lfl}ll[JQ,a] = ll)

Beweis. Gezeigt wird a); der Beweis von b) lduft analog. Nach Lemma (4.1) gilt

p(x)=b+ [ f(s,9(s))ds

fiir a < x < x1. Weil ¢ stetig ist, gilt dies auch noch fiir x = x;. Die Differentialgleichung ist
also (fiir die einseitige Ableitung) auch noch fiir x = x; erfiillt.

Nach Satz (4.6) gibt es nun zum Anfangswertproblem y’ = f(x,y), y(x1) = ¢(x1) eine > 0
und eine eindeutige Losung <y auf [x; — ¢, x1 + €]. Definiert man nun die stetige Funktion ¢ :
[a,x1 + €] — R™ durch

~ x) fur a<x<x
px) = 7 )
y(x) fir xy<x<x+e O

so 1ost ¢ die Differentialgleichung in [a, x; + ¢]. Fiir x # x; ist dies klar, fiir x = x; beachte, dass
¢ links- und rechtsseitig differenzierbar ist und dass beide einseitigen Ableitungen gleich
f(x1, ¢(x1)) sind. (Wir benutzen hier folgende Aussage aus der Analysis: Ist ¢ in einer punk-
tierten Umgebung von x; stetig differenzierbar und in x; stetig und existieren die beiden ein-
seitigen Ableitungen in x; und sind gleich, so ist ¢ in x; differenzierbar, '(x1) = J}l_g}l P’ (x).

Dies ist eine Konsequenz des Mittelwertsatzes.)

Als erste Anwendung formulieren wir eine stirkere Eindeutigkeitsaussage.

(4.10) Korollar. (Eindeutigkeitssatz) Sei G ¢ R x R" offen und f : G — R" eine stetige Funktion,
die lokal einer LIPSCHITZ-Bedingung geniigt. Sei I c R ein nicht entartetes Intervall und seien
@, ¢ : I - R" Losungen des Differentialgleichungssystems

y' = f(x,y).

Gibt es ein xg € I mit ¢(xo) = P(xp), so gilt schon

o(x) =y(x) fiiralle x el
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Beweis. Wire die Aussage nicht richtig, so gidbe es etwa (um einen Fall zu diskutieren) ein
x* > xp mit @(x*) # p(x*). Nun setzt man

xp = 1inf{x”™ > x; @(x*) # Pp(x")}.

Es gilt ¢(x1) = ¥(x1), denn wegen der Stetigkeit von ¢ — ¢ gédbe es ansonsten eine Umge-
bung von x1, auf der ¢ — 1 nicht verschwindet, im Widerspruch zur Definition von x;. Wegen
(4.6) gibt es dann aber eine Umgebung von x1, auf der ¢ = ¢ gilt. Das ist ein erneuter Wider-
spruch. ]

(4.11) Satz. Es sei | c R ein nicht entartetes Intervall, G = | x R" und f : G - R" sei stetig und
geniige einer LIPSCHITZ-Bedingung auf G mit Konstante L > 0. Dann hat fiir alle (a,b) € G das
Anfangswertproblem y' = f(x,vy), y(a) = b eine eindeutige Losung, die auf ganz | existiert.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus (4.10). Fiir die Existenz beachte, dass es nach (4.6) a) ein
o > 0 gibt, so dass fiir jeden Anfangswert (xo, o) die Existenz einer Losung auf [xg — €9, xo +
o] N J garantiert ist. Lemma (4.9) und Induktion nach k € IN zeigen nun die Existenz einer
Losung auf [xo — k- €9, x0] n ] und auf [xo, xo + k- €] nJ fiir alle k. Das war zu zeigen. O

(4.12) Satz. (Fortsetzbarkeit von Losungen) Sei G c R x R" offen und die stetige Abbildung
f+ G = R" geniige einer lokalen LIPSCHITZ-Bedingung. Ist ¢ : [xo,x1) — R" eine Losung der
Differentialgleichung y' = f(x,y), welche ganz in einer kompakten Teilmenge K von G verliuft, so
gibt es ein r > 0 und eine Losung ¢ : [xo, x1 + 1] - R" der Gleichung derart, dass |, x,) = -

Beweis. Sei f = (f1,..., 1), ¢ = (¢1,...,¢n)". Dann ist jedes f; auf K beschrénkt, also gibt es
ein R > 0 derart, dass

Ifi(x,y)] < R furalle (x,y)eK, 1<ig<n.

Seii e {1,...,n} fest. Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt fiir alle u,v €
[%0, x1) nun

|9i(v) = @i(u)| = |@i(&)] - [o - ul = |fi(Z, 9(£))] - [o - u]
fiir ein ¢ zwischen u und v, also

lpi(v) —@i(u)] < R-[v—ul.
Ist also (zx )1 eine Folge in [xp, x1) mit klim zx = x1, so ist deshalb (;(zk))is1 eine CAUCHY-
Folge und somit konvergent. Ist %im ¢i(zx) = ¢; und ist (Z;),,, eine weitere solche Folge, so
folgt auch limy_, o, ¢;(Zx) = ¢; durch Betrachten der “gemischten” Folge
. {Zk /27 falls k gerade,
Zk =

Z(k+1)2, falls k ungerade.
Also ist durch
* pi(x), falls x<xq,
i xg, x> R, xe
¢i Lol {ci, falls x=1xq,

eine stetige Funktion wohldefiniert und ¢ ldsst sich so zu einer stetigen Funktion ¢* auf
[x0, x1] fortsetzen. Nun zeigt Anwenden von (4.9) die Behauptung. ]
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(4.13) Bemerkung. Eine entsprechende Aussage gilt nattirlich fiir Fortsetzungen von Lo-
sungen auf (xp, xo] mit x, < xp.

(4.14) Satz. Sei G c R xIR" offen und die stetige Abbildung f : G — R" geniige einer lokalen
LIPSCHITZ-Bedingung.

a) Dann gibt es fiir jedes (a,yo) € G zum Anfangswertproblem

y'=f(xy), ya)=yo

ein offenes Intervall | mit a € | und eine Losung ¢: | — R" derart, dass fiir jede weitere Losung
Y : I — R" (I Intervall mit a € 1) des Anfangswertproblems gilt:

Ic] und ¢=g¢|.
b) Der Graph von ¢ kommt dem Rand von G in folgendem Sinn beliebig nahe: Keine der Mengen

7= (@) xeJundx>a), 7= {(x,9(x)); x € J und x <a}

ist in einer kompakten Teilmenge von G enthalten.

Beweis. a) Ist M eine Indexmenge und ist fiir jedes & € M ein Intervall I, mit a € I, und eine
Losung ¢, : I, =~ R" des Anfangswertproblems gegeben, so setze man
J=UL ¢:UJL->R" ¢@(x):=¢px), falls xelg.
xeM xeM
Dies ist wegen der Eindeutigkeitsaussage (4.10) wohldefiniert und 16st die Differentialglei-

chung.

Deshalb gibt es ein maximales Intervall | und eine Losung ¢ : | — R" wie behauptet. Zu
zeigen bleibt die Offenheit von J. Wire | nicht offen, so gébe es etwa (um einen Fall zu dis-
kutieren) ein b > a mit ] n [4,0) = [a,b]. Es gilt ¢'(x) = f(x, ¢(x)) auch noch fiir x = b, und
eine Umgebung von (b, (b)) ist noch in G enthalten. Lemma (4.9) zeigt nun, dass ¢ zu einer
Losung auf [a,b + 1] mit einem r > 0 fortsetzbar ist. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitét

von J.
b) Die Behauptung folgt sofort aus (4.12). o

Mit Hilfe von (2.6) kann man (4.6) bis (4.14) sofort auf Differentialgleichungen n-ter Ordnung
iibertragen.

(4.15) Korollar. Sei G ¢ R xR" offen und f : G - R eine stetige Funktion, die lokal einer
LIPSCHITZ-Bedingung geniigt. Zu jedem Punkt (a, by, ..., b,_1) € G gibt es dann ein maximales
offenes Intervall | mit a € |, so dass das Anfangswertproblem

y W= feoyy, .y Y), y@) =bo, ¥ (a)=b,...,y" V(@) = by

eine eindeutige Losung ¢ : | — R besitzt. Fiir jede weitere Losung 1 : I - R dieses Anfangswertpro-
blems gilt

Ic] und ¢|=1.
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(4.16) Beispiele. a) Separation der Variablen: Seien I, | ¢ R nicht entartete Intervalle und sei
f : I - R stetig, sowie g : | - R stetig differenzierbar. Dann besitzt jedes Anfangswertpro-
blem

v =f(x)-g(y), y(x)=yo

mit (xo,y0) € I x ] nach (4.14) eine eindeutige Losung, denn h(x,y) = f(x) - g¢(y) gentigt we-
gen der stetigen Differenzierbarkeit von ¢ und (4.4) einer lokalen LIPSCHITZ-Bedingung. Ist
g(yo) #0, so ldsst sich die Losung gemaf3 (3.1) bestimmen; fiir g(yp) = 0 ist die Losung durch
die Funktion mit konstantem Wert o gegeben.

b) Die Differentialgleichung zweiter Ordnung

y'=-y

hat nattirlich sin x und cos x als Losungen. Eine Losung des Anfangswertproblems

y'=-y, y(0)=a, y'(0)=8,

ist offenbar
¢p:R->R, ¢(x)=acosx+pBsinx.

Die durch f(x,y1,y2) = —y1 gegebene Funktion geniigt auf R x R? einer LIPSCHITZ-Bedingung
mit L = 1. Nach (4.15) ist die Losung daher eindeutig bestimmt. Also werden auf diese Weise
alle Losungen der Differentialgleichung " = —y gegeben.

c) Wir betrachten G = R x R. Die Abbildung f : RxR - R, (x,y) = 3y** = 33/2, ist stetig,
gentigt aber keiner lokalen LIPSCHITZ-Bedingung um (0, 0). Die Differentialgleichung

/

y' =3y

hat ¢p: R - R,x » 0, sowie ¢, : R - R, x —» (x -a)’,a eR,als Losungen. Wegen ¢p(a) =
P, (a) = 0 hat das Anfangswertproblem

y' =3y, y(a)=0,

keine eindeutige Losung. Jede Funktion der Gestalt

(x-b)3 firx <b,
¥(x) =40 firb<x<e, b a ¢
(x-c)? flirc<x,

wobei b,c € Ru {+oc0} mit b < a < ¢, ist eine Losung des Anfangswertproblems. Die Funktion
f istin R x R* stetig partiell differenzierbar, nicht aber in (a,0),a € R.

Schliefslich erwdhnen wir einen allgemeinen Existenzsatz, der hier nicht bewiesen werden
soll.
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(4.17) Satz von PEANO. a) Sei G ¢ R xR" offen und f : G — R" stetig. Zu jedem Punkt
(x0,Y0) € G existiert eine Losung ¢ des Anfangswertproblems

y' = f(x,y), y(xo0)=yo

auf einem offenen Intervall | mit x( € | derart, dass keine Fortsetzung von ¢ zu einer Losung
auf einem Intervall | 2 | existiert. Der Graph von ¢ kommt im Sinne von (4.14) dem Rand
von G beliebig nahe.

b) Sei G c R xR" offen und f : G - R stetig. Zu jedem Punkt (xo, by, ..., b,-1) € G existiert
eine Losung ¢ des Anfangswertproblems

y(n) = f(x/]/; y,/ s ,]/(n_l)); y(-xO) = bOI v /y(n_l) (-xO) = b?’l—l

auf einem offenen Intervall | mit x( € | derart, dass keine Fortsetzung von ¢ zu einer Losung
auf einem Intervall | 2 J existiert. Der Graph von (¢, ¢/, ..., ""1)f kommt im Sinne von
(4.14) dem Rand von G beliebig nahe.

§5. Erste Anwendungen auf autonome Gleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir autonome Differentialgleichungen erster Ordnung néher be-
trachten.

Es seialso U c R" nichtleer und offen und die stetige Abbildung f : U - R", y = f(y) gentige
einer lokalen LIPSCHITZ-Bedingung. (Die Stetigkeit brauchte man hier nicht explizit voraus
zu setzen, sie folgt in der gegebenen Situation aus der LIPSCHITZ-Bedingung.)

Nutzen wir nun die Ergebnisse des vorangegangenen Paragrafen fiir autonome Gleichungen.

(5.1) Definition. Es sei U c R" offen und die stetige Abbildung f : U — IR" geniige einer
lokalen LIPSCHITZ-Bedingung; weiter sei z € U.

a) Das maximale Existenzintervall der Losung des Anfangswertproblems vy’ = f(y), y(0) =
z (gemadfs (4.14)) wird mit [nax(z) bezeichnet. Die Losung bezeichnet man mit ®(x, z);
man nennt sie auch den lokalen Fluss des Vektorfeldes f durch z.

b) Die Menge {®(x,z); x € Imax(2)} heildt Losungsbahn oder Trajektorie durch z.

¢) Man nennt z einen stationiren Punkt der Differentialgleichung, wenn ®(x, z) = z fiir alle
x € R, die Losung also eine konstante Funktion von x ist.

(5.2) Bemerkung. Ein Punkt z € U ist genau dann stationdr, wenn f(z) = 0. Eine Richtung
folgt durch Einsetzen in die Gleichung, die andere durch Einsetzen und die Eindeutigkeits-
aussage in (4.14).

Dass der Anfangspunkt x = 0 in (5.1) scheinbar bevorzugt wird, hat folgenden Grund.
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(5.3) Lemma. Esseien U, f und z wiein (5.1); weiter xg € R. Die Losung des Anfangswertproblems

¥ =fy), y(xo)=z

ist dann gegeben durch ®(x — xo,z).

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Identitat

%q)(x,z) = f(q)(x,z))

erfiillt. Mit der Kettenregel (und % (x - xp) = 1) folgt sofort

0

a@(x -x0,2) = f(D(x - x0,2)),
also ist (x) = ®(x — xp,z) Losung von iy’ = f(y). Weiter ist ¢(xp) = ®(0,z) = z; damit ist der
Anfangswert wie gewtinscht. m]

Die “Verschiebungseigenschaft” aus (5.3) erlaubt es, viele Aussagen nur fiir den Anfangswert
z bei x = 0 zu formulieren, ohne dadurch einen Informationsverlust zu erleiden. Sie ist aber

auch anderweitig niitzlich.

Nun betrachten wir eine Konsequenz von (4.14), Teil b):

(5.4) Satz. Es sei U c R" offen und die stetige Abbildung f : U — IR" geniige einer lokalen
LIPSCHITZ-Bedingung; weiter sei z € U. Gibt es ein Kompaktum K c U mit

®(x,z) eK fiiralle x € Imax(z), x>0
(bzw. ®(x,z) € K fiir alle x € Imax(z), x <0), so ist

Imax(z) N[0, 00) = [0, 00)

(bzw. I;max(z) N (=00,0] = (=o0,0]).

Beweis. Es reicht, eine der Behauptungen zu zeigen. Ware etwa Imax(z) N[0, 00) = [0, b) mit
einem b € R, so wire {(x,P(x,z)); x € Imax(z) und x > 0} in der kompakten Teilmenge
[0,b] x K von R x U enthalten, im Widerspruch zu (4.14). ]

Eine direkte Anwendung davon ist der

(5.5) Satz. (Theorie eindimensionaler autonomer Differentialgleichungen) Es sei U c R ein offenes
Intervall und die stetige Abbildung f : U — R geniige einer lokalen LIPSCHITZ-Bedingung.

a)Ist z e Umit f(z) >0[bzw. f(z) < 0], soist x » D(x,z) streng monoton wachsend [ bzw. streng
monoton fallend ]. Nichtkonstante Losungen sind also streng monoton.

b) Ist f(z) > 0 und gibt es in (z,00) N U einen stationiren Punkt w, so auch einen kleinsten statio-
niren Punkt z* und ®(x, z) existiert auf [0, c0) mit lim ®(x,z) = z*.
X—>00
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Gibt es in (—o0,z) n U einen stationiren Punkt, so auch einen grofiten stationiren Punkt z., und
D(x,z) existiert auf (—oo,0] mit lim ®(x,z) = z,.
X—>—00

¢) Analoge Aussagen gelten mit offensichtlichen Anderungen fiir f(z) < 0.

Beweis. a) Wiirde fiir ¢(x) := ®(x,z) gelten, dass ¢'(x) = f(¢(x)) sein Vorzeichen wechselt
oder Null wird, so gébe es ein x* mit f(¢(x*)) = 0. Dann sind aber ¢ und die konstante
Funktion ¢ : R - R, x » @(x*), verschiedene Losungen des Anfangswertproblems y’ = f(y),
y(x*) = (x*), im Widerspruch zur Eindeutigkeitsaussage.

b) Es reicht, den ersten Teil der Aussage zu beweisen. Die Existenz von z* folgt aus der Ab-

geschlossenheit der Nullstellenmenge von f. Weil ¢(x) € [z,z*] fir alle x > 0 (denn nach

a) gilt ¢(x) # z* fiir alle x) und [z,z*] ¢ U kompakt ist, existiert ¢(x) fiir alle x > 0 nach

(5.4) und lim ¢(x) existiert nach dem Monotoniekriterium. Weil lim ¢(x) und lim ¢'(x) =
X—>00 X—>00 X—>00

lim f(¢(x)) existieren, gilt lim ¢’(x) = 0: Wére etwa lim ¢'(x) = ¢ > 0, so gébe es ein X mit

X—>00 X—00 X—00

¢'(x) > % fiir alle x > X. Mit dem Mittelwertsatz folgte fiir alle x, > x; > Xt

9(x2) = p(x1) > - (2 -x1)

im Widerspruch zur Beschranktheit von ¢.
Also ist f(limy_ e ¢(x)) = 0 und deshalb lim,_,., ¢(x) = z*. ]

(5.6) Beispiele. a) Esist sinnvoll, die Aussage mit Bildern zu illustrieren.
Graph von f:

(Wichtig sind Nullstellen

" /\%/* und Vorzeichen,; sie

yﬂ 3 bestimmen das Monotonie-
/\ /y; \ verhalten der Losungen)

Verhalten der Losungen:

ﬁ\

Insbesondere existieren Losungen mit einem Anfangswert aus [y;,y; ] auf ganz R.
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b) Logistisches Wachstum: Es seien r > 0 und K > 0 Konstanten und gegeben die Gleichung

y=ry(K-y)=f(y) auf R.

Diese Gleichung wird u. a. verwendet, um das gebremste Wachstum einer Population ma-
thematisch zu beschreiben. Sie ldsst sich nach (3.1) explizit 16sen (ein Spezialfall findet
sich in (3.3) ¢) ), aber der Uberblick, den (5.5) vermittelt, ist trotzdem sehr niitzlich: Die
Gleichung besitzt die stationdren Punkte zgp = 0 und z; = K; esist f(y) > 0 fir y € (z0,21)
und f(y) <0 fury ¢ [zo,21].

Also: Alle Losungen mit Anfangswert z € (zp,z1) sind streng monoton wachsend, mit
Grenzwert z;; alle Losungen mit Anfangswert z > z; fallen streng monoton, mit Grenz-
wert z1. Biologisch gesagt: Die Populationsgrofle konvergiert stets gegen den Gleichge-
wichtszustand K. (Anfangswerte z < 0 sind biologisch irrelevant.)

¢) Auch auf die Gleichung
y =sin(y’) = f(y) auf R

lasst sich grundsétzlich (3.1) anwenden. Jedoch sind die entstehenden Integrale nicht
mehr elementar auszuwerten. Das qualitative Verhalten der Losungen der Differential-
gleichung ist aber einfach zu verstehen: Stationédre Punkte liegen bei k- 7, k € Np; und
das Vorzeichen von f zwischen zwei solchen ist bekannt.

Schliefslich wollen wir Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen noch fiir strukturelle Eigen-
schaften autonomer Gleichungen nutzen.

(5.7) Satz. Es sei U c R" offen und die stetige Funktion f : U — IR" geniige einer lokalen
LIPSCHITZ-Bedingung. Dann gelten:

(a) Lokale Halbgruppen-Eigenschaft: Es gilt fiir alle z € U, dass ®(0,z) = z und weiter
D(x+x%,2) =D(x,D(x",2))

fiir alle x,x* € R, fiir die die rechte Seite existiert, oder fiir die ®(x + x*,z) und ®(x*,z)
existieren.

(b) Verschiedene Losungsbahnen sind disjunkt: Gibt es x1,x2 € R und z1,zo € U derart, dass
D(x1,21) = D(x2,22), s0 ist zp = P(x1 — xp,21). Also liegen zy und z; in der selben Losungs-
bahn.

(c) Geschlossene Losungsbahnen: Gibt es ein x* + 0 und ein z € U mit ®(x*,z) = z, dann existiert
D(x,z) fiir alle x € R und es gilt O(x +x*,z) = ®(x,z) fiir alle x € R. (Die Losung ist
periodisch und die Losungsbahn geschlossen.)

Beweis. (a) ®(0,z) = z gilt nach Definition. Wie in Lemma (5.3) folgt, dass ®(x + x*,z) eine
Losung der Gleichung ist; und der Anfangswert bei x = 0 ist ®(x*, z). Die Behauptung folgt
aus dem FEindeutigkeitssatz.

(b) Aus ®(x1,z1) = P(x2,22) und (a) folgt

22 = D(0,22) = P(~x2, P(x2,22)) = P(~x2, P(x1,21)) = P(x1 — x2,21)-
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(c) Es seietwa x* > 0. Fiir 0 < x < x™ gilt dann mit (a)
(*) D(x,z) =P(x, D(x%,2)) =P(x+x7,2)

Also existiert ®(x,z) fiir 0 < x < 2x™.
Mit Induktion zeigt man analog, dass fiir alle ganzen k > 0 die Losung fiir 0 < x < k-x*
existiert und die Gleichung (*) erfiillt. Weiter hat man fiir x* < x < 2x* auch

D(x-x%,z) =P(x—x",D(x",2)) = P(x,2),

und daraus ergibt sich mit Induktion die Existenz der Losung und die Giiltigkeit von (x) fiir
alle reellen x < 0. O

(5.8) Beispiel. Die autonome Gleichung
') y1—yz—(y%+y%)y1) 0 R2
v (m +2 - (Vi +¥2)y2

besitzt die Losung ¢ : R - R?, ¢(x) = ($°F), wie man durch Einsetzen leicht verifiziert. Also

ist der Kreis um 0 mit Radius 1 eine Losungsbahn. Nun wenden wir (5.7) an: Nach Teil (b)
schneidet eine Losungsbahn mit Anfangswert innerhalb oder aufSerhalb dieses Kreises den
Kreis nicht. Liegt der Anfangswert z innerhalb dieses Kreises, so bleibt die Losung also fiir
alle x € Imax(z) im Kompaktum K = {y; 32 +y3 < 1}. Aus Satz (5.4) ergibt sich Imax(z) = R.
Losungen, die im Inneren des Kreises starten, existieren fiir alle x. Wir haben ohne explizite
Kenntnis dieser Losungen ihr maximales Existenzintervall bestimmt!

Auf weitere Anwendungen werden wir spéater zurtickkommen.

§6. Potenzreihenentwicklungen fiir Lésungen

Wir betrachten (der Einfachheit halber) in diesem Abschnitt eine gewhnliche Differential-
gleichung in einer reellen abhidngigen Variablen:

v =f(xy); f definiert auf der offenen Menge G c R x RR.

Weitere Eigenschaften von f werden im Folgenden noch festgelegt. Es geht uns um Potenz-
reihenentwicklungen fiir Losungen.

(6.1) Beispiel. Betrachte das Anfangswertproblem

y =x*+y%,  y(0)=0.
Fiir die Losung ergibt der Potenzreihenansatz

p(x) =ag+arx + apx? + -

mit unbestimmten Koeffizienten (und hoffentlich positivem Konvergenzradius) zundchst ag =
0 wegen der Anfangsbedingung. Weiter ist

¢'(x) = ay +2ayx + 3asx? +4agx® + 5asx* + 6agx’® + 7ayx® + -
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und mit dem CAUCHY-Produkt fiir Potenzreihen ergibt sich
go(x)2 = a%x2 +2a1a5x° + (2a1a3 + a%)x4 + (2a1a4 + 2a2a3)x5 + (2a1as + 2axay + a%)x(’---.
Einsetzen und Koeffizientenvergleich ergibt nun Folgendes:

OI a =0

X
glz 200 =0 =— ar, =0
x2: 3a3=1+a] = a3=1
X3 day =2a100 = a4=0
£4 : 5a5 = 2&1&3 + a% — as = 0
f : 6ag = 2a1a4 + 20003 — ag=0
6. 7ay = 2aya5 + 200, + a5 —> a7 = &

LI

und so weiter. In diesem Beispiel ist klar, dass der Koeffizientenvergleich ein Rekursionssche-
ma fir die Koeffizienten aj liefert; man scheint damit eine Methode zur ndherungsweisen
Bestimmung einer Losung zu haben. Unklar sind aber Konvergenzfragen.

Zunichst ist aber zu kldren, fiir welche Differentialgleichungen (also fiir welche rechten Sei-
ten) ein Potenzreihenansatz fiir die Losung tiberhaupt sinnvoll ist. Hierzu brauchen wir einen
Steilkurs zu Mehrfachreihen und Potenzreihen in mehreren Variablen.

(6.2) Definition. Es seien a;; € R fiir i, j € Ny gegeben.

(a) Fiir eine endliche Teilmenge M von Ny x INg nennt man

SM = Z al-]-

(i,j)eM
die zu M gehorige Partialsumme.
(b) Die Doppelreihe y.75_, a;; ist die Familie (S 1) peNo <Ny endlich aller Partialsummen.
pp 1,j=0 1] 0xINo

(c) Die Doppelreihe heifdt absolut konvergent, wenn es eine Bijektion T : INg — INg x INj gibt,
so dass 3,2 ar(n) absolut konvergiert. Der Grenzwert wird dann ebenfalls mit ¥.7%_ a;;
bezeichnet.

(6.3) Bemerkungen. (a) Der Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen zeigt, dass
die Definition in (6.2) (c) nicht von der Wahl der Bijektion abhidngt.

(b) Man verifiziert

Z |aT(n)| = Sup{ Z |a1-]-|; M c N x N endlich} .
n=0

(i,j)eM
Damit folgt
|aﬁ|)

Nk

]

il%‘hi(

$,j=0 i=0

Il
o
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und auch
$o-5 (%)
i,j=0 i=0 \j=0

falls die Doppelreihe absolut konvergiert.

(c) Es gibt keinen universellen Begriff fiir bedingte Konvergenz bei Doppelreihen, weil es
auf INg x INg keine ausgezeichnete Anordnung gibt.

(6.4) Beispiel. Die geometrische Reihe

S g

i,j=0
ist fuir |[g| < 1 und |r| < 1 absolut konvergent mit Reihenwert 117 . ﬁ Denn fiir jedes endliche
Mc NQ X No ist

> ol Y Y lal
(i,))eM j(i)eM 120

<S> gl = P—.
kz:(:) zzo 1-|r| 1-q]

Also existiert das Supremum.

(6.5) Definition. (a) Gegeben seien xp,yo € R sowie a;; € R fur alle (i,7) € INg x Np. Dann
heifst

(o)

> a(x = x0) (y - yo)
20

eine Potenzreihe in den Variablen x und y.

(b) Es sei

A={(x,y) eR*: Y, aii(x - x0)'(y - yo)/ konvergiert absolut}.
i,j=0

Das Innere A von A heifit Konvergenzgebiet der Potenzreihe.

(c) Die' Potenz'reihe Z;”‘]?:O Ajj(x - xo)i(y - yo)j heif$t majorisierende Reihe von ij:o a;j(x -
x0)' (y — yo), falls |a;j| < A;; ftir alle (7,j) € No x N.

(d) Eine Funktion f : G - R, (x,y) = f(x,y), die auf einer offenen Teilmenge G c R xR

definiert ist, heifSt analytisch, wenn f in einer Umgebung jedes Punktes (xo,1/o) € G durch
eine Potenzreihe mit nicht leerem Konvergenzgebiet dargestellt werden kann.

Das Gegenstiick zur Theorie von Potenzreihen in einer Variablen ist das folgende
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(6.6) Lemma. Die Potenzreihe Zz?:o a;j(x - xo)i(y - yo)j sei konvergent in (x1,y1) mit x1 # Xo,
Y1 # Yo. Dann gilt: Fiir alle p € (0,1) ist

Ko :={(x,y); [x = x0| <p-|x1 = xo| und [y = yo| < p-[y1 = yol}

im Konvergenzgebiet der Reihe enthalten und die Potenzreihe konvergiert absolut und gleichmiifSig
auf K.

Beweis. Seir =[x - x|, 5 = |y1 - yol. .
Weil aijrls] absolut konvergiert, gibt es ein C > 0 so, dass ]aij|rls] < C fur alle (i,7) € No x No.
Fiir jede endliche Teilmenge M von INg x Ny ist also, falls (x,y) € K,:

Z |aij] - |x = xo|'ly = yol!

= Z || i | X

‘ ‘y yo‘

1 2
<C. ZP“]<C (1 p)

Daraus folgen alle Behauptungen. ]

Die “groflen” Sétze fiir Potenzreihen in zwei Variablen sollen ohne Beweis angegeben werden.
Sie entsprechen offensichtlich bekannten Sétzen fiir Potenzreihen in einer Variablen; es gibt
naheliegende (und richtige) Verallgemeinerungen fiir mehr als zwei Variablen.

(6.7) Satz. Essei Y% a;j(x - x0)!(y - yo)/ eine Potenzreihe mit nichtleerem Konvergenzgebiet A.
Dann ist durch -
frA=R, (xy) e Y e x0) W -yo)
)

eine analytische Funktion definiert. Insbesondere ist f stetig und stetig partiell differenzierbar; die
partiellen Ableitungen sind durch “termweises Differenzieren”, also

O S a3y~ o) % = S jaii(x - x0) (¥ - o)

gegeben; die Reihen konvergieren ebenfalls auf A,

Das Einsetzen von Potenzreihen ineinander ist fiir uns wesentlich. Der Einfachheit halber
setzen wir xg = 1o = 0.

(6.8) Lemma. Es sei Zf,?:o ai]-xiyj eine Potenzreihe mit nichtleerem Konvergenzgebiet, welche die

Funktion f definiert. Weiter sei .72, cyx* eine Potenzreihe in einer Variablen mit positivem Konver-
genzradius, welche die Funktion g definiert und es sei g(0) = co = 0. Dann wird in einer Nullum-
gebung durch h(x) = f(x,8(x)) eine analytische Funktion definiert; ihre Reihenentwicklung ist
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gegeben durch

oo | m l
h(x) =dagg + Z Zam_u Z Z Ckl"'cky xm.
m=1|I=1 r=0 (ky,....kr):
ky+--+kp=l
Insbesondere ist also der Koeffizient von x™ in dieser Reihendarstellung ein Polynom in (endlich
vielen) a;; und cy mit nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten.

Beweis (teilweise): Es soll die Herkunft der Koeffizienten geklart werden. Mit dem CAUCHY-
Produkt aus Analysis I ist

o0

l k
g) =21 > cie X
k=0 (l’],‘.‘,l‘l):
ip+--+ip=k
wobei die Reihe den selben Konvergenzradius besitzt wie diejenige fiir g. Man setzt nun diese
Ausdriicke in die Reihe von /1 ein und sortiert nach Potenzen von x. Die Bedingung ¢(0) = 0
garantiert, dass fiir jede Potenz x nur endlich viele Summanden beim Koeffizienten aufreten.
Konvergenz lasst sich mit mehr oder minder elementaren Abschdtzungen zeigen. ]

(6.9) Bemerkung. Etwas einfacher ist das Einsetzen von Potenzreihen in einer Variablen
ineinander, das vielleicht aus der Analysis bekannt ist: Sind

o0 . [ele]
Yoaix' sowie > cpx*
i=0 k=0

Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius, welche Funktionen f bzw. g einer Verdnder-
lichen definieren, und ist weiter g(0) = ¢ = 0, so wird durch

h(x) = f(8(x))

eine analytische Funktion einer Verdnderlichen definiert; Ihre Reihenentwicklung ist gege-
ben durch

%) m
m
ag+ > | > a Y cipecq |2
m=1\ 120 (ir,...i):
i)+ +ij=mm

Nun zu Differentialgleichungen. Wir betrachten das Anfangswertproblem

¥ =f(xy), ya)=b,

1
@) wobei f auf der offenen Teilmenge G c R x R analytisch ist, und (a,b) € G.

Zur technischen Vereinfachung folgendes selbsterklarende
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(6.10) Lemma. Es ist ¢ eine Losung von (1) genau dann, wenn

¢(x) = p(x+a)-b

das Anfangswertproblem

y' = f(x,y) = f(x+a,y+b), y(0)=0

lost.

Deshalb kann man sich im Folgenden auf das spezielle Anfangswertproblem (1) mit (0,0) € G
und y(0) = 0 beschrénken.

(6.11) Satz. Das Anfangswertproblem (1) besitzt in einer Umgebung von a eine (eindeutige) analy-
tische Losung.

Beweis. Essei (a,b) = (0,0) und f(x,y) = ¥i5_ aijxiyj. Man macht den Ansatz

p(x) =Y vk, mit vy =0.
k=0

(i) Nimmt man zundchst an, dass eine solche Losung mit positivem Konvergenzradius
existiert, dann ergibt ¢’(x) = Y32, (k + 1)vg41 x* sowie Einsetzen mit Lemma (6.8) fiir alle
m 2 0:

m 1
(M +1)0ps1 = D Ay ) (Z > Ukl'“Uk,)~
1=0 r=0 ki+-+k,=I

Weil auf der rechten Seite nur vjmitj<m auftreten, hat man eine Rekursionsformel zur
Berechnung von v,,,1. Mit Induktion erhilt man weiter aus (6.8) :

Fiir jedes m > 0 gibt es ein Polynom Q41 in a;; mit i < m, j < m, mit nichtnegativen
rationalen Koeffizienten, so dass

Um+1 = Qme1 ({aij})~

Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit der Potenzreihe gezeigt. Es bleibt die Konver-
genzfrage.

(i) Ist ) Aijxiyj eine majorisierende Reihe fiir ), aijxiyj und wird ¥, Vix* definiert durch
V=0, Vpua-= Qm+l({Aij})/

so ist dies eine majorisierende Reihe fiir }; vpxk, wie in (i) gezeigt wurde. Findet man
also fiir eine geeignete majorisierende Reihe von ¥ a;x'y/ zum Anfangswertproblem
eine analytische Losung, so gilt die Analytizitat auch fiir die Losung des urspriinglichen
Problems.
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£

o fur alle 7, € INo.

(iii) Nach (6.6) gibt es C >0, p > 0, so dass |a;j| <

Setze also Ajj = % und

N i j
F(x,y) := Zpicﬂ'xly] ) C'Z(ﬁ) (%)
. 1 * 1

1-x/p 1-y/p

Die Gleichung
Yy =F(xy)

ist separierbar; die Losung o des Anfangswertproblems mit y(0) = 0 ldsst sich elementar

bestimmen:
(%) p-(1\J 1—2C-ln(1—%) )

Dies ist eine analytische Funktion; also ist das Argument in (ii) anwendbar. O

(6.12) Bemerkungen. (a) Entsprechendes gilt fiir Systeme gewohnlicher Differentialglei-
chungen mit analytischer rechter Seite: Man hat dann mit Potenzreihen in #n + 1 Varia-
blen zu tun. Die Grundidee bei den Beweisen bleibt dieselbe; der Notationsaufwand

nimmt zu.

(b) Vor der Erfindung neuer Methoden (BANACHscher Fixpunktsatz etc.) lieferten Bewei-
se dieses Typs die einzigen sicheren allgemeinen Ergebnisse zu Existenz- und Eindeu-
tigkeitsfragen. Fiir Differentialgleichungen mit nicht analytischer rechter Seite war die
Sache also vor dem 20. Jahrhundert recht nebulds.

(c) Wichtig ist ein Ergebnis wie (6.11) auch wegen der damit moglichen Strukturaussagen.
Zum Beispiel hat man ohne weitere Arbeit die beliebig oftmalige Differenzierbarkeit
der Losung gezeigt und fiir analytische Funktionen gelten starke Aussagen, etwa der
Identitétssatz.

(6.13) Beispiel. Auf EULER geht die Diskussion des folgenden Anfangswertproblems zu-
riick:
Xy =y-x, y(0)=0.

Der Ansatz ¢(x) = Y32, vcx* liefert

M (k-1)op %" = (01 - Dx+ Y vxb;

k=2 k=2
also v1 = 1 und die Rekursion vy = (k—1)vx_1, k > 2. Damit vy = (k—1)! fiir alle k > 1 und die
Reihe hat Konvergenzradius Null.
Dies steht nicht im Widerspruch zu (6.11), denn in Standard-Schreibweise hat man

oy 1
== -—, 0)=0;
y=3"5 YO
und die rechte Seite ist alles andere als analytisch in 0. (EULER hat tibrigens auch mit diver-
genten Reihen unbefangen hantiert; manchmal zu Recht.)
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Anmerkungen zu Kapitel I

Weitere Klassen elementar losbarer (d.h. auf Integrationsprobleme zurtickfiihrbarer) Glei-
chungen finden sich in WALTER, Kap. I, § 1. Dort werden fiir separierbare Gleichungen auch
Eindeutigkeitsfragen diskutiert. Ein Beweis des Existenzsatzes (4.17) von PEANO findet sich
(fiir eine allgemeinere Klasse von Gleichungen) bei AMANN (Theorem 7.3). Ein ausfiihrlicher
Beweis von Satz (6.7) fiir Systeme wird in CARTAN gegeben.



II. Lineare Differentialgleichungen

In diesem Kapitel behandeln wir lineare Differentialgleichungssysteme sowie lineare Diffe-
rentialgleichungen hoherer Ordnung. Solche Gleichungen sind fiir sich selbst und fiir An-
wendungen von Interesse; dariiber hinaus sind sie auch wesentliche Grundlage fiir das Ver-
stindnis komplizierterer Gleichungen. Wie sich zeigen wird, sind Begriffe und Resultate aus
der Linearen Algebra fiir diese Klasse von Gleichungen sehr niitzlich.

§1. Lineare Systeme: Strukturaussagen

(1.1) Definition. Sei I c R ein nicht entartetes Intervall und A : I — Mat(n x n;R) eine
stetige Abbildung. Dann heifst

Yy =AR®)-y
ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem (erster Ordnung). Ist dariiber hinaus die
Abbildung b = (by, ..., by)" : I > R" stetig, so nennt man

y' = A(x)-y+b(x)

ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem und y’ = A(x) - y das zugeordnete homo-
gene lineare Differentialgleichungssystem.

Man beachte, dass A : I - Mat(n x n;R) genau dann stetig ist, wenn alle Komponentenfunk-
tionen ay : I - R, A = (ajk)1¢jk<n, Stetig sind.

(1.2) Bemerkung. Im Hinblick auf spitere Anwendungen ist es sinnvoll, auch komplexe
Differentialgleichungssysteme zu betrachten, die die Form

y' = A(x)-y+b(x)

haben, wobei A : [ - Mat(n xn;C) und b : I - C" stetige Abbildungen auf einem Intervall
I c R sind. Eine Losung ist dann eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : I - C" mit

¢'(x) = A(x)-p(x) +b(x) fiiralle x eI

Man beachte aber, dass die unabhédngige Variable x hier stets reell ist.
Grundsétzlich ldsst sich dies auf den reellen Fall (mit doppelter Dimension) zurtickfiihren:
Ist

A=A1+i-A2, b=b1+i'b2

41
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je die Zerlegung in Real- und Imagindrteil, so ist ¢ = u +iv Losung der komplexen Gleichung
genau dann, wenn

u':Al-u—Az-v+b1
v =Ay u+A;-v+by.

Der “komplexe Standpunkt” besitzt jedoch einige Vorteile, wie sich zeigen wird.

Zu Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gilt Folgendes; dabei setzen wir K = R oder C.

(1.3) Satz. Seien I c R ein nicht entartetes Intervall und A : I -~ Mat(n x n;K) sowie b : [ - K"
stetige Abbildungen. Dann gibt es zu jedem xq € I und ¢ € K" genau eine Losung des Anfangswert-
problems

y' =A(x)-y+b(x), y(x)=c,

welche auf ganz 1 existiert. Jede weitere Losung des Anfangswertproblems ist Restriktion von dieser.

Beweis. Nach (1.2) konnen wir K = R annehmen. Sei nun
f:IxR">R", (x,y)~ A(x) -y+b(x).
Dann ist f stetig, und weiterhin gilt

Ui gi(x) far 1<i<n,

wobei a;; den entsprechenden Eintrag von A bezeichnet. Ist | c I ein kompaktes Intervall, so
sind alle a;; als stetige Funktionen beschriankt auf J. Weil | x R"” auch konvex ist, zeigen Be-
merkung (4.5) und Satz (4.11) aus Kapitel I, dass jedes Anfangswertproblem eine eindeutige
Losung auf ganz | besitzt.

Die Behauptung fiir I ergibt sich nun mit einer Folge (Jx)ren kompakter Intervalle, wobei

Jic € Jiesq fuir alle k und fj Jx = 1. Die letzte Aussage ergibt sich aus Kapitel I, Korollar (4.10). O
k=1

Nun untersuchen wir die Struktur der Losungsgesamtheit.

(1.4) Satz. Seien I c R ein nicht entartetes Intervall und A : I — Mat(n x n;K) eine stetige
Abbildung.

a) Dann ist die Menge V aller Losungen ¢ : I — K" des homogenen linearen Differentialgleichungs-
systems

y'=Ax)-y
ein IK-Vektorraum.
b) Sei xg € I gegeben. Dann ist die Abbildung von K" nach V, welche ¢ € K" die Losung des An-

fangswertproblems y' = A(x) -y, y(xo) = c zuordnet, ein Isomorphismus von K-Vektorriumen.
Insbesondere gilt also dimg V' = n.
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Beweis. a) Trivialerweise ist ¢ = 0 eine Losung. Fiir ¢1, ¢, € V und «a, B € K gilt

(a1 + Ba)" = ay + B = a A(x)P1 + BA(X)p2 = A(x) (apr + Bep2),
also a¢q + B2 € V. Demnach ist V ein K-Vektorraum.

b) Die Abbildung werde mit S abgekiirzt. Sie ist nach (1.3) wohldefiniert. Wie in Teil a) folgt
die Linearitdt von S. Weil offenbar ¢ = 0 die einzige Losung zum Anfangswert ¢ = 0 bei
xp ist, ist Kern S = {0}, also S injektiv. Ist weiter ¢ € V, so ist ¢ nach (1.3) die Losung zum
Anfangswert ¢ := ¢(x0) bei xg. Wegen (1.3) ist S auch surjektiv. ]

(1.5) Beispiel. Wir betrachten auf I = (0, o) das Differentialgleichungssystem

V1=Y2 A -(0 1)
vh=%1, (x) (Z/x2 0]

=) o (1)

Losungen sind mit linear unabhédngigen ¢(1) = (é) und (1) = (_11) Also ist ¢(x),p(x) eine
Losungsbasis, d. h. Basis des Losungsraums.

Nachrechnen zeigt, dass

(1.6) Definition. Mit den Voraussetzungen von Satz (1.4) sei ¢y, ..., ¢, ein linear unabhan-
giges System von Losungen. Dann heif3t die Matrix @ := (¢4, ..., ¢, ) mit den Spalten ¢; eine
Fundamentalmatrix der homogenen linearen Differentialgleichung.

Dass wir eine Fundamentalmatrix eines homogenen linearen Differentialgleichungssystems
und den lokalen Fluss eines (beliebigen) autonomen Systems mit demselben Buchstaben be-
zeichnen, sollte (hoffentlich) nicht verwirren.

(1.7) Lemma. Mit den Voraussetzungen von (1.4) gilt: ®(x) ist fiir alle x € I invertierbar und
erfiillt die Matrix-Differentialgleichung

P'(x) = A(x) - D(x).

Jede Losung des homogenen linearen Differentialgleichungssystems hat die Gestalt ®(x) - ¢, mit
ce K"

Beweis. Wire ®(xg) fiir ein xg € I nicht invertierbar, so gdbe es \j,..., A\, € K, nicht alle
Null, so dass A1 ¢1(x0) + - + An@n(x0) = 0. Mit Satz (1.4) b) folgt \y@1 + -+ A, ¢, = 0 und die
Funktionen ¢;, ..., ¢, sind linear abhangig; Widerspruch.

Fiir die weiteren Aussagen beachte, dass die Spalte Nr. j von A(x) - ®(x) gerade durch A(x)-
¢j(x) gegeben ist. o

Wie bei linearen Gleichungssystemen behandeln wir nun den inhomogenen Fall.
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(1.8) Satz. Seien I c R ein nicht entartetes Intervall, A : I - Mat(n x n;IK) und b : I — K" stetige
Abbildungen.

a) Dann bildet die Menge L der Losungen auf I des inhomogenen linearen Differentialgleichungs-
systems

y = A(x)-y+b(x)

einen n-dimensionalen affinen Unterraum des Vektorraums aller stetigen Abbildungen von I
nach KK". Es gilt
L=¢y+V,

wobei g : I — K" eine spezielle Losung (“partikulire Losung”) ist und V den Raum der Lo-
sungen auf I des zugeordneten homogenen linearen Differentialgleichungssystems y' = A(x) -y
bezeichnet.

b) “Variation der Konstanten”: Ist ®(x) = (@1(x),..., ¢n(x)) eine Fundamentalmatrix des homo-
genen Differentialgleichungssystems, so erhilt man alle Losungen ¢ : I — K" des inhomogenen
Differentialgleichungssystems durch

P(x) =P(x) u(x), u(x)= fxcb(t)_lb(t) dt+c, xpel, xel, ce K"

Das heifst, u durchliuft die Losungen u : I — K" des Differentialgleichungssystems

u'(x) = ®(x) 7 b(x).

Beweis. Sind o, € L, so gilt

(¥ =0)" = 9" = ¢ = A(x)§ +b(x) = (A(x)tho + b(x)) = A(x) (¥ — ¢o),
alsop—pe Vund ¢ e o+ V. Fiir p € V gilt

(Yo+ @) =9+ ¢ = A(x)po + b(x) + A(x)p = A(x) (o + @) + b(x),

also 1o + ¢ € L. Demnach gilt L = g + V. Die Existenz von 1y folgt aus (1.3), der verbleibende
erste Teil aus (1.4).

Aus dem Ansatz ¢ = ®-u ergibt sich ' = " - u+P-u' = A-p+P-u’ wegen ' = A-P.
Demnachist € L,d.h. ¢’ = A-p +b, dquivalent zu ®-u’ =b,d.h. u’ = d! - bund

X
u(x) =c+ f (1) b(t) dt.
X0
Das ist die Behauptung. ]
Wir diskutieren ein
(1.9) Beispiel. Fiir I =R, K = R sei gegeben das Differentialgleichungssystem

Vo= (0 1 (0
yi :ylisin(2x), A(x)_(l 0)' b(x)_(sin(Zx))'
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Das homogene Differentialgleichungssystem y; = -y, y5 = y1 hat

1 (x) = (cos x)’ P2 (x) = (—sinx)

sin x Ccos X

als Losungen. Wegen
1 0
n©-() ¢0-()
ist (¢1(x), p2(x)) eine Losungsbasis. Nun gilt

u(x)—/ cosx -sinx\ [ 0 dx—f cosx sinx 0 i
B sinx cosx sin 2x B —sinx cosx)\2sinxcosx
(2sin2xcosx) 2 [( sin® x ) (c1)]
= f . 2 dx: — 3 + .
2.sin X cos” x 3|\-cos’x C

Folglich erhélt man die allgemeine Losung
_fcosx -sinx)2[( sin’x 2
plx) = (sinx COSs X ) 3 [(—cos3x) * (02)]
1

2 ( cosxsinx+cicosx—cpsinx 2 Esin2x+c1cosx—czsinx)

3 sinzx—coszx+c1sinx+czcosx " 3\ —cos2x +cysinx +cycosx

(1.10) Bemerkung. In einer Reihe von Féllen ist es moglich, auf einfachere Weise an eine
partikuldre Losung des inhomogenen Systems zu kommen. (Beachte, dass nach (1.8) a) die
Kenntnis einer einzigen Losung des inhomogenen Systems geniigt, wenn man das homoge-
ne System schon gelost hat!)

(1.11) Beispiel.

/ 0 _1 ex .
y :(1 0)-y+(0) in R?.

Das zugeordnete homogene System hat nach (1.9) die Losungsbasis
-sin x)
cosx /

ON| o2 - (

Macht man fiir eine spezielle Losung den Ansatz

Po(x)=e"-v= ex‘(vl)

02

Ccos x)
sinx)’

mit zu bestimmendem v, so ergibt Einsetzen

Ex'( )—ex( ) ex‘(o)/

7)1+02=1
—01+Z12:0

1/2).

it Lo _
mit Losung 0 (1/2
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1/2

Damit o (x) = e* - (1/2

) und die Losungsgesamtheit ist gegeben durch

M (1/2) (cosx) (—sinx)
e*- +c1-| . +Cp- ,
1/2 sin x cos x
mit reellen Konstanten c¢; und c».

Nun wenden wir uns dem Problem zu, wie man Losungen homogener linearer Systeme be-
stimmt. Vorab sei zur Warnung angemerkt, dass man generell (also fiir beliebiges A(x)) kein
Verfahren hat, eine Losungsbasis explizit zu bestimmen. Gerade deshalb sind Struktursétze
wie (1.3), (1.4) und (1.8) interessant! Fiir den Fall, dass A(x) = A konstant ist, ldsst sich jedoch
wieder Lineare Algebra einsetzen:

(1.12) Satz. Sei A e Mat(n x n;K) konstant.

a) Ist a e K" ein Eigenvektor von A zum Eigenwert X € K, so ist
¢$:R K", x = eMa,

eine Losung des Differentialgleichungssystems y' = Ay.

b) Wenn ay,...,a, eine Basis des K" ist, die aus Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten
A1, .-, A\n € K besteht, so bilden die Funktionen

¢r:R—>K", x> g, k=1,...,n,

eine Losungsbasis des Differentialgleichungssystems y' = Ay.

c) Ist A e Mat(n x n,IR), so ergibt sich aus b) eine reelle Losungsbasis (mit R"-wertigen Funktio-
nen) wie folgt:
Hat A die reellen Eigenwerte Ay, ..., A\, mit Eigenvektoren ay, ... ,a, € R" und die nicht-reellen
Eigenwerte Ap+1, ceoy )\p+q, Ap+1, “e ,Ap+q, Tﬂit EigenUEktOT"en aer], “e ,ap+q, ﬁer], “e ,ﬁp+q, n=
p +2q, so dass die n Eigenvektoren linear unabhingig sind, dann bilden die Funktionen

X e/\fxaj, 1<j<p, xw~ Re(e/\f"aj), X Im(e)‘f"a]-), p<j<p+q,

eine reelle Losungsbasis des Differentialgleichungssystems.

Beweis. a) Es gilt ¢’ (x) = \e™a = M Aa = Ap(x), x € R.

b) ¢1,...,¢n sind nach a) Losungen und ¢1(0) = a3, ..., ¢,(0) = a, sind linear unabhangig.

c) Vorab sei (zur Erinnerung) angemerkt, dass fiir reelles A aus A-v = p-v (p € C, v e
C") auch A-7 = ji- 7 folgt; also sind die Voraussetzungen stets erfiillbar, wenn A komplex
diagonalisierbar ist.

Nach (1.4) reicht es zu zeigen, dass die Werte der angegebenen Funktionen bei x = 0 tiber C
linear unabhingig sind, also

1 _ 1 _
ai,...,ap, E(aiﬂl +lpi1), .-, E(awq +pig),

1 _ 1 _
o (@pe1—Aps1),-- s Z(ap+q +lpig)-
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Dies folgt aber sofort aus der linearen Unabhdngigkeit von

al,...,ap, ap+1,...,ap+q, ap+1,...,ﬁp+q ﬁber C. O

(1.13) Beispiele. a) y' = (i‘ ;) Y.

Routine-Rechnungen ergeben die Eigenwerte und Eigenvektoren

)\123, 7)12(1),’ )\22—1, 7)2:(1).

1 -1
Also bilden
1
¢1:R->R, x»—»e?’x-(l)
1
¢2:R->R, x»—»e’x-( 1)

ein Fundamentalsystem.
Die Losung y zum Anfangswert b = (é) bei x = 0 erhdlt man aus dem Ansatz

Y=C-@1+C2- P2,

() (2)-0-()

Dies fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem fiir ¢; und cy:
4 1
(- mutosns 0yt
0 -1

b) y' = (1 0 )-y (vgl. Beispiel (1.9)).

und Einsetzen:

Hier hat man die komplexen Eigenwerte und Eigenvektoren
AM=i, U= ( 1.); A=-1, Uy= (1)
—i i

p(x):eix-(l‘) zu A und 0.
—i

und die Losung

Gemafs (1.12) c) erhdlt man ein reelles Fundamentalsystem aus Real- und Imaginérteil von
p. Aus

sinx —1i-cosx

p(x) = (cosx+i-sinx)- (_11) = (

COS X . [ sinx
= . +1-
sin x —COS X

cosx+i-sinx)
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also )
sin x )
—cosx/

- ( HON|
Fiir die (grofle) Klasse der reell oder komplex diagonalisierbaren Matrizen fiihrt (1.12)
die Losung der zugeordneten linearen Differentialgleichungssysteme auf Lineare Algebra
und Algebra zuriick. (Es geht nicht ohne Algebra, weil Nullstellen von Polynomen eine
Rolle spielen.) Bekanntlich gibt es jedoch Matrizen, die (auch tiber C) nicht diagonalisier-

bar sind. Fiir eine vollstindige Behandlung von Systemen mit konstanten Koeffizienten
ist deshalb mehr Aufwand notig.

Ccos x)
sinx /)’

Schliefslich halten wir noch eine Eigenschaft von Fundamentalmatrizen fest.

(1.14) Satz. Sei I c R ein nicht entartetes Intervall, A : I — Mat(n x n;R) stetig und ® eine
Fundamentalmatrix des homogenen Systems y' = A(x)y. Dann erfiillt die WRONSKI-Determinante

w(x) = det(P(x))
die lineare Differentialgleichung

w'(x) = (Spur A(x)) - w(x).

Beweis. (i) Die Determinantenabbildung ¢ : Mat(n x n;R) - R, X ~ detX, ist als Poly-
nomabbildung stetig differenzierbar. Wir zeigen zunéchst fiir die (Richtungs-)Ableitung:

(%) DY(X)B = 9(X) -Spur (BX™!),

falls X invertierbar und B beliebig.
Ist X gleich der Einheitsmatrix E, so ist dies fast direkt zu sehen: Entwickle det(E + s - B) mit
der LAPLACE-Formel, also

det(E+s-B) = ) sgn(0)c1,0(1) Cno(n) ;

€Sy

dabei seien die Cij die Eintrdge von E + s - B, und summiert wird iiber alle Permutationen von
n Elementen. Betrachte dies als Polynom in s. Ist ¢ # id, so stehen im zugehorigen Produkt
mindestens zwei Nicht-Diagonal-Elemente; also ist das Produkt ein polynomiales Vielfaches
von s2. Fiir ¢ = id hat man

C11-Cyp = 1 +5-Spur B+sz-(---).

Damit
%(19(]5 +sB) - l‘)(E)) =Spur B+s-(-)

und fiir s - 0 folgt DY(E)B = Spur B.
Fiir invertierbares X folgt nun die Behauptung wegen

(X +5sB) = 9(X)-9(E +sBX1).
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(ii) Damit ist
w'(x) = %ﬁ(@(x)) = D(P(x))D'(x) (Kettenregel)

Q 8(@(x)) Spur (@' (x)@(x) ™)
= 8(P(x)) -Spur A,

dad'=A-. O

, (e
y = 2 43 y
ist es (vorsichtig gesagt) nicht einfach, eine Fundamentalmatrix anzugeben. Man weifs mit
(1.14) aber sofort, dass die Determinante jeder Fundamentalmatrix konstant ist.

(1.15) Beispiel. Fiir das System

§2. Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Es sei weiter A € Mat(n x n;K) eine konstante Matrix.

Eine Basis aus Eigenvektoren existiert bekanntlich genau dann, wenn A diagonalisierbar ist,
wenn es also ein T € GL(n; K) gibt mit

A 0
T AT = )
0 A\

Das ist z. B. fiir K = R der Fall, wenn A symmetrisch ist. Im allgemeinen Fall gibt es nach
dem Satz von der JORDANschen Normalform zu A € Mat(n x n;C) ein T € GL(n;C) mit

A 1 0

J 0 A
T1AT = , = C L | eMat(ny x iy ©).
0 Jk 0 A,
Dann ist (f — A\1)™ -...- (t — A\¢)" das charakteristische Polynom von A.

Wir betrachten nun das Verhalten bei Konjugation.

(2.1) Lemma. Sei A € Mat(n xn;C) und T € GL(n;C). Eine Funktion ¢ : R — C" erfiillt genau
dann das Differentialgleichungssystem y' = Ay, wenn

p:R->C", xw~ T71<p(x),

eine Losung des Differentialgleichungssystems z' = (T~1 AT)z ist.
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Beweis. ' = Ay ist 4quivalent zu

(Tly) =T Y =T Ay = TTAT(T y). o

Mit dem Lemma und der bekannten Transformierbarkeit auf JORDAN-Normalform konnen
wir nun allgemeine Systeme mit konstanten Koeffizienten behandeln. Dazu benutzen wir die
Matrix-Exponentialfunktion, die auch in anderen Zusammenhingen von Interesse ist. Defi-
niert wird diese Funktion tiber die bekannte Reihe.

Wir betrachten Mat(n x n;C) = IR?" als normierten reellen Vektorraum mit der euklidischen

Norm
n n
|A]l = |A]2 = \/Spur(A' A) = > X lal? A= (ag).

j=1k=1

(2.2) Lemma. Fiiralle A, B e Mat(n x n;C) gilt

|AB] <Al -|B]

Beweis. Nach der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung gilt wegen

n
AB = (cjt), cik = . ajby, A= (aj), B = (bj)
i-1

auch
2 n 2 n n n 2
[ABI® = > > leil =2 [D ajb
= o Pt
n n n n
< Zz[(zw (z - )]
ik L\iS m1

= AP 1BJ D

(2.3) Satz. Die Exponentialreihe

exp(A) = Z k'Ak = lim (i %Ak)

konvergiert fiir alle A e Mat(n x n;C).
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Beweis. Nach der Dreiecksungleichung und (2.2) gilt fiir alle M > m > 0 und A € Mat(n x

n;C)
M m M
1,k 1,k Y
T IR VL B DLy
k=0 k! k=0 k! k=m+1 k!
M 1 P M 1 P
< ¥ Sl ¥ oAl
k=m+1 "™ k=m+1 "™

Aus der Konvergenz der reellen Exponentialreihe
exp(|A]) = Y =14
k=0

folgt, dass die Partialsummenfolge (Z,’io %Ak)m>1 eine CAUCHY-Folge in Mat(n x n;C) ist:

Zu e > 0 wihle m derart, dass Y12, .4 %HAHk < &. Weil Mat(n x n;C) als endlich-dimensionaler
R-Vektorraum vollstandig ist, folgt die Behauptung. ]

Damit haben wir die Matrix-Exponentialfunktion
exp : Mat(n x n;C) - Mat(n x n;C)
definiert. Weil Mat(n x n;R) ein abgeschlossener Unterraum ist, folgt

exp(A) e Mat(n xn;R) fir A e Mat(n x n; R).

Betrachten wir einige Eigenschaften dieser Exponentialfunktion.

(2.4) Lemma. Fiiralle A, B e Mat(n x n;C) gilt:
a) exp(A+ B) =exp(A)-exp(B), falls AB = BA.
b) exp(B'AB) = B! -exp(A) - B, falls B invertierbar.

c) exp(A) ist invertierbar mit
exp(A)~! = exp(-A).

Beweis. a) Weil AB = BA, gilt die binomische Formel
ko (k
(A+B)f=Y (Z)A’Bk—l
1=0

fiir alle k € IN. Damit leitet man die Identitdt exp(A + B) = exp(A) -exp(B) fiir Matrizen genau
so her wie fiir reelle oder komplexe Zahlen.
b) Fiir jedes k € N gilt B"'A*B = (B~ AB)¥. Also gilt fiir jedes m € Ny

e Lot vk et 1k
> (BABY =B (Y oAt B,
izo k! o k!
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denn die Abbildung Mat(n x n,C) - Mat(n xn,C), X ~ B~1XB ist linear, also auch stetig.
Der Grenziibergang m — oo liefert

exp(B'AB) =B~ exp(A)-B.
c) Weil A und (-A) multiplikativ vertauschbar sind, folgt mit a)
exp(A)-exp(-A) =exp(-A)-exp(A) =exp(A-A) =exp(0) = E;
dabei ist die letzte Gleichheit aus der Reihe offensichtlich. o

Es ist hier eine Warnung angebracht: Die Identitit exp(A + B) = exp(A) - exp(B) gilt nicht
allgemein; die multiplikative Vertauschbarkeit von A und B wurde nicht ohne Grund vor-
ausgesetzt.

Der folgende Satz klart, warum die Matrix-Exponentialfunktion fiir Differentialgleichungen
relevant ist:

(2.5) Satz. a) Fiir A e Mat(n xn;C) gilt
% exp(xA) = A-exp(xA) fiiralle x e R.

Also ist ®(x) = exp(xA) eine Fundamentalmatrix des homogenen linearen Differentialglei-
chungssystems y' = A -y im Sinne von Definition (1.6). Diese Fundamentalmatrix ist durch
die Anfangsbedingung ®(0) = E eindeutig bestimmt.

b) Die Losung des Anfangswertproblems y' = A -y, y(0) = c ist gegeben durch ¢(x) = exp(xA)-c.
c) Weiter gilt det(exp(xA)) = exSpur A

Beweis. a) Nach (2.2) und (2.4) gilt fiir x, xo € R, x # xo,

| 5 lep(x) -exp(x)] - A-exp(xo) |

< | lexp(G-x)) - E1- 4] - Texp(xo)]
X —=X0
() 1 3
- [E g0 lexpCon)
0o 1 -
& el (5 - xo21A1 ) expaan)l.
k=2 "+

(Beachte: Fiir |x —xp| < 1ist X %HAH" konvergente Majorante fiir die Reihe.) Fiir x — xo
k=2

konvergiert dieser Ausdruck gégen 0; also gilt

4 exp(xA)‘ = lim [exp(xA) —exp(xpA)] = A-exp(xpA).

dx Y=X0  x—xo X — XQ

Die Behauptungen in b) und c) folgen aus Lemma (1.7) und Satz (1.14). O
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Damit haben wir einen systematischen Zugang zur Bestimmung eines Fundamentalsystems
fiir das homogene System ' = A -y mit konstanter Matrix A: Berechne exp(xA). Aus Lemma
(2.4)b) - oder Lemma (2.1) - sieht man auflerdem, dass es prinzipiell reicht, diese Berechnung
fiir A in JORDAN-Normalform durchzufiihren. Dafiir ist hilfreich:

Aq 0
(2.6) Lemma. a) Gilt A = mit quadratischen Blocken Ay, ..., A,, so folgt
0 A,
exp(A1) 0
exp(A) = .
0 exp(Ar)

b) Ist speziell A = (uo1 o ) eine Diagonalmatrix, so gilt
an

e 0
exp(A) = .
0 e’

Insbesondere gilt exp(\E) = eE.

c) Fiir
Al 0
J = 1 € Mat(n x n;C)
0 A
gilt
2 n-1
1 x 5 (;);71)!
exp(x-]) = M- 2
x
0 1

Beweis. a) und b) Man hat fiir alle k € N

Ay 0 Ak 0
0 A, 0 Ak

o 1 Ak 0 exp(A1) 0
exp(A) = k;) a = :

0 Ak

also
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c) Nach Lemma (2.4) und b) gilt

0 x 0
exp(x]) = exp(AXxE + N) = e -exp(N), N = .
0 0
Wegen
2
0 x 0 00 x 0
NO=E N'=[ , N2 = 2|,
X
0 0
0 0
0 0 x"!
N" = O 1 N-0,k>n,
0 0
gilt
n-1 1 ‘
exp(N) = ¥ N,
k=0
und die Behauptung folgt. o

In Teil b) dieses Lemmas findet man (zusammen mit Lemma (2.1)) fiir diagonalisierbare Ma-
trizen das Verfahren von Satz (1.12) wieder. Fiir eine Matrix A € Mat(n x n,IK) in JORDAN-
Normalform beschreiben Teil a) und Teil ¢) des Lemmas die Gestalt der Fundamentalmatrix
exp(xA). In den Spalten dieser Matrix steht ein Fundamentalsystem; jedes seiner Elemente
hat die Gestalt
p(x) =M p(x),

wobei p(x) ein K"-wertiges Polynom in x ist. Fiir ein JORDAN-Késtchen der Grof3e k x k treten
genau Polynome der Grade 0,1, ...,k -1 auf. (Das Polynom vom Grad 0 ist konstant und ein
Eigenvektor von A.)

Damit konnen wir eine generelle Strukturaussage treffen.

(2.7) Satz. Essei A € Mat(n xn;C).

a) Fiir jedes JORDAN-Kiistchen der GrofSe k x k zum Eigenwert \; von A existiert ein linear unab-
hingiges System @; 1, ..., @i von Losungen der Gestalt

@i j(x) = pij(x) N1 <j<k,

wobei p;j(x) € Ck, x € R, in jeder Komponente ein Polynom vom Grad < j—1 ist. Speziell ist
pia1 ein Eigenvektor zu ;.

b) Ein System von n Losungen, das so aus der Gesamtheit der JORDAN-Kiistchen gewonnen wird,
ist eine Losungsbasis.
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c) Ist A reell, so erhilt man eine reelle Losungsbasis wie folgt: Ist X nicht-reell, so wihle zu jedem
JORDAN-Kistchen fiir A wie in a) Real- und Imagindrteil Re ¢1,Im ¢1,...,Re ¢, Im @y, und
lasse die Losungen zum entsprechenden JORDAN-Kiistchen von \ weg.

Beweis. Ist Ain JORDAN-Normalform, so folgen a) und b) direkt aus Lemma (2.6), wenn man
die Spalten von exp(xA) betrachtet. Andernfalls sei T € GL(1,KK) so, dass T"' AT in JORDAN-
Normalform ist; dann benutze Lemma (2.4) b) oder Lemma (2.1). Bei der Riicktransformation
dndern sich die Grade der beteiligten Polynome nicht. Teil c) wird analog zu Satz (1.12) c)
bewiesen; wir verzichten hier auf Details. m]

(2.8) Bemerkungen. a) Grundsitzlich liefert Satz (2.7) einen systematischen Zugang zur
Bestimmung eines Fundamentalsystems. Unter Umstdnden ist es jedoch auch sinnvoll,
nur die Information tiber die Gestalt der Losungen zu benutzen und direkt zu rechnen.

b) Hat A e Mat(n xn;K) “nur” obere Dreiecksgestalt, so ldsst sich das zugehorige homoge-
ne System

/

Y1 =auy1+ -+ amlYn
/

Yo = axnyz + -+ amln

/
Yu-1 = 0n-1,n-1Yn-1 * An-1,nYn

!
Yu = AnnlYn

unter Zuhilfenahme von Kapitel I, Korollar (3.4) und Satz (3.6) “von unten nach oben”
sukzessive 16sen: Lose die letzte Gleichung, setze das Resultat in die vorletzte ein und
16se; usw. In jedem Schritt ist nur eine eindimensionale lineare Differentialgleichung zu
16sen.

(2.9) Beispiel. Man betrachte das Differentialgleichungssystem

]/323]/14-]/2, A= 3 1
Y= -Y1+Y2 -1 1)

A hat das charakteristische Polynom (f-3)(t-1) +1 = ( -2)? und somit 2 als doppelten

. Dann erhélt man eine Losungsbasis in der Form

2y 1 2y DC+IB.X'
¢ (—1)’ ¢ ('y+5x

aufgrund von (2.7), wobei wir gleich « = 0 annehmen diirfen. Wir bestimmen S, ,J durch
Einsetzen in das Differentialgleichungssystem:

FEigenwert mit Eigenvektor (_11

(B+2Bx)e™ = (y+ (3B +0)x)e™,
(0 +27+25x)e** = (y+(6-B)x)e¥.
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Daraus ergibt sich das lineare Gleichungssystem

B=7 2B=3B+9, 6+2y=7, 20=0-P,

das die Losung B = y = -6 besitzt. Also ist
20 [ 1 2x X
“(3)

Man sollte nicht meinen, dass die Bestimmung einer Fundamentalmatrix fiir gegebenes A
grundsétzlich gelingt. Ein grofses Hindernis ist etwa die exakte Bestimmung der Nullstellen
des charakteristischen Polynoms, die in Realsituationen (anders als iiblicherweise in Klau-
suren) nicht moglich ist. Der Wert der entwickelten Theorie erschopft sich aber nicht in An-
wendungen auf explizite Rechnungen. Wichtig sind auch strukturelle Aussagen iiber das
Verhalten der Losungen, wie die Folgende.

eine Losungsbasis.

(2.10) Satz. Gegeben sei A e Mat(n x n,K) und auf K" sei (irgend-) eine Norm | - | vorgegeben.

a) Haben alle Eigenwerte von A negativen Realteil, so gibt es reelle B > 0 und M > 0 derart, dass
| exp(xA)-c < M- [c] - e

fiir alle c € K" und alle reellen x > 0. Insbesondere gibt es zu jedem € > 0 ein & > 0 derart, dass
aus |c| < folgt:
|exp(xA)-c||<e fiiralle x>0,

und weiter gilt lim,_, o exp(xA)-c = 0.

b) Gibt es einen Eigenwert \* von A mit Re \* > 0, so gibt es zu jedem € > 0 ein ¢ € K", so dass
||| < &, aber die Losung exp(xA) - c ist auf [0, co) unbeschrinkt.

Beweis. a) Wir diirfen hier K = C annehmen.
Vorbemerkung: Fiir jedes & > 0 und jedes Polynom g : R — IR gilt bekanntlich

lim e™* - g(x) =0

X—>00

und es gibt ein K > 0 derart, dass [e™** - g(x)| < K fiir alle x € [0, 00). Sei > 0 so, dass — > Re A
fir jeden Eigenwert A von A.

Sei nun A = u +iv Eigenwert von A, mit B + p < 0 nach Voraussetzung. Wir betrachten die zu
einem JORDAN-Kastchen fiir A gehorigen Losungen. Fiir eine Losung der Gestalt

@(x) = p(x) - (p vektorwertiges Polynom)
ist
[P @(2)] = e[ p(x)e!™ e[ = el |p(x)|  (da [e"*|=1)

< elBrmx, q(x) fir alle x>0,
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wobei g : R - R ein Polynom ist, das sich aus

IpCl =1 Pl < X lpil-x' = q(x) fiir x>0

bestimmt.

Mit der Vorbemerkung folgt die erste Behauptung fiir den Anfangswert c = p(0), mit einer
geeigneten Konstante. Gemafs Satz (2.7) erhélt man aus dem dort angegebenen Fundamental-
system eine Basis vy, ..., v, des K" und Konstanten Ky, ..., K, derart, dass

|ef* - exp(xA)-v;| <K;, alle x>0,
und lim, ., ef* -exp(xA)-v; =0, 1<i < n.

Fiir c e K", ¢ = 1 ¢jv;, gilt |c| > Kg' - max{|c1],...,|cu|} fiir ein geeignetes Ky > 0, denn alle
Normen auf K" sind dquivalent.
Setzt man nun M := n- Ky-max{Kjy, ..., K,}, soist fiir alle x > 0

n
P -exp(xA) c| < 3. [cilleP* exp(xA) vy
i=1

was zu beweisen war.
Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten, etwa mit J = ﬁ
b) Es sei v ein Eigenvektor zu \* = p* +iv*, mit |v| = 1. Dann ist fiir c = 5 - v:
3
lexp(xA)-c]l = 5 [exp(xA) -]

= 2o = Set T 5 oo
2 2
fiir x - oo. Falls K = C, folgt die Behauptung direkt, ebenso fiir K = R und reelles \*. Fiir

K =R und \* ¢ R konnen Real- und Imaginérteil der Losung nicht beide beschrdnkt sein. O

A*x

(2.11) Bemerkung. Wir werden diesen Satz spater bei Stabilitatsfragen benutzen. Man kann
auch den Fall genau diskutieren, dass Re A < 0 fiir jeden Eigenwert A von A gilt:

Besitzt ein Eigenwert p mit Re y = 0 einen nichttrivialen JORDANKasten, so hat y’ = Ay unbe-
schrinkte Losungen (Polynome oder Polynome -¢"“¥, w € R) fiir x — co. Wenn also Re A < 0
fur alle Eigenwerte A von A, so sind alle Losungen auf [0, oo | beschrankt nur dann, wenn
alle Eigenwerte mit Realteil Null die Bedingung “geometrische Vielfachheit = algebraische
Vielfachheit” erfiillen. Diese Bedingung reicht dann aber fiir Beschranktheit auch hin, wie
die Losungsformel zeigt.

Inhomogene lineare Differentialgleichungen
y' = Ay +b(x)

mit konstanter Matrix A lassen sich grundsatzlich gemaf Satz (1.8) behandeln. Ein wichtiger
Spezialfall geht jedoch schneller:
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(2.12) Satz. Es seien A € Mat(n x n;K) sowie b € IK" konstant. Jede Losung w des linearen Glei-
chungssystems Az +b = 0 ergibt eine (konstante) partikulire Losung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung

y' = Ay +D.

Die Losungsgesamtheit ist dann gegeben durch

w+exp(xA)-c, ceK".

Beweis. Einsetzen von w zeigt die erste Aussage, (1.8) den Rest. O

Man beachte, dass dieser Trick jedenfalls immer dann funktioniert, wenn A invertierbar ist.

v ((1) _01)3”@)

besitzt eine konstante partikuldre Losung: Lose

[ 0) () o o)

Mit Beispiel (1.13) b) ergibt sich die reelle Losungsgesamtheit zu

-3 Ccos X —-sinx
+c1-| . +Cp- ; c1,0€eR.
2 sin x COS X

(2.13) Beispiel. Das System

§3. Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Mit dem Reduktionssatz Kap I, (2.6) konnen wir die Ergebnisse aus §1 und §2 auf lineare
Differentialgleichungen n-ter Ordnung iibertragen.

(3.1) Definition. Seien I c R ein nicht entartetes Intervall und ay, ...,a4,-1,b : I - K stetige
Funktionen. Dann nennt man

vy 1a, 1 (x)y" D+ 4 (x)y +ag(x)y =0
eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung .
¥y 4, 1 ()Y D+ a0y +ag(x)y = b(x)
heifst inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung und
vy a1 ()Y D+ 4 (x)y +ag(x)y =0

die zugeordnete homogene Differentialgleichung.
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Zur Struktur der Losungsgesamtheit gilt:

(3.2) Satz. Seien I c R ein nicht entartetes Intervall und ay, . ..,a,-1,b : I - K stetige Funktionen.
Dann gilt:

a) Die Menge V aller Losungen ¢ : I — K der linearen homogenen Differentialgleichung n-ter
Ordnung

Yy 4 ap ()Y 4 ()Y +ag(x)y =0

ist ein IK-Vektorraum und jede Losung der Gleichung n-ter Ordnung lisst sich auf ganz I fortsetzen.

b) Es sei

0 1 0
y'=Ay, A=
0 0 1
—-ap —-a1 ... —0p_p2 —Ay_1

das der Gleichung in a) gemdf$ Kapitel I, Satz (2.6) zugeordnete Differentialgleichungssystem erster
Ordnung und V* der Vektorraum aller Losungen dieses Systems. Dann ist die Abbildung

g0/
P:V-V' ¢ q?
qo(”71)

ein Isomorphismus von Vektorriumen. Insbesondere ist dim V = n.

c) Die Menge L der Losungen 1 : I — K der inhomogenen linearen Differentialgleichung n-ter
Ordnung

y™ a2, ()Y + .+ a (0)y +ao(x)y = b(x)
ist ein affiner Unterraum der Dimension n. Ist g € L eine spezielle Losung (“partikulire Losung”),
so gilt
L= l[)o +V.

Beweis. Teil a) und c) verifiziert man wie im Beweis von Satz (1.4) und Satz (1.8). Zu Teil b)
beachte, dass P nach Kapitel I, Satz (2.6), bijektiv ist. Die Linearitdt von P ist offensichtlich.
Die Dimensionsaussagen folgen nun aus (1.4). O

(3.3) Beispiel. Sei I = (0,00) und

/

| 1
¢+ —y=0.
Y 2x " 2x2y

Man verifiziert, dass ¢; (x) = x und ¢»(x) = /x Losungen sind. Es gilt

()= 6) e (560)- (o)
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Also sind die Werte der zugeordneten Losungen des Systems linear unabhéngig bei xo = 1.
Die Losungen des Systems sind also linear unabhéngig in V*, und mit (3.2) sind ¢4, ¢; eine
Losungsbasis.

Wir beschiftigen uns nun mit dem Fall konstanter Koeffizienten.

(3.4) Definition. Sind ay, ..., a,_1 € K, so nennt man
P(t) = t" +a,_1t" 7 + ... +ag e K[t]
das charakteristische Polynom der homogenen linearen Differentialgleichung

y(”) + an_ly(”’l) +...+a0y=0

n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizenten.

Betrachtet man das der Differentialgleichung gemaf3 (3.2) zugeordnete Differentialgleichungs-
system, so stellt man fest, dass A die so genannte Begleitmatrix des Polynoms P(t) ist und dass
P(t) daher mit dem charakteristischen Polynom von A tibereinstimmt. Damit kann man (2.7)
anwenden und erhilt den folgenden Satz.

(3.5) Satz. Seien ay,...,a,_1 € C. Sei P(t) = t" + a,_1t""' + ... +ag € C[t] das charakteristische
Polynom der homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(”) + an,1y(”’1) +...+a0y =0.
Ist A € C eine k-fache Nullstelle von P(t), so sind
Ax Ax xk—le)\x

e, xe™, ...,

Losungen dieser Differentialgleichung. Aus den Nullstellen von P(t) erhilt man auf diese Weise eine
Losungsbasis. Sind ag, .. .,a,-1 reell, so ergibt sich auf obige Weise eine reelle Losungsbasis, indem
manzu A =a+if e CNR

xe™ cos(Bx) = Re (¥/e),  x/e™sin(Bx) = Im (x/e™), j=0,...,k-1,

betrachtet und die Losungen zu \ weglisst.

Beweis. Nach (3.2) erhdlt man jede Losung aus einer Losung des zugeordneten Systems,
indem man davon die erste Komponente nimmt, und aus einer Losungsbasis des zugeordne-
ten Systems durch Projektion auf die jeweils erste Komponente auch eine Losungsbasis der
Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Ist X\ eine m-fache Nullstelle des charakteristischen Polynomes, so liefern die nach (2.7) gefun-
denen Losungen des Systems also linear unabhingige Losungen

P1(x) = pr (0™, .., Pu(x) = pr(0)e™,

wobei jedes p; ein Polynom vom Grad < m -1 ist, denn ein JORDAN-Ké&stchen zu A hat
hochstens Grofie m x m.
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Nun sind offenbar 1, ..., {;; genau dann linear unabhéangig, wenn p7, ..., p,, dies sind. Dann
bilden pj,...,p;, aber eine Basis des m-dimensionalen Vektorraums aller Polynome vom
Grad < m-1. Weil jede Linearkombination der ¢; wieder eine Losung ist, erhdlt man so-
mit ein linear unabhédngiges System von Losungen e, x e, e
Die restlichen Aussagen folgen mit (2.7) Teil b) und c). O

(3.6) Beispiele. a) Die Differentialgleichung
yO) +ay® 120" —4y" + 8y’ +16y = 0
hat das charakteristische Polynom
P(t) = +4* +262 42 +8t +16 = (t+2)°(t-1+1)(t—1-1).
Ein reelles Fundamentalsystem wird nach (3.5) gegeben durch
—2x -2x 2 ,-2x

e, xe™?*, xe*, e*cosx, e'sinx.

b) Die Differentialgleichung
y® +18y" +81y =0

hat das charakteristische Polynom
P(t) = t* +18t2 + 81 = (> +9)% = (+ + 31)?(t - 3i)>.
Ein reelles Fundamentalsystem ist daher

cos3x, xcos3x, sin3x, xsin3x.

(3.7) Bemerkung. Ist eine inhomogene Differentialgleichung

v 4, ()Y + o a (x)y +ag(x)y = b(x)

gegeben, so steht fiir das zugehorige System prinzipiell Satz (1.8) (“Variation der Konstan-
ten”) bereit. Wir wollen dies fiir Gleichungen 2. Ordnung ausfiihren. Gegeben ist also

y' +ay(x)y' +ao(x)y = b(x)

auf einem offenen Intervall [ mit stetigen Funktionen a;, 4o, b. Ist @1, 2> ein Fundamental-
system der homogenen Gleichung, so ist

(39
1 P

nach (3.2) eine Fundamentalmatrix des zugeordneten Systems

Yo =1
v = —ao(x)yo — a1 (x)y1,
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und nach (1.8) ist mit xg € [ und

_/ L (255 —gaD))( 0
M(X)_,{ﬁ”l(”%(f)—soz(t)qvi(t) (—qgi(t) Gol(f))(b(t)) at

:[x 1 ,(—Goz(f)-b(t)) "
P1(H) @5 (1) — p2(D) @ (1) \ @1(F) - b(¢)

X0

dann ®(x) - u(x) eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

Fiir Gleichungen mit konstanten Koeffizienten und fiir spezielle Gestalt der rechten Seite b(x)
gibt es kiirzere Wege. Ein Beispiel dafiir ist der

(3.8) Satz. Esseienay,...,a,-1, 4 € C, c € C. Ist u keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
P(t) = t" +a, 1" L+ o+ agt +ag,
so hat die inhomogene lineare Differentialgleichung

vy a1y 4w gy v agy = c-e?*

eine partikulire Losung der Gestalt (x) = k-et** mit k = P(Cy).

Beweis. Einsetzen von (x) = k-e"* in die linke Seite ergibt P(y) - k-e"*. Ein Vergleich liefert
die Behauptung. ]

(3.9) Bemerkung. Allgemeiner gilt in der Situation von (3.8): Ist g ein Polynom, so existiert
eine partikuldre Losung der Gleichung

vy 4,y D ey +agy = g(x)e™

von der Gestalt (x) = g*(x) - e#*. Dabei ist g* ein Polynom und es gilt Gradg* = Gradg,
falls u keine Nullstelle von P, sowie Gradg* = m + Grad g, falls y eine m-fache Nullstelle
von P ist. Bewiesen wird dies durch Einsetzen und Koeffizientenvergleich.

(3.10) Beispiel. Die allgemeine Losung von
Yy +y=a-¢“*  (w>0 reell, aeC)

bestimmt sich so: ‘
Ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ist durch ¢1(x) = e”*, ga(x) = €~
ben.

i

" gege-

Im Fall w # 1 ergibt Satz (3.8) die partikuldre Losung

a

iwx
e .
1-w?

p(x) =
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Im Fall w =1 setze man an
P(x)=(b+cx)e”
(vgl. Bemerkung (3.9)). Einsetzen liefert
ix

2ice™ =ae”,

also
c = —gi (und b beliebig)

Man beachte, dass die partikuldre Losung (b = 0)
_ E L ix
P(x) = Sixe

im Fall a # 0 unbeschrankt ist (“Resonanzkatastrophe”).

§4. Gekoppelte kleine Schwingungen

Als eine Anwendung der Theorie linearer Differentialgleichungen und insbesondere der Li-
nearen Algebra betrachten wir gekoppelte Schwingungen. Wie in der Mechanik tiblich, nen-
nen wir die unabhédngige Variable f (Zeit) und die abhédngige Variable x = x(t); diese ist im
Allgemeinen vektorwertig. Zeitableitungen werden mit X, X¥ usw. bezeichnet.

mq ma
k1 ks ko

(4.1) Beispiel.

XX
NS

X1 X2

Zwei Massen mq,m; sind in der skizzierten Weise mit festen Wanden sowie untereinander
durch Federn verbunden. Die Federn mogen dem HOOKEschen Gesetz geniigen. Nach die-
sem (aus Experimenten gefundenen und ndherungsweise fiir nicht zu grofse Auslenkungen
gliltigen) Gesetz ist die (zusétzliche) Kraft, mit der eine Feder einer Langendnderung (oder
zusatzlichen Langendnderung) Al entgegen wirkt, proportional zu Al und der Langenan-
derung entgegengesetzt gerichtet. Die Proportionalitatskonstante wird auch Federkonstante
genannt. Die Federn in der Skizze haben Federkonstanten ki, ky, respektive k3. Die Gravita-
tion sei fiir dieses System ausgeschaltet und die Bewegung der Massen erfolge nur in einer
Richtung, entlang der horizontalen Achse. Bei x; = x; = 0 ist das System in Ruhe. (Man kann
annehmen, dass die Federn dann keine Kraft austiben.)

Wir leiten die Bewegungsgleichungen fiir dieses System her: Nach dem HOOKE-Gesetz ist
die Kraft auf die erste Masse gleich

Fi = -ki-x1 —kz(x1 — x2).
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Der erste Term entspricht dabei der von der linken Feder ausgetibten Kraft, der zweite kommt
von der mittleren Feder. Die Kraft wirkt der Auslenkung der Feder entgegen; dies erklart die
Vorzeichen. Mit NEWTONs zweitem Gesetz folgt

m1X1 = —kix1 —k3(x1 — x2)

und analog
maxy = —kaxz — k3 (x2 — x1).

Umgeschrieben erhélt man also fiir x = (2)

01} . (k1 +k3) —k
("81 mz)'x:‘( l—k33 (k2+31<3))""

Das System gekoppelter Schwingungen fiihrt also auf ein Differentialgleichungssystem der
Gestalt

1) M-%=-K-x.

Im Beispiel sind M und K symmetrische, positiv definite Matrizen. Dies ist die Situation, die
uns vor allem interessiert.

Zunichst aber Allgemeines zu Systemen von Gleichungen zweiter Ordnung:

(4.2) Satz. Mit A € Mat(n x n;KK) sei folgendes homogene lineare Differentialgleichungssystem
zweiter Ordnung gegeben:

(2) ¥=A-x.
Dann gilt:

(a) Die Losungen dieses Systems bilden einen Vektorraum der Dimension 2n.

(b) Ist a € C so, dass o> Eigenwert von A mit Eigenvektor v € K", so ist
¢:R->K", ¢(t)=e"v

eine Losung der Gleichung.

(c) Falls A diagonalisierbar ist und 0 kein Eigenwert von A ist, so erhilt man eine Losungsbasis der
Gestalt
pj=et-v;, Pi=e" v, 1<j<n;

dabei ist je a? Eigenwert mit Eigenvektor v;.

Beweis. (a) Die Losungen bilden offensichtlich einen Vektorraum. Mit dem Argument im
Beweis von Satz (3.2) ergibt sich, dass (2) und das 2n-dimensionale System

d(x1\ (0 E\ (%1 )
E(xz)_(A 0)'(x2) (x1,x%2 € K"),
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wobei E die n x n-Einheitsmatrix ist, dquivalent sind. Genauer gilt: Die Abbildung
T: K> > K" (xl)»xl
4 xz

bildet Losungen des 2n-dimensionalen Systems in Losungen von (2) ab, und dies ist ein Iso-
morphismus der Losungsrdaume.

(b) Einsetzen und Nachrechnen.

(c) Es reicht nach (a) zu zeigen, dass @1, 1, ..., ¢n, P, linear unabhéngig sind. Falls ¢y, ..., ¢y,
dq,...,d, existieren mit

0= Z(c]- et vj+djev))
)
= Z(cje"‘ftntdje_“ft)-vj (teR),
)

so folgt mit Differenzieren
OZZDC]‘ (cje”‘ft—dje”"ft)-vj (tE]R),
j
und Einsetzen von t = 0 ergibt
0= Z(C]+d]) 'U]' = ZDC](C]—d]) Z)]
Weil vy, ..., v, linear unabhédngig sind, folgt

C]'+d]':C]'—d]'=O, also C]':d]'ZO fiir 1Sj$n, O

Bemerkung Analog zu (2.7) sind Real- und Imaginérteil einer komplexen Losung reelle Lo-
sungen, wenn A € Mat(n x n;R). So erhdlt man aus einer komplexen Losungsbasis eine reelle.

Reelle symmetrische Matrizen sind bekanntlich tiber R diagonalisierbar; insbesondere sind
alle Eigenwerte reell. Positiv definite symmetrische Matrizen haben nur positive Eigenwerte.
Ist K also wie in (1), so hat (-K) nur negative Eigenwerte. Also gilt speziell.

(4.3) Korollar. Im Fall M = E besitzt die Gleichung (1) in der Form
¥=-K-x
mit reellem positiv definitem K eine Losungsbasis der Gestalt
pi(t) = F9P v, Pi(t) = 7P v, 1<j<n,

wobei wq,...,w, > 0 und —w%,...,—w% die Eigenwerte von (-K) mit reellen Eigenvektoren
v1,...,0y (respektive) sind.
Eine reelle Losungsbasis ist gegeben durch

ui(t) = cos(w;j-t)vj, vi(t) =sin(w;j-t)vj, 1<j<n.
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(4.4) Beispiel. Betrachtet man Beispiel (4.1) mit gleichen Massen m; = m, = m, so erhdlt man
die Gleichung
_kl +k3 ﬁ
r= ( K _kT+k3) X,
m

m

und (4.3) ist anwendbar.

Wir sehen uns den Spezialfall einer symmetrischen Konfiguration an, setzen also weiter noch
ki = ky voraus. Dann sind Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix einfach zu bestimmen:
Esist v = G) Eigenvektor mit Eigenwert A\ = —%, und v; = (}1) Eigenvektor mit Eigenwert

Ay = —%. Die allgemeine (reelle) Losung ist also von der Form

[ sn )}
C1-COS —t]+cp-sin —t]]:
m m 1
+(63-cos( kl+2k3t)+64'sin( kl+2k3t))-(1).
m m -1

Sind Anfangswerte x(0) und x(0) vorgegeben, so bestimmen diese eindeutig die Konstanten

Cl,...,C4.

Betrachtet man speziell die Losungen mit c3 = c4 = 0, so sieht man, dass diese stets x;(t) =
xp(t) erfiillen; die Massen bewegen sich synchron (und die mittlere Feder ist immer unbe-
lastet). Die speziellen Losungen mit c; = c; = 0 erfiillen stets x;(t) = —x2(t); die Massen
laufen also stets in entgegengesetzter Richtung. In Physikvorlesungen bekommt man dies
auch manchmal vorgefiihrt.

Fiir die allgemeine Betrachtung reicht (4.3) nicht aus; man muss wirklich auf (1) mit einer
positiv definiten Matrix M zurtickgehen. (Dies wird von der Physik erzwungen: In unserem
Beispiel sind die Massen im Allgemeinen verschieden und in anderen Beispielen oder an-
deren Koordinatensystemen treten auch Matrizen M auf, die nicht diagonal sind.) Fiir die
Mathematik ist dies kein Problem:

(4.5) Lemma. Esseien M und K positiv definite reelle symmetrische n x n-Matrizen.
(a) Alle Nullstellen des Polynoms f(t) = det(t - M + K) sind reell und negativ.

(b) Sind \i,...,\, diese Nullstellen, so gibt es eine Basis vy, ...,v, des R" so, dass K - vj = =\j-
Mvj, 1<j<n.

Beweis. Es gibt ein invertierbares C € Mat(n x n,IR), so dass M = C'* - C. (Lineare Algebra).
(a) Es gilt
det(AM +K) =0 < 0=det((C")"'(\AM+K)C™)
=det(A ((C™)'MC™) +(C™)'KC™)
= det(\E+K"),

wobei K* := (C)"1KC~! wieder symmetrisch und positiv definit ist. Fiir K* folgt die Aussage
mit dem Satz tiber die Hauptachsentransformation.
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(b) Es ist
K-v=AMo < ((C™)KC™) (Co) = A ((C™)'MC™) (Co)
< K*(Cv) = X-(Cv).
Wieder folgt die Aussage mit dem Satz {iber die Hauptachsentransformation. ]

Wir haben davon folgenden Nutzeffekt. Der Beweis lduft wie in (4.3).

(4.6) Satz. Eine Losungsbasis fiir das System (1) erhilt man in der Gestalt
pi(t) =e“itv;, yi(t) = v;, 1<j<n,
wobei —w?, ..., ~w? die Nullstellen von f(t) = det(t- M + K) sind und

K-vj:w]z-Mvj, 1<j<n.

Dabei sind vy, ...,v, € R™.

Man beachte, dass die v; durch Losen eines linearen Gleichungssystems bestimmt werden
konnen.

(4.7) Beispiel. Wir fiihren Beispiel (4.1) fort, im allgemeinen Fall. Zu bestimmen sind also die
Nullstellen —w%, —w% von

Tmy + (k1 +k3) —k
f(r):det( 1 —k31 ’ Tm2+(ki_+k3))

und v; bestimmt sich aus

—a]‘?" Mg+ (k1 +k3) —k3
] '7)]‘20,

—k3 —(U]Z My + (kz + k3)

fur j = 1,2. Zahlenbeispiele werden dem Leser iiberlassen.

§5. Reihenentwicklungen fiir lineare Gleichungen zweiter
Ordnung

In diesem Abschnitt sollen einige homogene lineare Differentialgleichungen der Gestalt

(1) M(x)y" + A(x)y" +B(x)y =0; y(xo0) =uo, Y (x0) =11

betrachtet werden, wobei M, A, B auf einem offenen Intervall I c R analytisch sind. Solche
Gleichungen treten vielfach in physikalischen Anwendungen auf. Man interessiert sich fiir
Potenzreihenentwicklungen und notfalls fiir Varianten solcher Ansétze.

Gilt M(xp) # 0, so kann man in einer Umgebung von xo durch M dividieren und erhalt
(2) y'+a(x)y' +b(x)y =0;  y(x0) =uo, y'(x0) =11,

mit analytischen Funktionen a,b. Hierzu gilt:



68 Kapitel II. Lineare Differentialgleichungen

(5.1) Satz. Das Anfangswertproblem (2) besitzt in einer Umgebung von x eine eindeutige Losung,
welche analytisch ist.

Beweis (sehr skizzenhaft): Nach Transformation auf ein System erster Ordnung (vgl. Kapitel
I, (2.6)) ist dies eine Konsequenz von Kapitel I, (6.10) und (6.11). Wir wollen aber die rekursive
Bestimmung der Koeffizienten hier direkt ansetzen; (E setzen wir x¢ = 0:

Mit a(x) = 5% a;x’, b(x) = 3% bix' und dem Ansatz ¢(x) = X522, vxx* ergibt sich

¢'(x) - ki(k* Doaxt,  ¢"(x) - ki(k+2)<k+ 1)op0 .
=0 =0

Mit dem CAUCHY-Produkt fiir Reihen ergibt sich

I
a(x)-¢'(x) =) (Z(f + 1)Uj+1ﬂl-j) x,

150 \j=0

I
b(x)-(x) =), (Z Ujbl-j) x;

150 \j=0
also mit Koeffizientenvergleich die Rekursion

00 = Ug

vy = Ml} aus den Anfangsbedingungen;

1 1
(l + 1)(l +2)Ul+2 + Z(:)(] + 1)Uj+1al,]‘ + Z(:)U]‘bl,j =0, I>0.
j= j=

Ein ausfiihrlicher Beweis (ohne Riickgriff auf die Resultate von Kap. I) findet sich im Buch
von Aulbach. O

(5.2) Beispiel. Fiir
y'+x%y=0, y(0)=1, ¥'(0)=0

hat man in der Notation im Beweis von (5.1): 4; =0 fiir alle ;; by = 1, b; = 0 ftir alle i # 2.
Die Rekursion liefert also

=1 v1=0;

200 =0, 6v3=0;

(I+1)(I+2)vp = —v;_, furalle ] > 2.
Also v, =0 fiir I ¢ 47 und

(4m +3)(4m +4) V444 = Vg, flralle m > 0.

Daraus ldsst sich leicht eine (einigermafen) geschlossene Formel bestimmen.

Von dieser Warte aus haben wir kaum Neues im Vergleich zu Kapitel I, § 6. Die Rekursionen
sind sogar relativ freundlich. Aber in Anwendungen treten sehr oft Gleichungen der Form
(1) mit M(xp) = 0 auf; also “singulare Fille”. Betrachten wir einige davon:
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(5.3) Beispiele. (a) xy” +y =0.

Der Ansatz ¢(x) = Y0 vxx" fiir eine Losung liefert x - 9" (x) = 52, k(k + 1)vg,1 x*; Koeffizien-
tenvergleich ergibt also
k(k-l- 1)Uk+1 +v,=0, k20.

Dies erzwingt vy = 0. Fiir beliebige Vorgabe von v; sind die restlichen vy durch die Rekursion
eindeutig bestimmt; man erhélt damit (bis auf skalare Vielfache) eine analytische Losung. Ein
analytisches Fundamentalsystem existiert nicht.

(b) 4x?y" +y = 0.
Der Ansatz ¢(x) = Y50 v3x* liefert hier die Gleichungen
(4k(k-1)+1)y, =0 furalle k>0.

Also sind alle vy = 0, ¢ = 0 ist die einzige Losung, die in 0 analytisch ist.
Es liegt hier eine EULERsche Differentialgleichung vor; der Ansatz ¢(x) = xP fir eine Losung
auf (0, o), mit zu bestimmendem Parameter B, liefert bei Einsetzen:

0=4B(B-1)+1=(2B-1)*

als notwendige und hinreichende Bedingung.
Also ist ¢1(x) = '/ eine Losung auf (0, 00) und ¢(x) = Inx - x/? ist eine weitere, wie Nach-
rechnen zeigt.

Das letzte Beispiel liefert eine Motivation fiir den Losungsansatz bei Gleichungen folgender
Gestalt:
3) xzy" +x-a(x)y +b(x)y =0,

mit analytischen a,b. Sie entstehen aus (1) durch einfache Umformung, falls M bei 0 eine
doppelte Nullstelle und A bei 0 eine Nullstelle hat.
Im Folgenden sei a(x) = Y50 aix’, b(x) = Y50 bix".

(5.4) Lemma. (a) Der Ansatz ¢(x) = xP - 50 vpx* fiir eine Losung auf (0,6) (wobei 6 > 0 geeig-
net), mit vg # 0 und einem zu bestimmenden Parameter B, fiihrt auf die Bedingungen

k-1 k-1
((B+k)(B+k=1+ag)+bo)ve+ . (B+))vjar_j+ Y. vjbej=0, fiiralle k> 0.
j=0 j=0

(b) Die Bedingung fiir k = 0 liefert die “Indexgleichung”

B(B-1+ag)+bo=0.

(c) Ist B eine Nullstelle der Indexgleichung, aber B + | keine Nullstelle fiir alle | € IN, so liefert die
Bedingung in (a) eine Rekursion zur sukzessiven Berechnung der vy.

Beweis. (a) folgt durch Einsetzen und Koeffizientenvergleich; (b) ist dann eine direkte Kon-
sequenz aus vp # 0 und (c) ist offensichtlich. O
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(5.5) Bemerkung. Die Indexgleichung liefert ein quadratisches Polynom fiir 3; man erhalt
also hochstens zwei Moglichkeiten. Ist B = y + iv nicht reell, so erinnere man sich z. B. an

xF = exp(BInx) = e"™* - (cos(vInx) +isin(vInx))

und nehme Real- und Imaginérteil von ¢.

Zum Beweis des folgenden Satzes fehlen im Wesentlichen die Konvergenzaussagen und die
Diskussion der Sonderfélle, wenn die Differenz 8, — 81 der beiden Nullstellen der Indexglei-
chung eine ganze Zahl ist. In den Lehrbiichern von Aulbach und Walter wird dies ausgefiihrt.

(5.6) Satz. Gegeben sei das System (3), und die zugehorige Indexgleichung besitze die Nullstellen
B1 und Bo, mit Re Bq > Re Bs.

(a) Dann existiert eine Losung der Gestalt
p1(x) = xPr oy (x)  fiir x>0,

wobei Py analytisch ist.

(b) Ist 1 — B2 keine ganze Zahl, so existiert eine Losung

@a(x) = xP2 o (x)  fiir x>0,
mit analytischem ; und @1, @2 bilden ein Fundamentalsystem.

(c) Ist By — B2 eine ganze Zahl, so existiert eine Losung

P2(x) = @1(x) - Inx + 2P - y(x),

mit analytischem ; und @1, @2 bilden ein Fundamentalsystem.

(5.7) Beispiel. Es seia > 0 ein reeller Parameter. Die BESSELsche Differentialgleichung
Xy +xy' + (¥ -aP)y =0
lasst sich fiir x > 0 wie folgt behandeln:

Die Indexgleichung ist

also hat man B = «, B, = —a.
Im Folgenden behandeln wir nur den Fall, dass 2« ¢ INy, also treffen (5.6) (a) und (b) zu.

Fiir B; = « ergeben die Rekursionen aus Lemma (5.4):
(2a +1)v; =0, also v1 = 0 und weiter

k(2a + k)vg + vp_o =0 fir alle k > 2.
Also vy,,41 = 0 fiir alle m > 0 und

dm(m+ a)vom = ~Vo(m-1)-
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Mit vy := 1 erhdlt man
-n"

T A+ 1)-(o+ m)

U2m

und die Losung
p1(x)=x"- > Vo X2

m20

Analog fiir B2 = —a:
_ D"

O2m = m!(—a+1)(—a +m)

und Losung

a(x) =x"" vimxzm.
m=0

Die beiden Potenzreihen haben ersichtlich Konvergenzradius oo, also existieren Losungen
@1, 2 auf (0, 00). Die einzigen Losungen der BESSEL-Gleichung, welche fiir x | 0 beschrankt
bleiben, sind tibrigens die Vielfachen von ¢;. Argumente dieser Art werden in Anwendungen

gelegentlich benutzt.

Anmerkungen zu Kapitel 11

Zu linearen Gleichungen zweiter Ordnung siehe WALTER, Kap. V. Reihenentwicklungen wer-

den dort in § 24 behandelt.






ITII. Abhangigkeitssitze

§1. Fundamentale Abschitzungen und stetige Abhingigkeit

In diesem Paragrafen geht es um Bedingungen dafiir, dass (und in welchem Sinn) sich die
Losungen einer Differentialgleichung nicht zu stark verdndern, wenn man Parameter oder
Anfangswerte nur wenig verdndert. Dazu benotigen wir das

(1.1) Lemma. Seien [a,b] c R ein nicht entartetes Intervall und ¢, : [a,b] - R stetige Funktio-
nen. Es sei ¢(a) < p(a). Dann liegt genau einer der beiden folgenden Fiille vor:

(i) ¢(x) <¢(x) fiiralle x € [a,b].
(ii) Es gibt ein xg € (a,b], so dass ¢(x) < p(x) fiir alle x € [a, xg), $(x0) = P(xo) und

¢(xo0) —P(xo —h)
h

(D™¢) (x0) = limsup > (D79) (x0).
1o

Beweis. Gilt (i) nicht, so existiert xo := inf{x € [a,b]; $(x) > ¢(x)}. Aufgrund der Stetigkeit
von ¢ und ¢ gibt es ein € > 0 derart, dass ¢(x) < (x) fur alle x € [a,a +¢); also ist xg > a.
Weiter folgt auch ¢(xg) > 1(x9) wegen Stetigkeit. Die Definition von x liefert aber auch

(x0) —(x0) = lim(p(x) ~9(x)) <0,
also insgesamt ¢(xg) = (xg). Fiir 0 < h < xg —a gilt ¢p(xo - h) < P(xo - h), also

¢(x0) ~p(x0—h) _ P(x0) ~¢(x0~h)
h h

Der Limes superior 1 | 0 auf beiden Seiten liefert

(D™¢)(x0) 2 (D" 9)(x0). -

Man nennt (D~ ¢) (xo) die linksseitige obere DINI-Derivierte von ¢ bei xg. Sie existiert fiir belie-
bige stetige Funktionen.

73
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(1.2) Bemerkung. Wir benutzen hier Eigenschaften des Limes superior. Ist ¢ eine Funktion
auf einem Intervall (xg, x1), so ist

limsup y(x) := inf( sup ’y(x)).

x{xo >0 xe(xg,Xp+€)

Dieser existiert stets in R u {+oo}.
Falls 71 (x) < 72(x) fiir alle x € (xp, x1), so ist limsup 71 (x) < limsup y2(x).
x| xo x}xo

Wenn lilm v(x) existiert, so ist dieser Grenzwert gleich lim sup y(x).
Ry xxo

(1.3) Beispiel. Seien (a,b) c R einIntervallund f : (a,b) — R" differenzierbar. Fiir eine Norm
|| auf dem R" sei ¢ : (a,b) - R, x = || f(x)|. Dann gilt fiir jedes x¢ € (a,b)

D7¢(x0) < [f"(x0)l-
Denn fiir h > 0 gilt nach der Dreiecksungleichung

¢(xo0) —¢(x0—h) _ [f(x0)| = If(xo=M)] _
h h h

LU0 - fxo- )|

Der Limes superior 1 | 0 auf beiden Seiten ergibt

(D7¢)(x0) < [f"(x0)I-

(1.4) Satz. (Abschiitzungssatz bei LIPSCHITZ-Bedingung) Sei G ¢ R x R" offen und f : G - R"
eine stetige Funktion, die (beziiglich einer Norm | - |) der LIPSCHITZ-Bedingung

If(ey) = fe DI <L-ly=-gl firalle (x,y),(x,7)€G

mit einer LIPSCHITZ-Konstante L > 0 geniigt. Sei I c R ein Intervall und y : I - R" die Losung

des Anfangswertproblems
y'=fxy), yxo)=yo, xoel
Weiter sei z : I - R" eine Nitherungslosung in dem Sinne, dass z differenzierbar ist und es 7y, € R
gibt mit
ly(x0) =z(x0) | <, [2'(x) = f(x,2(x))| <& fiiralle xel.
Dann gilt fiir alle x € I die Abschiitzung

o
- ceLl=xol f 2 pLlx—xof _
[y(x) =z(x)] < -l 2 (ool 1)),

Beweis. Esseib e I mitb > xg, weiter 7 > 7, é > § und

¥(x) = el X0 4 % (eL(’H‘O) - 1) fiir x € [xo,b].
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Dann gilt nach Konstruktion
¥(xo) =7 und ¢'(x)=56+L-¢(x) fir xo<x<b.
Fir ¢(x) := |y(x) —z(x)| gilt nun ¢(xp) < v <7 und mit (1.2) auch
D7¢(x) < y'(x) =2' ()] = If (x,y(x)) -2/ ()]
<fCoy(x) - f(x2(0)| + 1f (x,2(x)) = 2" ()]
< Lefly(x) =2z(x) [ +6
<L-¢p(x)+6

fur alle x € (xo, b]. Aus (1.1) folgt @(x) < ¢(x) fir alle x € [xo, b], denn gébe es ein kleinstes x;
mit ¢(x1) = P(x1), so folgte der Widerspruch D™¢(x1) < ¢'(x1) = D"9p(x1). Der Grenziiber-
gang 7y | v, 0 | J zeigt nun

0
L(x-x9) , Y ( ,L(x-x0) _
p(x) <ve 07+ (e 0 1)

fur alle x € [x, b].
Fiir x < xp argumentiert man analog oder durch Riickfithrung auf den behandelten Fall mit

floy) = f(-xy), (x)=y(-x). O

Im Fall v = 6 = 0 erhélt man aus (1.4) insbesondere den Eindeutigkeitssatz Kapitel I, (4.10)
zuriick.

(1.5) Satz iiber die stetige Abhingigkeit. Seien G c R xR" offen, f : G - R" eine stetige
Abbildung, die einer lokalen LIPSCHITZ-Bedingung gentigt, I = [4,b] c R ein kompaktes
Intervall und ¢ : I - R" eine Losung des Anfangswertproblems

v =f(xy), y(xo)=yo, mit xpel und (x0,¥0)¢€G.
Dann gibt es ein & > 0 und ein L > 0, so dass die kompakte Teilmenge
Sui={(x,y) e IxRY; |y - ¢p(x)| <a}
des R" in G enthalten ist und

1fCoy) = fe P <L-ly-g| furalle (x,y),(x,7) € S

gilt. Die Losung ¢(x) hdngt in folgendem Sinne stetig vom Anfangswert und von f ab: Zu
jedem € > 0 gibt es ein ¢ > 0, so dass jede Losung z(x) eines “gestorten” Anfangswertpro-
blems
2 =g(x,2), z(x0)=2
mit einem auf S, stetigen g, das einer lokalen LIPSCHITZ-Bedingung gentigt, mit den Eigen-
schaften
lvo-z0l <6, lgCoy)-flxy)l <5 faralle (x,y) €S,

auf ganz [ existiert und der Abschitzung

|z(x) —¢(x)| <e furalle xel

gentigt.
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Beweis. Bekanntlich haben disjunkte Teilmengen M;, M, des R" positiven Abstand, wenn
M; kompakt und M, abgeschlossen ist. Weil die kompakte Menge {(x,$(x)); a<x<b}in G
enthalten ist, hat sie also von (R x R")\G positiven Abstand p. Fiir « := p/2 ist deshalb S, c G
und S, ist offensichtlich abgeschlossen und beschrankt in R x IR”, also kompakt.

Weil f auf G einer lokalen LIPSCHITZ-Bedingung gentigt und S, kompakt ist, gentigt f|s,
nach Kapitel I, (4.3) einer LIPSCHITZ-Bedingung. Also existiert L wie behauptet.

Sei nun z(x) Losung des Anfangswertproblems
z' =g(x,z), z(x0) =20

auf einem Intervall I' c I.
Istz:I' >R", I'c 1, xpel,sogiltnach (1.3) mit y = §

(*) lp(x) —z(x)| < (5[6L|xx°| + % (eux’x(" - 1)] fiur alle xeI.

Nun wahlt man ¢ > 0 so klein, dass die rechte Seite von (*) fiir x € [ immer < min {%, %} ist,
also (x,z(x)) € Sy, fiir alle x € I'. Nach Kapitel I, Satz (4.12) und Satz (4.14) kann man die
Losung z zu einer Losung auf I fortsetzen, die dann ebenfalls (*) erfiillt. m]

(1.6) Korollar. (Stetige Abhiingigkeit von Anfangswert und Parametern) Gegeben seien eine offene
Menge V c R xIR" x R™ und eine stetige Abbildung h: V - R", (x,y,p) = h(x,y,p), die auf V
einer lokalen LIPSCHITZ-Bedingung beziiglich y geniige; d. h. zu jedem Punkt von V existiert eine
Umgebung W und ein L > 0 so, dass

[(x,y, p) =h(x, 7, )| <L-ly =Y firalle (x,y,p), (x,¥,p)eW,

wobei |.| eine fest gewihlte Norm auf R" bzw. R™ bezeichne.

Sei nun (xo,Y0,po) € V, I = [a,b] ein kompaktes Intervall mit xy € [a,b] und ¢ : I - R" Losung
des Anfangswertproblems y' = h(x,y, po), Y(x0) = yo. Zu jedem € > 0 gibt es dann ein 6 > 0 so, dass
fiir alle y*, p* mit |y* - yo|| < 6 und ||p* - po| < 6 die Losung ¢ von y' = h(x,y,p*), y(xo) = y*
auf ganz I existiert und die Ungleichung

lp(x) —¢(x)| <e fiiralle x el

erfiillt ist.

Beweis. Fiir « > 0 setze
Se={(xy,p) e IxR"xR"; [y—o(x)|+|p-pol <a}.

Dies ist eine kompakte Ieilmenge von R x R" x R” und wie im Beweis von (1.5) folgt die
Existenz eines « > 0 mit S, c V. Weiter gibt es zu § > 0 ein p > 0 so, dass fiir jedes a < p gilt:

Ik (x,y,p) —h(x,y, po)| < 6

fiir alle (x,y,p) und (x,y,p0) € S, denn h ist stetig. Nun verwende (1.5) mit f(x,y) :=
h(x,y, po) und g(x,y) := h(x,y,p). D
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Eine Anwendung ist die folgende:

(1.7) Satz. (Differential-Ungleichungen)

Es sei G ¢ R xR offen und die stetige Abbildung f : G — R erfiille eine lokale LIPSCHITZ-
Bedingung. Es sei i eine Losung von y' = f(x,y) auf dem kompakten Intervall [a,b], und die
stetige Abbildung ¢ : [a,b] - R erfiille

p(a)<y(a) und D ¢(x)< f(x,@(x)) fiiralle x < (a,b].
Dann gilt ¢(x) < ¢(x) fiir alle x € [a,b].

Beweis. Fiir p > 0 sei ¢, die Losung von

vy =f(xy)+p, ya)=yp(a)+p;

insbesondere also § = 1. Nach (1.6) existiert ¢, fiir alle x € [a,b], sofern nur p hinreichend
klein ist, und es gilt lim,_o¢,(x) = ¥ (x) fir alle x € [a,b]. Es reicht also zu zeigen, dass
¢(x) < ¢p(x) fiir alle p >0, x € [a,b].

Sei p > 0. Jedenfalls gilt p(a) < ¢,(a). Ware die Ungleichung nicht fiir alle x € [a, b] giiltig, so
gdbe es nach (1.1) ein x € (a, b] derart, dass

p(x) <Pp(x) fir a<x<xy, @(x0)=1Pp(xo0)

und
D" p(x0) > D™y (x0) = ) (x0) = £ (o0, (30)) + p
= f(x0, ¢(x0)) +p;
dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. m]

Schliefslich soll hier noch eine weitere (berithmte) Abschitzung bewiesen werden; sie wird
im folgenden Paragrafen Anwendung finden.

(1.8) Lemma. (GRONWALL) Esseia < b < oo, ¢ : [a,b) — R stetig und es gebe reelle o,  mit
B >0, so dass

@(x) <1x+,8fxqo(t) dt fiiralle x € [a,b).

Dann ist
p(x) <a-ePED  fiiralle x € [a,b).

Beweis. Essei >a und ¢(x) := &-e#*™), x € [a,b). Nach Konstruktionist ¢ = -9, ¥(a) = &;
also (vgl. Kapitel I, Lemma (4.1))

pe) =+ [yt
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Wir zeigen ¢(x) < ¢(x) fiir alle x € [a,b); daraus folgt die Behauptung mit @ — «.
Jedenfalls ist ¢(a) < 1p(a). Ware die Ungleichung nicht fiir alle x € [a, b) giiltig, so gédbe es ein
xo € (a,b) mit p(x) < (x) fur alle x € [a, x0) und ¢(x0) = P(xp). Damit aber

¢(x0) szx+,8faxogo(t)dtérx+ﬁ/ﬂxo¢(t)dt
<@ep [ p(t) dt = p(xo)

und Widerspruch. ]

§2. Autonome Gleichungen: Eigenschaften des lokalen Flusses

In diesem Abschnitt behandeln wir stets folgende Situation:

U c R” sei offen und nichtleer, f: U - R", y — f(y) (sei stetig und)
(A) gentige einer lokalen LIPSCHITZ-Bedingung. Betrachtet wird die
autonome Differentialgleichung v’ = f(y) auf U.

Aus Kapitel I ist bekannt, dass fiir z € U das Anfangswertproblem v’ = f(y), y(0) = z eine

eindeutige Losung ®(x, z) besitzt, die (als Funktion von x) auf einem offenen Intervall I;max(z)
existiert und nicht tiber dieses Intervall hinaus fortgesetzt werden kann. (Siehe Kapitel I, Satz
(4.14) und Definition (5.1).)
Die Abbildung ® wird bekanntlich auch lokaler Fluss der Gleichung genannt. Wir werden
sie im Folgenden nicht nur als Funktion von x (bei festgehaltenem z) betrachten, sondern als
Funktion der Variablen x und z, die auf einer Teilmenge von R x R" definiert ist. Aus Satz
(1.5) erhélt man :

(2.1) Satz. Gegeben sei (A). Dann ist
U= {(x,z) e RxR"; ze U und x € Imax(2) }
eine offene Teilmenge von R x R" und
®:Ur >R (x,2z) > P(x,2)

ist stetig.

Beweis. Sei (x*,z*) € Uf und a > 0 so, dass ®(x,z*) auf [x* —a,x* +a] existiert. Nach (1.5)
gibt es ein 6 > 0 so, dass ®(x,z) fiir alle (x,z) mit ||z -z*|| <d und x € (x* —a,x* +a) existiert.
Also ist Uy offen.

Weiter sei (x*,z*) € Uy und ((x-,z]-))].eN eine Folge in Uy mit Grenzwert (x*,z"). Es gilt

[ (xj,2) = P(x", 27) | < [P(xj,27) - P(x7, 2) | + [ P(x7, 7)) - P(x7, 27).

Man beachte dazu, dass nach Satz (1.5) ®(x*, z;) fiir alle hinreichend grofen j existiert.
Nun sei K eine kompakte Umgebung von (x*,z*). Fur alle hinreichend groflen j ist dann
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zj € K und wie im Beweis von Kapitel I, Satz (4.12) lasst sich der erste Term rechts durch
M- |x* - xj| mit einer geeigneten Konstante M abschétzen. Weil nach (1.5) auch lim ®(x*, z;) =
]—)OO

D(x*,z") gilt, folgt insgesamt lim ®(x;,z;) = D(x~,z*). ]
j—oo
(2.2) Beispiel. Man betrachte die Funktion

fR-R, f(y)=v> also y =y* auf R.

Die Losung lasst sich elementar bestimmen (separierbare Gleichung; vgl. Kapitel I, Beispiel
(3.3)b))

x € (-00,1/z), falls z>0
D(x,z) = ﬁ fuir {xe(1/z,0), falls z< 0
xeR, falls z=0

zZ

Also ist Uy eine offene Teilmenge von R?
(Gebiet zwischen zwei Hyperbeldsten) und
@ ist eine stetige Funktion von x und dem
Anfangswert z.

Uy

(2.3) Bemerkung. a) Die Stetigkeitsaussage in (2.1) werden wir in der Folge tfters benut-
zen.

b) Eine fiir die Theorie und die Praxis interessante Konsequenz soll kurz angegeben wer-
den.
In der Situation (A) gebe es eine kompakte und konvexe Teilmenge K von U mit der
Eigenschaft: Ist z € K, so auch ®(x, z) fiir alle x € Inax(z), x > 0.
Dann enthilt K einen stationdren Punkt.

Eine Skizze des Beweises geht wie folgt: Sei z € K. Nach Kapitel I, Satz (5.4) existiert ®(x, z)
fur alle reellen x > 0; und nach Satz (2.1) ist fiir jedes x* > 0 die Abbildung

d(x*,): K-> K; zr P(x",2)

stetig. Nach dem BROUWERschen Fixpunktsatz (der in der Hoheren Analysis oder in der
Topologie bewiesen wird) besitzt ®(x*,-) einen Fixpunkt v(x*). Fiir | € IN betrachte nun die
Folge der v(1/I) in K. Weil K kompakt ist, gibt es einen Haufungspunkt w dieser Folge in K.
Man fithrt nun die Annahme f(w) # 0 zum Widerspruch, also folgt f(w) = 0.

Die Stetigkeitsaussage aus (2.1) sollte sich verbessern lassen , wenn die rechte Seite der Dif-
ferentialgleichung etwa stetig differenzierbar ist. Im Beispiel (2.2) ist ® offensichtlich (als
rationale Funktion von x und z) beliebig oft differenzierbar.
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(2.4) Bemerkung. Die partielle Ableitung D1®(x,z) = a%@(x,z) existiert in der Situation
(A) auf jeden Fall: Weil x — ®(x, z) die Differentialgleichung 16st, ist die Identitat

2 a(x,2) = f(®(x,2)

erfullt.

Ist (A) gegeben und f stetig differenzierbar, so fiihrt die Annahme, dass ®(x,z) gentigend oft
differenzierbar ist, und also die Reihenfolge der Ableitungen vertauscht werden kann, auf

D, (%Cb(x,z)) _ Df(®(x,2) - Dad(x,2)

oder 5
Fy (D2®(x,z)) = Df(P(x,2) - DaP(x,z2).

Hier bezeichnet D,® die partielle Ableitung von ® nach z. Ist komponentenweise
b= (q01,...,q0n)t und z= (zl,...,zn)t,

so gilt
DQCI) = (aq)l/aZ])

I<ij<n

Unter der obigen Annahme 16st also D,®(x, z) die lineare Matrix-Differentialgleichung
Y' =Df(®(x,2))-Y, Y(0)=E.

Der Anfangswert ergibt sich aus

®(0,z) =z, also Dy®(0,z) =E.

Damit haben wir einen Kandidaten fiir die partielle Ableitung von ® nach z gefunden. Nun
zeigen wir, dass der Kandidat auch das Gewtinschte erfiillt.

(2.5) Satz. (C'-Abhiingigkeit)

Gegeben sei (A), und zusitzlich sei f eine C'-Funktion, also stetig differenzierbar. Dann existiert
die partielle Ableitung D, ®(x, z) und ist stetig; sie ist bei vorgegebenem z gleich der Losung B(x, z)
der Matrix-Differentialgleichung

Y' = Df(®(x,2))-Y, Y(0)=E.

Insbesondere ist ® damit eine C'-Abbildung von Uy nach R".

Beweis. (i) Hilfssatz aus der Analysis: Es sei K ¢ U kompakt und konvex. Dann gibt es
eine stetige Abbildung

R:KxK—-Mat(nxn,R), (v,w)+~ R(v,w),
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(ii)

so dass auf K x K gilt
f(w) - f(v) = Df(0) - (w-0) + R(0,w) - (w-0);
und zu jedem ¢ > 0 existiert ein 6 > 0 so, dass
|IR(v,w)| <e furalle v,weK mit |v-w|<Jd.

(Hier und im Folgenden bezeichnet |.| zum einen eine Norm auf R” und zum anderen
eine Norm auf Mat(n x n;R), so dass

[A-yl <A[ -]yl

fur alle y € R", A € Mat(n x n,R). Dies gilt etwa fiir die 2-Normen fiir Vektoren und
Matrizen; vgl. Kapitel II, Lemma (2.2).)
Zum Beweis der Hilfsaussage beachte die Konvexitdt von K und setze

() = fo+tHw—-0)) fiir 0<t<1,
mit festgehaltenen o, ¢ K. Dann gilt
f(w) - f(v) =q(1) —q(0)
:folq'(t)dt:folDf(v+t(w—v))-(w—v)dt
=G(v,w) - (w-0),
mit )
G(v,w) ::fo Df(v+Hw—-v))dt.

Nach bekannten Sitzen tiber parameterabhédngige Integrale ist G stetig auf K x K; und
es gilt offenbar G(v,v) = Df(v). Mit R(v,w) := G(v,w) - Df(v) folgt die Behauptung.
(Beachte, dass R gleichmifig stetig auf K x K und R(v,v) =0 fiir alle v € K.)

Im Folgenden sei ¢ > 0 vorgegeben, und 6 > 0 geméf (i) gewdhlt. Sei (x,z) € Uy und
heR" so, dass (x,z+h) € Uy. (Dies ist sicher erfiillt, sobald nur |1] klein genug ist.)
Es gelten dann die Integralgleichungen

D(x,2) =2+ foxf(CIJ(t,z)) dt
O(x,z+h) =z+h+ /Oxf(CIJ(t,z +h))dt.

Fiir x > 0 ergibt dies - mit Standardabschéatzungen -

[ ®(x,z + 1) = P(x,2) | <[] + /Ox | f(®(t,z+ 1)) = f(P(t,2))] dt.

(Der Fall x < 0 lasst sich analog behandeln. Im Folgenden betrachten wir nur x > 0.)

Nun sei V eine offene Umgebung von {®(t,z); 0 < t < x} derart, dass V kompakt
und V c U. (Zur Existenz vergleiche Satz (1.5).) Fiir geniigend kleines ||| (E auch
|h|| < d) existiert nach (1.5) dann ®(x,z +h), und {®P(t,z+h); 0 <t < x} c V.Sei L eine
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LiprscHITZ-Konstante fiir f auf V (vgl. Kap. I, Bemerkung (4.3)). Dann ergibt die obige
Ungleichung weiter

X
[®(x,z+h)-D(x,z)|| < |h]|+L- /0 |®(t,z+h)-D(tz)| dt.
Das GRONWALLsche Lemma (1.8) zeigt nun
|D(x,z + 1) - @(x,2)| <[[h] -
(iii) Benutzt man nochmal die Integralgleichungen aus (ii), sowie

B(x,2)-h=h+ fox DF(®(t,2))B(t,2) -hdt,
50 erhalt man mit analogen Abschéitzungen fiir hinreichend Kleines 1] (CE |/1] < 6):
|®(x, 2+ h) - (%, 2) - B(x,2) - h|
< [TIF@(tz 1)) - F(@(1,2)) - DF(@(1,2)) - Bt 2) b di
< [TIDf(@t,2) (@(tz+ 1) - @(t,2) - B(t,2) )
v [TIR@(E2), @(tz + 1) - (@(tz 4 1) - B(t,2))] dt,

wobei die Bezeichnungen aus (i) benutzt wurden.
Unter Benutzung der Eigenschaft der Operatornorm lasst sich weiter abschatzen:

s/OxHDf(cD(t,z))H-HcI>(t,z+h)—<p(t,z)—B(t,z)-h||dt
+ fOxHR(qD(t,z),q)(t,z +h))| | ®(t,z+h) - DP(t,z)| dt.

Die Operatornorm x + |Df(x)| ist stetig, also auf der kompakten Menge V durch ein
M > 0 beschréankt. Der erste Term lésst sich also durch

M. fo |D(t,z + h) - D(t,2) - B(t,2) - h| dt

abschitzen.

Fiir den zweiten Term benutze (i) und die Stetigkeit von ®, um zu € > 0 die Existenz
eines 0* > 0 zu garantieren, so dass aus |/ < J* schon

HR(CIJ(t,z),q)(t,z +h))H <eg fur 0<t<x
folgt. Wir konnen ¢ < 6* annehmen. Mit (ii) erhalten wir fiir k| < ¢
/OXHR(CI)(t,z)CD(t,z +h))| - |®(t,z+h) - D(t,z)| dt
<e fo |D(t, 2 + ) - D(t,2)| dt

X 1
<e-Jh]- [ "t dt= e - (e -1)
—e-c-|h],
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wobei c eine von /1 unabhidngige Konstante ist.
Insgesamt hat man fiir |h|| < J also
|®(x,z+h)-D(x,z) - B(x,z) - h
<e-c-|h|+M- fox |D(t,z+h)-D(t,z) - B(t,z)-h| dt,

und GRONWALLs Lemma zeigt

|®(x,z+h)-D(x,z) - B(x,z)-h| < g-c-eMr. |72
—e-ct i,

mit einer von & unabhangigen Konstanten c*.
Fiir h — 0 folgt die Behauptung. o
In Anbetracht der Tatsache, dass die C l-Eigemschaft sehr aufwendig zu beweisen ist, konnte

man befiirchten, dass es fiir hohere Ableitungen noch schlimmer wird. Aber dem ist erfreuli-
cherweise nicht so.

(2.6) Korollar. Gegeben sei (A) und zusdtzlich sei f eine C"-Funktion, also r-mal stetig differenzier-
bar, mit r > 2. Dann ist auch ® eine C"-Abbildung auf Uy.

Beweis. (Skizze). Induktion nach r, wobei der Induktionsanfang r = 1 in (2.5) gezeigt wurde.
Im Induktionsschritt “r —1 = r” betrachte auf U x R" die Gleichung

yi = f(y1)
y2 = Df(y1) - y2,

D(x,z1)

mit Losung (1, ¢ 12,

zum Anfangswert (*!).
& 2

Weil die rechte Seite der Gleichung C"! ist, ist nach Induktionsvoraussetzung auch die Lo-
sung eine C"~1-Funktion. Das heift aber, dass D,® eine C’_l—Abbﬂdung ist und hieraus ergibt
sich, dass @ selbst eine C"-Abbildung ist. m]

(2.7) Korollar. (Differenzierbare Abhingigkeit von Parametern)

Essei V c R" x R™ nicht leer und offen und h : V. — R", (y,p) = h(y, p) sei eine C"-Abbildung,
mitr > 1.

Bezeichne mit Y (x,z, p) die Losung von

y =h(y,p), y0)=z

Dann ist ¥ auf einer offenen Teilmenge von R x R" x R™ definiert und eine C"-Abbildung.

Beweis. Benutze (2.5) fiir

y

=h(yuy2) oy
¥,=0 '

N~—~
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Anwendungen werden wir in den folgenden Kapiteln sehen.

Anmerkungen zu Kapitel III

Es gibt Varianten und allgemeinere Versionen von GRONWALLs Lemma. Siehe etwa AMANN,
Lemma 6.1.



IV. Autonome Systeme

In diesem Kapitel betrachten wir stets folgende Situation:

Es sei U c IR" offen und nichtleer, sowie f : U — IR" eine Cl-Abbildung,
(A%) also stetig differenzierbar. Zur Untersuchung steht die autonome
Gleichung x = f(x) auf U, mit lokalem Fluss ®(t,v).

Wir @ndern also gegeniiber vorangegangenen Kapiteln die Bezeichnungen: Die unabhéngige

Variable ist nun t ( = Zeit), die abhdngige nennen wir x. Der Anfangswert beim lokalen Fluss
heifit jetzt (meistens) y. Auflerdem wird f grundsétzlich als stetig differenzierbar vorausge-
setzt. Zum Teil ist das notwendig, zum Teil geschieht es nur der Einfachheit halber.

Man nennt f auch ein Vektorfeld auf U. In geometrischer Deutung wird jedem Punkt x € U ein
Vektor f(x) e R" , angeheftet”. Eine Losungskurve durch y € U hat in y gerade den Tangenten-
vektor f(y), wie die Differentialgleichung zeigt. In Dimension 2 (und mit Einschrankungen
in Dimension 3) kann man den geometrischen Sachverhalt durch Skizzen verdeutlichen:

Skizze eines ebenen
Vektorfeldes und ei-
niger Losungsbahnen.
Der Kringel o symboli-
siert einen stationdren
Punkt.

§1. Begriffe und Werkzeuge

In diesem Abschnitt geht es vor allem um Techniken und Resultate, welche den praktischen
Umgang mit Differentialgleichungen ermoglichen oder erleichtern.

85
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(1.1) Definition. Gegeben sei x = f(x) auf U, und eine autonome Differentialgleichung

% = ¢(x) auf der nichtleeren, offenen Menge V c R"™, ¢ sei C'-Abbildung. Weiter sei & #
U* c U offen, und ¥ : U* —» V eine Abbildung. Dann heifst ¥ [0sungserhaltend von % = f(x)
in x = g(x), wenn fiir jede Losung z(t) von x = f(x) in U* das Bild ¥(z(t)) eine Losung von
x = g(x) ist.

Es gibt ein handliches Kriterium, um diese Eigenschaft fiir gegebenes ¥ zu testen:

(1.2) Lemma. Die Voraussetzungen an f,g und ¥ seien wie in (1.1), und weiter sei ¥ eine C'-
Abbildung. Genau dann ist ¥ losungserhaltend von x = f(x) in X = g(x), wenn die Identitit

DY¥(y)f(y) =8(¥(¥))

fiir alle y € U™ gilt.

Beweis. Seiy e U* und z(t) die Losung von x = f(x), x(0) = y. Dann ist

8(¥(z(1))) = %‘Y(Z(f)) = D¥(2(1))2(t) = DY (2(4))f(z(1));

insbesondere g(Y(y)) = DY (y)f(y).
Fiir die umgekehrte Richtung gelte die Identitét, und z(t) lose x = f(x). Dann

%‘Y(Z(t)) = D¥(2(8))f(2(1)) = g(¥(2(1)))- -

(1.3) Beispiele. a) Fiir die Chemostat - Gleichung in einer Umgebung des positiven Qua-
dranten P c R?

(kurz x = f(x))

c+x1
(wobeia,b,c,r,d positive Konstanten) und ¥ : R?2> R, x - x1 + % x> berechnet man

ax
ot

'X2—(SJC1
_ ay. C+X1
DY (x)f(x) = (1,%) ( L )

=r-6(x1+$x2) =g(¥(x))

mit g: R - R, g(y) =r-dy.
Also ist ¥ 1osungserhaltend von x = f(x) in die (elementare eindimensionale) Gleichung
% =r —dx. Dies ist bei der Diskussion der Chemostat - Gleichung von grofiem Nutzen.

b) Koordinatentransformationen: Es sei x = f(x) auf U gegeben, weiter W c R" offen und
Y : W — U eine C'-Abbildung derart, dass DY (x) fiir alle x € W invertierbar. Definiere
f*: W - R, f*(x) := D¥(x)"! f(¥(x)). Dann ist - nach Konstruktion - ¥ losungserhal-
tend von x = f*(x) in X = f(x).

Fasst man ¥ als Koordinatentransformation auf, so gibt f* “die Differentialgleichung in
neuen Koordinaten” an.
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c) Konkretes Beispiel: Polarkoordinaten. Ist f auf dem Kreisring
U={xeR*:r < \/x3+x% <1} gegeben, wobei 0 <71 <7, < oo, f(x) = (ﬁgii;; ), so ist
die Darstellung der Gleichung in Polarkoordinaten wie folgt zu erhalten:
Setze W~ {(1) € R% 1y <7 <1z} und ¥ W R, (1) > (1),
Dann ¥(W) = U, und
D‘I’( r) = (CQS ¢ ~rsm GD) ist invertierbar fiir alle (r) eW,
@ sing rcos¢ @

sowie

f*(r) _ D‘I’((r))’l (fl(rcos (p,rsinqo))
P P

fa(rcos @, rsin @)
_1{rcos¢ rsing)(fi(rcos¢,rsing)
~r\-sing cos¢ |\ fa(rcos@,rsin @)

d) Spezialfall: Affine Koordinatentransformationen. Ist x = f(x) auf U gegebenund A € GL(n;R),
beR", soist ¥(x) = Ax + b 1osungserhaltend von

X=f(x) =AY f(Ax+b) in %= f(x).

Fiir lineare Differentialgleichungen wurde dies schon in Kapitel II, Lemma (2.1) vorge-
stellt.

Sind y € U mit f(y) # 0 und c € R" \ {0} vorgegeben, so ldsst sich durch passende Wahl
von A und b erreichen, dass

Y(0)=y und f7(0)=c.

Die nidchste Aussage zeigt, dass es lokal, nahe nicht stationdren Punkten, in jeder Dimension
eigentlich nur eine autonome Differentialgleichung gibt:

(1.4) Satz. (Begradigungssatz)
Gegeben sei x = f(x) auf U und y* € U sei nicht stationdr fiir f. Dann gibt es Umgebungen U*, V*
von y* in U und eine invertierbare C'-Abbildung ¥ : U* — V*, die losungserhaltend ist von

1
% = 0 (mit konstanter rechter Seite) in % = f(x).
0
1
Beweis. Nach Beispiel (1.3) d) diirfen wir y* = 0, f(y*) = O annehmen. Die Idee ist, statt
0

X1,...,Xy als neue Koordinaten die Zeit t lings Losungen mit Anfangswert auf der Hyperebe-
ne x; = 0 sowie xo, ..., x, zu verwenden. Prizise gesagt: Sei

0

X

Y(x):=®|x, |2

Xn
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Nach Kapitel III, Satz (2.1) und Satz (2.5) ist ¥ in einer Nullumgebung definiert und stetig
differenzierbar. Bezeichne die Komponenten von ¥ mit ¢, ..., 3,. Nun gilt

0 0
g% - a%cp e | SR e R L S CO)
X X
anders ausgedriickt
1
D¥(x)- || F(¥ ),
0
1
und Y ist nach (1.2) 16sungserhaltend von x = 0 inx=f(x).
0
1
Insbesondere ist auch %(O) = f(0) = O die erste Spalte der Matrix DY (0). Aus
0
0 0 0
IS E RS
% xil) \a

folgt weiter direkt 3—2(0) = 4;j (KRONECKER-Symbol) fiir i, j > 2, also ist

1 * eee *
DY(0) = O 1 . 0 invertierbar.
0 0 1

Der Satz tiber die Umkehrfunktion aus der Analysis zeigt nun die lokale Invertierbarkeit von
Y. m]

Eine lokale Theorie autonomer gewohnlicher Differentialgleichungen ist also nur bei statio-
ndren Punkten interessant. Der Beweis von (1.4) ist konstruktiv, wenn man den lokalen Fluss
@ explizit kennt.

Folgendes Resultat zur “Zeitskalierung” ist gelegentlich niitzlich:

(1.5) Lemma. Gegeben sei x = f(x) auf U mit lokalem Fluss ®. Weiter sei U* c U nichtleer und
offen, u : U* — R eine C'-Funktion und f*(x) = u(x)f(x). Mit ®* werde der lokale Fluss von
X = f*(x) auf U* bezeichnet.

Schliefllich sei y € U* und z(t) := ®(t,y) mit maximalem Existenzintervall I = Inax(y) sowie
z*(t) == ®*(t,y) mit maximalem Existenzintervall I* auf U*. Dann gilt:
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a) In einer Umgebung von t = 0 gilt z* (t) = z(T(t)), wobei T die Losung des Anfangswertproblems

t(t) = u(z(z(#))), 7(0)=0
ist.
b) Ist u(y) +0, so gibt es p > 0, p* > O derart, dass

{z(t); |t <p} c {z"(t); tel"};
{z*(t); [t| <p*} c {z(¢); tel}.

c) Hat y auf U* keine Nullstelle, so haben x = f(x) und x = f*(x) die gleichen Losungsbahnen auf
u-.

Beweis. a) Es ist

%(Z(T(f))) =2(7(8)) - 1(t) = f (z((1))) - p (2(7(£)))

und z(7(0)) =y. Die Behauptung folgt mit dem Eindeutigkeitssatz fiir X = f*(x).

b) Es ist 7 stetig differenzierbar mit 7/(0) = p(y) # 0. Also enhélt der Wertebereich von 7 eine
Nullumgebung von RR. Damit folgt die erste Inklusion. Die zweite ergibt sich mit f = =% - f*.

c) Es reicht zu zeigen, dass die Losungsbahn durch y € U* fiir ¥ = f*(x) in jener von x =
f(x) enthalten ist. Sei also T € I*. Gezeigt wird ®*(T,y) = ®(S,y) fiirein S € I. Zu jedem ¢
zwischen 0 und T existiert nach b) ein p; > 0 derart, dass

{7 (5,27 (t,y); Is| <pe} c{P (5, P (£,y)); 5 € Imax (P"(£,Y))} -

Die Intervalle (t - p;,t + p;) tiberdecken das kompakte Intervall mit Endpunkten 0 und T,
also gibt es endlich viele ¢, ..., t, derart, dass die zugehorigen Intervalle eine Uberdeckung
bilden. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei weiter die Folge fo, ..., t, strikt monoton
mit ty) = 0 und ¢, = T. Durch evtl. Hinzunahme weiterer t; konnen wir auch annehmen, dass
ti1 € (ti—pf, ti +py,) fiir alle 7 gilt.

Nun gibt es nach Konstruktion zujedem j € {1,...,r} ein s; derart, dass

D (tj,y) = @ (s, " (tj-1,1)),
insbesondere
D7 (t,y) = P(s1,)
und
D" (t2,y) = P (s2, P (t1,y)) = P (52, P(s1,¥)) = P(s1 +52,Y).
Mit Induktion folgt
CI)*(tj,y) =®(s1+...+5,Y)

fiir alle j < r und die Behauptung. o
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(1.6) Beispiel. Das Volterra - Lotka - Modell

X1 =x1(a-bx
1= 2) (a,b,c,d >0 Konstanten)
Xy = JCZ(CJC1 —d)
auf dem (offenen) positiven Quadranten U ldsst sich wie folgt behandeln:
Auf U* := {x e U; 0 < x1 < %} ist u(x) = (x2(cx; —d))~! definiert und # 0, also hat die
Gleichung

. x1(a-bxy)
- x(cxy - d)
X =1

dort dieselben Bahnen. Insbesondere x; = x(0) + t und mit der Kettenregel gilt

dx; _ x1(a-bxp)

dxy;  xo(cx;—d)’
Dies ist eine trennbare Gleichung fiir x; als Funktion von x,, woraus sich das Verhalten der
Losungsbahnen erschliefien lasst.

In vielen Situationen ist es sinnvoll und interessant, die Anderung gewisser skalarwertiger
Funktionen “langs Losungen der Differentialgleichung” zu betrachten.

(1.7) Definition. Gegeben sei * = f(x) auf U, weiter U* c U nichtleer und offen, und ¢ :
U* - R eine C!-Funktion.

a) Die Funktion L¢(¢) : U* - R, x = D¢(x)f(x) heifst die LiE-Ableitung (oder orbitale
Ableitung) von ¢ beziiglich f.

b) Ist ¢ nicht konstant und gibt es ein stetiges 1 : U* — R derart, dass L¢(¢) = i+ ¢, so heifst
@ Semiinvariante von f.Im Fall u = 0 nennt man ¢ erstes Integral (oder Invariante) von f.

c) Falls L¢(¢)(x) <0 fiir alle x € U*, so heifst ¢ LJAPUNOV-Funktion von f auf U*.

(1.8) Bemerkungen. a) Istz(t) eine Losung von x = f(x) in U*, so ist

% ¢(z()) = Do(z(1))2(t) = Do(z(1)) f(2(+)) = Lr(9)(2(¢))-

In diesem Sinne beschreibt die LIE-Ableitung also die Verdnderung von ¢ lings Losun-
gen der Gleichung.

b) Ist ¢ ein erstes Integral von f, so gilt demnach % ¢(z(t)) = 0 fir jede Losung auf U*. Die
Losungen sind also in den Niveaumengen ¢~ ({c}), c € R, “eingesperrt”.

¢) Ist ¢ eine LJAPUNOV-Funktion von f, so gilt %qo(z(t)) < 0 fiir jede Losung auf U*; insbe-
sondere ¢(z(t)) < ¢(z(0)) fiir alle t € Imax(zo), t > 0. Die Losungen sind fiir ¢ > 0 also in
Subniveaumengen
{xelU”; p(x)<c}, ceR

“eingesperrt”, so lange sie in U* bleiben.




§2 Invariante Mengen 91

(1.9) Beispiele. a) Ungedampftes Fadenpendel: ¥ = f(x) auf IR?, in Koordinaten

X1 =Xp
) (aus ¥ = —sinx)
Xy = —sinXx;
Fiir ¢(x) = 223 — cos x1, Dg(x) = (sinxy,2x,) ist
Do(x)f(x) =xz-sinx; +x2-(-sinx;) =0,

also ¢ erstes Integral.
Die Niveaumengen von ¢ erhilt man aus %x% - cosxp = ¢ = const., also

x% =2c+2cosxi, Xp=+\/2c+2cosx].

|
Z

:

Einige Niveaulinien (zusammen mit einigen der stationdren Punkte (k(;r ), k € Z) sind skiz-
ziert.

b) Fadenpendel mit geschwindigkeitsabhdngiger Reibung:
X1 =x2
) ) (dabei a >0 Konstante)
X2 = —Xp2 — SIN X1
Hier ergibt sich mit ¢(x) = $x3 - cos x; und Rechnung analog zu oben:
Le(p)(x) = —ax3 <0 auf R
Also ist ¢ eine LJAPUNOV-Funktion.

Fiir Physiker hat ¢ in diesen Beispielen eine Bedeutung: ¢ gibt die Gesamtenergie des Sys-
tems an, die im ersten Beispiel erhalten bleibt und im zweiten abnimmt (Reibungsverlust).
Das Beispiel ist auch ein Indikator, wie erste Integrale oder LJAPUNOV-Funktionen - falls es
solche gibt - vielleicht zu finden sind.

§2. Invariante Mengen

Die Suche nach, oder die Betrachtung von, invarianten Mengen ist eine weitere Standard-
Technik bei der Untersuchung autonomer Gleichungen.
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(2.1) Definition. Gegeben sei & = f(x) auf U, und Y sei Teilmenge von U. Dann heifit Y
positiv invariant | resp. negativ invariant | fur x = f(x), wenn fiir jedes y € Y und alle ¢ ¢
Imax(y) mitt >0 [resp. t <0 ] gilt D(t,y) €Y.

Ist Y sowohl positiv als auch negativ invariant, so heifst Y invariant.

Folgende Aussagen zu invarianten und positiv invarianten Mengen sind schon aus (1.8) be-
kannt. Wir formulieren sie — der Deutlichkeit halber — nochmal.

(2.2) Satz. Gegeben sei x = f(x) auf U, sowie eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : U — RR.

a) Ist ¢ erstes Integral der Gleichung, so ist jede Niveaumenge ¢~'({c}), ¢ € R, eine invariante
Menge.

b) Ist @ eine LJAPUNOV-Funktion der Gleichung, so ist jede der Subniveaumengen

{xel; p(x)<c}, ceR
und {xel; ¢(x)<c}, ceR

positiv invariant. m]

(2.3) Bemerkungen. a) Weil ®(-t,y) die Losung von x = —f(x), x(0) = y ist (siehe etwa
Lemma (1.5) fiir = —1), sind negativ invariante Mengen von X = f(x) positiv invariant
fur ¥ = —f(x), und umgekehrt. Deshalb lassen sich Aussagen tiber negativ invariante
Mengen auf solche tiber positiv invariante Mengen zurtickfiihren. Im Folgenden geht es
deshalb vor allem um positiv invariante Mengen.

b) Positiv invariante Mengen sind nach Definition und wegen der Halbgruppeneigenschaft
(siehe Kapitel I, Satz (5.7)) genau die Vereinigungen positiver Halbtrajektorien
I'"(y) = {P(t,y); t € Imax(y),t > 0}. Weiterhin sind invariante Mengen genau die Vereini-
gungen von Trajektorien I'(y) = {®(t,y); t € Imax(y) }-

¢) Vereinigungen und Durchschnitte positiv invarianter Mengen sind positiv invariant. Das
Komplement einer positiv invarianten Menge ist negativ invariant, und vice versa. Verei-
nigungen, Durchschnitte und Komplemente invarianter Mengen sind invariant. All die-
se Eigenschaften folgen in simpler Weise aus b), da verschiedene Trajektorien disjunkt
sind.

Zu topologischen Eigenschaften (positiv) invarianter Mengen gilt folgende Aussage. Hier
zeigt sich der Nutzen von Abhidngigkeitssatzen.

Wir erinnern an die Begriffe Abschluss Y, Inneres (oder offener Kern) Y und Rand 9Y einer
Teilmenge Y des R". (In diesem Skript sind Abschluss, Inneres, Rand stets auf die Normtopo-
logie des R" bezogen. Einige andere Literaturquellen beziehen sich — explizit oder implizit —
auf die Relativtopologie beziiglich U. Deshalb ist beim Vergleich Vorsicht geboten.)
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(2.4) Lemma. Gegeben sei X = f(x) auf U und Y sei Teilmenge von U.
a) Ist'Y positiv invariant, so sind auch Y n U sowie Y positiv invariant.

b) IstY invariant, so sind auch Y n U, Y sowie Y n U invariant.

Beweis. a) EsseizeYnU,alsozeUund es gibt eine Folge (yk)ren in Y so, dass %im Yk = Z.
Sei weiter t € Imax(z), t > 0 fest. Nach Kapitel III, Satz (1.5) gibt es dann eine Umgebung V
von z in U so, dass ®(t,y) fiir alle y € V existiert.

Also existiert ®(t,yy) fiir fast alle k und Kapitel III, Satz (2.1) zeigt lim D(t,yx) = D(t,2).
Aus O(t,y;) € Y folgt somit (t,z) € Y. Zum Nachweis der positiven Invarlanz von Y

beachte die negative Invarianz von U\Y, also auch von U\Y n U, sowie Y nU = Y wegen
der Offenheit von U.

b) folgtaus (a) und (2.3). O

Es fehlen weitere handhabbare Kriterien fiir Invarianz oder positive Invarianz. Einige werden
jetzt geliefert:

(2.5) Satz. Gegeben sei x = f(x) auf U, weiter seien ¢1, ..., ¢, : U — R stetig differenzierbar, und
Y :={xel; ¢1(x) = = ¢;(x) = 0}. Falls es stetige Funktionen p;; : U — R gibt, so dass

r
Lf(¢i):Z;Vij'¢j (1<igr),
]:

dann ist Y invariant. Ist insbesondere ¢ eine Semiinvariante von f auf U, so ist die Nullstellenmenge
von ¢ invariant.

Beweis. (E seiY # @, und y € Y. Kiirze ab z(t) := ®(t,y). Dann gilt nach Voraussetzung und
(1.8)

d r |
7 9iz(0) = Ly(@i)(2(1)) = ]; wij(z(t)gj(z(t)),  1<i<r,
alsoist (¢1(z(t)),..., ¢,(z(t))) eine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
wi= Y wi(z(t)w;  (1<i<r)
=i

zum Anfangswert 0 bei ¢ = 0, und somit identisch Null. m]

(2.6) Beispiele. a) Die Chemostat - Gleichung (in einer Umgebung des positiven Quadran-
ten P c R?)

b (% = f(x), vgl. Beispiel (1.3)a))
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besitzt die invariante Menge Y = {x; x; = 0}, denn fiir ¢(x) = xp ist

L)) =01 F(x) = (1 =8) 22 = p(x) - (1)
mit p(x) = % -
b) Die EULER - Gleichung in R3
X1 = Q&1X2X3
Xo = ApX3X1
X3 = A3X1X2

(wobei a1, a3, w3 Konstanten) besitzt z. B. die invariante Menge Y = {x; x1 = x2 = 0}. Denn
fur ¢1(x) = x1, @a(x) = xp ist

Le(p1)(x) = a1x3 -x2=0-@1(x) + p12(x) p2(x)
—
=p12(x)

und Lg(92)(x) = p21(x) - @1(x), wobei piz (x) = azx3.
Aus (2.2) erhdlt man weiterhin invariante Mengen

{x; zxzx% - oqx% =c}, ceRR,
da mit 1(x) := axx? — a1 x5 ein erstes Integral der Gleichung gegeben ist.

¢) Fuar
X1 = 2x% -2xp

(kurz x = f(x))

Xp = 3x1%xp — 33(‘;~
ist Y = {x; 2§ — x3 = 0} invariant, denn mit ¢(x) = xJ - x3 ist

2x% —2X»

Lf(QD)(X) = (3x%/ —2x2) (3)(13(2 —3X%) = 6JC41L —6x1x% =6x1 - (x”;’ - x%) .

Nun zu Kriterien fiir positive Invarianz, in Verallgemei-
nerung von (2.2) b). Ist V c U eine offene positiv invari-
ante Menge, so sollte anschaulich “am Rand von V das
Vektorfeld ins Innere von V zeigen” (oder wenigstens
nicht nach aufSen).

Das Folgende ist eine prizise Fassung dieses Kriteriums (welche zeigt, dass es auch hinrei-
chend ist), die allerdings relativ starke Voraussetzungen an den Rand von V stellt.

(2.7) Satz. Gegeben sei x = f(x) auf U c R", und ¢ : U — R sei eine C>-Funktion derart, dass
U™ = {x eU; ¢(x) <0} nicht leer ist. Es sei V eine Zusammenhangskomponente von U~. Wenn
die Bedingungen

Do(x)#0 und Lg(¢)(x)<0 (also (grad¢(x),f(x))<0)
fiir alle x € OV n U erfiillt sind, dann sind V n U und V positiv invariant.
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Anmerkung: Aus der Analysis ist bekannt, dass 0V n U dann eine Untermannigfaltigkeit der
Dimension n -1 ist.

Beweis. Weil ¢ stetig ist, gilt ¢(x) =0 auf oV n U.

(1) Zunichst sei L(¢)(x) <0 fiir alle x € 9V n U vorausgesetzt. Wére V nicht positiv inva-
riant, so gédbe es ein y € V derart, dass die Losung z(t) von x = f(x), x(0) = y, fiir ein
t* > 0 die Bedingung z(t*) ¢ V erfiillt. Dann gibt es auch ein 7 > 0 so, dass z(7) € oV
und z(t) e V fir 0 < t < 7. Also ist ¢(z(7)) = 0 und ¢(z(t —h)) < 0 fiir alle hinreichend
kleinen 7 > 0.

p(z(t-h)) - 9(2(7))
-h

Es folgt }Zirr(} >0, also L¢(¢)(z(7)) > 0im Widerspruch zur Voraus-

setzung.

(ii) Nun gelte die schwéchere Voraussetzung L¢(¢)(x) <0 fiir alle x e 9V n U.
Fiir ¢ > 0 setze f,(x) := f(x) - ¢-grad ¢(x). Dann ist

Ls,(¢)(x) = L(@)(x) — 0 (grad ¢(x), grad ¢(x)) < 0

fiir alle x € 9V n U, also ist V n U positiv invariant fiir alle f, mit ¢ > 0.

Fiiry € VnU und t > 0 nenne ®,(t,y) die Losung von % = f,(x), x(0) = y. Fiir ein festes
t > 0istdann ¢ - @, (t,y) stetig (vgl. Kapitel III, Korollar (2.7)) und es ist @y (t,y) € VnlU
tur alle (hinreichend kleinen) ¢ > 0.

Also ®(t,y) = Po(t,y) € V, und V n U ist positiv invariant. ]

(2.8) Bemerkungen. a) Die Bedingung ist auch notwendig: Falls L¢(¢)(y) > O fiir ein y €
dVnlU,so

(@(t,y)) = ¢(y) +tL(9)(y) +-- = tLe(@)(y) +-->0

fur kleine f > 0, also ®(t,y) ¢ V.

Aus demselben Grund gilt: Verlésst eine Trajektorie {®(t,w); t € Imax(w)} flir positive
Zeiten die Menge V durch y € 0V nU (d.h. es gibt ein T > 0 so, dass ®(t,w) € V fir
0<t<t, O(t,w) € dV und (7 +¢ w) ¢ V fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0), dann ist

Li(9)(y) > 0.

b) Eine Variante des Kriteriums aus (2.7) geht von der Menge
U, ={xel; ¢(x) <c} (ceR Konstante)
und der (scheinbar allgemeineren) Bedingung
Do(x)#0 und Ls(@)(x)<0

fur alle x € 9V nU aus, wobei V eine Zusammenhangskomponente von U, ist. Der Be-
weis wird mit {(x) := ¢(x) - c auf den Fall ¢ = 0 zurtickgefiihrt.

(2.9) Beispiele. a) Fadenpendel mit geschwindigkeitsabhidngiger Reibung (vgl. Beispiel (1.9) b)

X1 =x2

Xy = —Xp — sin X1
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Fiir ¢(x) = 323 - cos xy ist Ls(¢)(x) = —ax3 <0.
Nach (2.2) b) ist also jede Subniveaumenge

{x e R? @(x) <c}

positiv invariant, und auch jede Zusammenhangskomponente einer solchen Subniveau-

menge.

b)
X1 =X2— xi’
Xy = X3 - %5 (%= f(x) auf R®)
X3 =X1— x%

Fiir hinreichend grofe a ist die Kugel K, = {x; x3 + x5+ x3 < a} positiv invariant: Mit

P(x) := x2 + x5 + x3 ist zundchst
4,4, .4
Le(¥)(x) = 2(x122 + x2X3 + X3X1) — 2(X] + X5 + X3)
Nun gibt es positive Konstanten o1, 0, so, dass

2(x1x2 + x2X3 + X3x7) < 01-P(x) und
2(xT+x3+%3) > on-(x)?, fiiralle x.
Also Ly()(x) < (x)(01 - 0a9p(x)), und fiir (x) > ? ist Le()(x) <0.
2
Sei nun a > ? und ¢(x) := P(x) —a. Dann ist dK, gerade die Nullstellenmenge von ¢,
¢(x) <0 fir x € Ky, und fiir x € 9K, gilt L¢(¢)(x) = Lf(¢)(x) <O0.

Wegen der Kompaktheit von K, und Kapitel I, Satz (5.4) existiert dann jede Losung fiir
0<t<oo.

Ein anderes hédufig gebrauchtes Kriterium ist das folgende. Hier sind (2.2) und (2.7) nicht
direkt anwendbar.

(2.10) Satz. Gegeben sei x = f(x) auf U und
P:={xeR" x120,...,x, >0}

sei der positive Orthant. Dann ist U N P positiv invariant fiir % = f(x) genau dann, wenn gilt:
Fir i = 1,...,n folgt aus (x1,...,%i-1,0,%Xi41,...,X,) € U n P stets, dass
fi(-xlr-- .,xi,1,0,xi+1,...,xn) 2 0.

Beweis. Analog zu (2.8) zeigt man, dass die Bedingung notwendig ist. Zum Nachweis, dass
sie auch hinreichend ist, sei p > 0 und

1
g(p, x) :=f(x)+p-(i),
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mit gi(p, x1,...,%i-1,0,Xjs1,...,x,) >0 furalle (x1,...,%-1,0,%j51,...,x,) eUNP, p>0.

Sei p > 0. Gdbe es eine Losung v(t) von x = g(p, x) mitv(0) e UnP,v(t*) ¢ Un P flireint* >0,
so gdbeeseinT>0undeinie{l,...,n}, sodass

v(t)eUnP fur 0<t<T, vi(T)=0.
Wie im Beweis von (2.8) schlief3t man
0;,(1) <0,
im Widerspruch zu
0;(7) = gi(p, v1(T),...,vi-1(7),0,0141(T),...,vs(T)) > 0.

Also ist U n P positiv invariant fiir = g(p, x), p > 0. Mit stetiger Abhangigkeit schliefst man
die positive Invarianz nun auch fiir p = 0, also fiir X = f(x). o

(2.11) Beispiel. Fiir die Chemostat - Gleichung (siehe (1.3) und (2.6)) gilt

axy

X1=71r-— -X2—(5xl
cC+X1 .
. (4 = f(x))
Xy = <Xy — 00X
C+Xq

f](O,Xz) =1 > 0; fz(xl,O) = 0,'

also ist der positive Quadrant P positiv invariant. (Dies ist auch gut so, da die Gleichung
Massen oder Konzentrationen beschreibt.)

In (1.3) wurde fiir ¢(x) = x1 + § x2 auBerdem L¢(¢)(x) =7 - d¢(x) berechnet, also ist fiir jedes
« > & die Menge

X2

{x; ¢(x) < a} positiv invariant. Mit (2.3) ist also jede kompakte
Menge
Ayi={xe R? x120,x > 0, p(x) <a}

positiv invariant.

N

Insbesondere existiert nach Kapitel I, Satz (5.4) also jede Losung ®(t,y), y € P, fiir 0 < f < oo.

(2.12) Bemerkung. Das Kriterium fiir positive Invarianz, das in (2.7) bewiesen wurde, ist
relativ schwach. So gilt (2.7) etwa auch dann, wenn Z := {x € dV; D¢(x) = 0} eine Verei-
nigung endlich vieler Untermannigfaltigkeiten von Dimension < n —1 ist. Der Rand von Z
darf also “Ecken und Kanten” haben, so lange es nicht zu viele sind. Die Beweise hierfiir
werden aber recht unangenehm.
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§3. Lineare Kompartimentsysteme

Firl<i<nund1<j<nmiti#]seien gegeben nichtnegative reelle Zahlen 7y;, 9;; und B;.
Die autonome lineare Differentialgleichung

-(X%1+m) 2 LAt B1
. U2 (X0 +72) : :

K = .
(K) X : : ﬁn—l,n * :
U U2 _(Z Oin +')’n) ,Bn

(mit der charakteristischen Eigenschaft, dass die Matrix aufSerhalb der Diagonale nur Eintra-
ge > 0 hat, jede Spaltensumme aber < 0 ist) heifdt ein lineares Kompartimentsystem; die zugeho-
rige Matrix nennt man auch eine Kompartimentmatrix. Kiirzt man dies mit x = f(x) ab, so gilt
offenbar

filxt, oo, xi21,0, X401, .-, X)) = O X+ + 041 Ximq + O i1 Xiwn + - + DXy + B,

also ist das Kriterium von Satz (2.10) offenbar erfiillt. Der positive Orthant P ist somit fiir
solche Systeme positiv invariant.

Lineare Kompartimentsysteme werden z. B. in Physiologie und Okologie verwendet, um den
Verbleib gewisser Stoffe (Medikamente, Chemikalien ...) in einem System (Korper, Okosys—
tem ...) zu modellieren. Dabei stellt man sich das System in n “Reservoirs” (Kompartimente)
eingeteilt vor, und x; gibt dann etwa die Masse oder Stoffmenge des Stoffes in Reservoir #i
an. Die Gleichung beschreibt dann Transport zwischen den Reservoirs (dafiir sind die 8;; zu-
standig); Abbau/Verlust in den einzelnen Reservoirs (dafiir stehen die ;) und Zufluss von
aufien in die Reservoirs (dafiir stehen die §;).

(3.1) Beispiel. In der C)kotoxikologie wird oft der Verbleib einer Chemikalie (etwa Ostrogen)
in einem Okosystem mittels linearer Kompartimentsysteme modelliert. Fiir einen Teich (mit
Zu- und Abfluss) betrachtet man etwa die Kompartimente 1 = Wasser, 2 = Sediment, 3 = pflanz-
liche Biomasse, sowie 4 = tierische Biomasse. Mit x1, ..., x4 seien (in der selben Reihenfolge)
die Massen der Chemikalie in den Kompartimenten bezeichnet.

Das lineare Kompartimentsystem

— (021 + 031 + 041 +71) 2 3 t4 B1
oo 1 = (%12 + 932) B3 01 .,]0
931 B30 —(013+023) O 0
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(wobei 71 > 0 und die angegebenen ¢;; > 0 angenommen werden, und f; > 0) beschreibt nun
die zeitliche Entwicklung der Konzentrationen. Die beiden Nullen je in Zeile 4 und Spalte 4
der Matrix lassen sich so interpretieren, dass zwischen Sediment und Tieren bzw. Pflanzen
und Tieren kein direkter Transport der Chemikalie stattfindet; hingegen sehr wohl zwischen
allen anderen Kompartimenten. Mit 1 und y; wird Zufluss bzw. Abfluss der Chemikalie
beschrieben (vgl. Kapitel I, §1 A); ein anderweitiger Abbau findet nicht statt. Blickt man auf
Kapitel I, §1 A zurtick, so zeigt sich, dass fiir die Brauchbarkeit des Modells gewisse Voraus-
setzungen erfiillt sein miissen (etwa gleichméfiige Verteilung der Chemikalie in jedem Kom-
partiment); in realen Systemen ist dies nicht unbedingt der Fall. Andererseits ist es praktisch
kaum moglich, ein Okosystem “exakt” zu modellieren. Die Bedeutung der Modellierung mit
linearen Kompartimentsystemen liegt gerade in ihrer Einfachheit, die angesichts der schlech-
ten Datenlage einen akzeptablen Kompromiss darstellt. Fiir grobe Schdtzungen sind solche
Modelle durchaus niitzlich.

Ist A eine Kompartimentmatrix, so ist offenbar fiir hinreichend grofies ¢ > 0 die Matrix B :=
A + 0E eine nichtnegative Matrix, d. h. all ihre Eintrage sind > 0.

(3.2) Definition. Falls es eine Permutionsmatrix T gibt, so dass fiir die Kompartimentmatrix
A [bzw. die nichtnegative Matrix B] gilt, dass

()

obere Block-Dreiecksgestalt hat [bzw. fiir T-' BT die analoge Eigenschaft gilt], so nennt man
A [bzw. B] reduzibel; andernfalls irreduzibel.

Anders gesagt: Lasst sich durch geeignetes Umnumerieren der Variablen erreichen, dass das
System in oberer Block-Dreiecksgestalt vorliegt, dann heifdt die Matrix reduzibel, andernfalls
irreduzibel. Die Matrix in Beispiel (3.1) ist irreduzibel.

(3.3) Bemerkungen. a) Reduzibilitit einer Kompartimentmatrix heifdt fiir das Modell: Es
gibt eine Zerlegung des Systems in zwei disjunkte Teilsysteme von Kompartimenten, so
dass kein Transport vom ersten Teilsystem ins zweite stattfindet.

b) Die Diagonalblocke einer reduziblen Kompartimentmatrix sind wieder Kompartiment-
matrizen (Bitte verifizieren!). Deshalb lasst sich jede reduzible Kompartimentmatrix bis
auf Permutationen darstellen in der Gestalt

*

0

mit irreduziblen Blocken in der Diagonale.

Wir wollen Aussagen tiber das Verhalten der Losungen von (K) gewinnen. Ein Schritt hierzu
ist die folgende Aussage, die auch fiir sich von Interesse ist.
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(3.4) Satz. (Satz von PERRON und FROBENIUS; schwache Form).
Es sei A eine Kompartimentmatrix. Dann besitzt A einen nichtnegativen Eigenvektor

01
v( : ) , wobeialle v; >0 (kurz: v>0)
(&7

zu einem reellen Eigenwert. Ist A irreduzibel, so gilt sogar v; > 0 fiir 1 <i < n.

Beweis. Wihle 0 > 0 so, dass B = A + ¢E nichtnegativ ist.

Durch x — Bx wird der positive Orthant P in sich abgebildet. Gibt es ein v > 0, v # 0, mit Bv =
0, so ist die erste Behauptung klar. Andernfalls betrachte mit der 1-Norm (|| x|1 = |x1]+--- +[xz|)
das Einheits-Simplex
S={xeP; |x|1=1}.

Durch § - S, x — ﬁ - Bx ist dann eine stetige Abbildung der kompakten und konvexen
Menge S in sich gegeben. Nach dem BROUWERschen Fixpunktsatz gibt es einen Fixpunkt
fiir diese Abbildung; also ein v € S mit v = ﬁBv. Dies zeigt die erste Behauptung. Fiir die
zweite Behauptung zeigen wir: Sind nicht alle Eintrage v; > 0, so ist B (also A) reduzibel. Wir
diirfen nach evtl. Umnumerieren annehmen, dass

01

U= mit ©v7>0,...,0,>0.

U1
Dannist Bv=\-v=]| " , mit der Partitionierung B = Bu | B also By1-| : | =0. Nun
0 B2 | B o
. r
0
hat By lauter Eintrdge > 0, und mit v; > 0,...,v, > 0 folgt, dass jeder dieser Eintrdge gleich
Null sein muss. Also By = 0; B ist reduzibel. O

Nun zum Verhalten der Losungen der Differentialgleichung im positiven Orthanten:

(3.5) Satz. Gegeben sei das System (K), abgekiirzt als
Xx=Ax+Db
auf dem positiven Orthanten P. Dann gilt:

a) Die Matrix A besitzt nur Eigenwerte mit Realteil < 0.

b) Ist A invertierbar, so konvergiert jede Lisung der Gleichung gegen —A™'b € P. Es stellt sich also
im Grenzwert ein Gleichgewicht ein.
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Beweis. a) Fiir 6 > 0 setze ¢5(x) := x1 + - + x,, — § und betrachte zunédchst x = Ax. Es ist P
positiv invariant fiir diese Gleichung und

La(ys)(x)=(1,...,1)- Ax
==71X1 == YnXn <0

fur alle x € P. Jede kompakte Menge Q5 := {x € P; 15(x) < 0} ist also nach Satz (2.2) positiv
invariant und deshalb ist jede Losung mit Anfangswert in P fiir t > 0 beschrankt. Aus Kapitel
II, Satz (2.10) folgt die Behauptung.

Fiir Teil b) zeigen wir zuerst, dass Re A < 0 fiir jeden Eigenwert von A. Dabei kénnen wir
wegen (3.3) annehmen, dass A irreduzibel ist (denn die Eigenwerte von A ergeben sich aus
denen der Diagonalblocke).

Nach a) miissen wir noch die Moglichkeit ausschliefSen, dass A rein imagindre Eigenwerte
i, x € R} besitzt. Nehmen wir an, es gibt einen solchen Eigenwert, mit Eigenvektor w. Dann
ist bekanntlich Re(e™™ - w) eine reelle Losung der homogenen Gleichung i = Ax. Gema8 (3.4)
existiert ein Eigenvektor v so, dass alle v; > 0, mit einem reellen Eigenwert y < 0. Wahlt man
|w]| hinreichend klein, so gilt v + Re(w) € P. Dank positiver Invarianz folgt

v-elt + Re(ei‘"t ‘w)eP

fiir alle t > 0. Wegen der Periodizitit des zweiten Summanden und wegen ¢! — 0 (t - oo)

folgt damit aber Re(e™™ - w) e P fiir alle ¢ € IR; insbesondere fom/ “Re(e™ w)dt e P {0} (alle
Komponenten des Integranden sind > 0, und nicht alle = 0). Andererseits ist

27 /o

. 1 . 27/a
/ Re(e”"t-w) dt = [Re(‘—e”"t-w)] =0;
in 0
0
Widerspruch.
Aus Kapitel 11, (2.10) und (2.12) folgt nun die Behauptung. ]

Hier wurden mit Hilfsmitteln aus der Theorie der Differentialgleichungen Aussagen bewie-
sen, die auch fiir die Lineare Algebra interessant sind: Hat zum Beispiel A die Gestalt wie
in (K) und ist invertierbar, so hat —A~! nur Eintrdge > 0. (Versuchen Sie mal, dies direkt zu
beweisen!)

§4. Limesmengen

Existiert eine Losung von x = f(x) fiir alle f € [0, o0), so interessiert man sich oft nicht so sehr
fir ihren Verlauf wihrend einer endlichen Zeitspanne, sondern fiir das Langzeitverhalten der
Losung. Limesmengen charakterisieren dieses Langzeitverhalten. Salopp gesagt, liegen in
der (Omega-)Limesmenge einer Losung all die Punkte von U, denen die Losung fiir beliebig
grofie Zeiten beliebig nahe kommt.
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(4.1) Definition. a) Gegebensei x = f(x) auf U, und y € U so, dass ®(t,y) fiir alle ¢ € [0, o)
existiert. Dann heif$t z € U ein w-Limespunkt oder Omega-Limespunkt von y, wenn es eine
Folge (tx)ken mit ty — oo (k — oo) gibt derart, dass klim ®(tr,y) = z. Die Menge aller

w-Limespunkte heift die w-Limesmenge von y; Bezeichnung w(y).

b) Esseiy e U so, dass ®(t,y) fiir alle ¢ € (—o0,0] existiert. Dann heif8t z € U ein a-Limespunkt
oder Alpha-Limespunkt von y, wenn es eine Folge (f; )N mit tx - —oo (k — o0) gibt derart,
dass limy_, ., ®(tx,y) = z. Die Menge aller a-Limespunkte heifst die a-Limesmenge von y;
Bezeichnung a(y).

(4.2) Lemma. a) Es gilt

w(y) = QO{GP(t,y); t> ) nU.

Insbesondere ist w(y) = w(y) nU.

b) Da ®(-t,y) die Losung von x = —f(x), x(0) = y ist, lassen sich alle Aussagen von w-
Limesmengen auf x-Limesmengen iibertragen.

c) Gilty* =®(1,y) fiirein T € R, so ist w(y) = w(y*). In diesem Sinn sind Limesmengen ganzen
Losungsbahnen zugeordnet.

Beweis. a) Bezeichne die Menge rechts mit Y. Ist z € w(y) und gilt t; — co mit (t,y) —» z
und ist t* > 0, so existiert ein ko € IN mit #; > t* fiir alle k > ko. Also z € Y. Ist umgekehrt w e Y,
so gibt es nach Definition zu jedem ganzen k > 0 ein t; > k mit der Eigenschaft

1
oo~ ®(tk,)] < 7.
Es folgt t; — oo und ®(ty,y) - w. Die zweite Aussage folgt, weil jede Menge
{®(t,y); t > t*} auf Grund ihrer Konstruktion abgeschlossen ist.
b) Siehe Lemma (1.5).

c) Gemaf der Halbgruppeneigenschaft aus Kapitel I, Satz (5.7) ist ®(t,y*) = ®(t, P(7,y)) =
®(t+7,y) fur alle t > 0. Weil ¢ - oo genau dann, wenn t; + T - oo, folgt die Behauptung. O

(4.3) Beispiele. a) Falls tlim d(t,y) =z, so ist offenbar w(y) = {z}.

b) Fiir eindimensionale autonome Gleichungen - siehe Kapitel I, Satz (5.5) - sind Limesmen-
gen entweder leer oder bestehen aus einem Punkt.

-1 0 0 1
x=10 0 -1}-x, y=11
0 1 0 0

et
d(t,y) =|cost|,
sint

c) Fiir die lineare Gleichung

gilt
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wie man einfach bestétigt (oder ausrechnet).
Fiir t — oo konvergiert der erste Eintrag gegen 0 und es folgt

0
w(y) = {(zl); 2= 1}.
22

Zu wesentlichen Eigenschaften von Limesmengen:

(4.4) Satz. Gegeben sei x = f(x) auf U, und y € U sei so, dass ®(t,y) fiir alle t € [0, 0o) existiert.
Dann gilt:

a) w(y) ist eine invariante Menge und w(y) nU = w(y). Mit z € w(y) ist auch
a(z) c w(y) bzw. w(z) c w(y), falls D(t,z) fiirt € (—o0,0] bzw. t € [0, 00) existiert.

b) Gibt es ein Kompaktum K c U so, dass ®(t,y) € K fiir alle hinreichend grofien t, so ist w(y)
nichtleer, kompakt und zusammenhingend.

Beweis. a) Zur Abgeschlossenheitsaussage siehe Lemma (4.2). Istz € w(y) mitz = klim D(ty,y)
gemdf (4.1), und t* € R so, dass ®(t*,z) existiert, dann existiert auch ®(t*, d(ty,y)) fiir
fast alle k; siehe Kapitel III, Satz (1.5), und ®(t*, (t,y)) = D(t* + t,y) konvergiert gegen
®(t*,z). Also ®(t*,z) € w(y), und w(y) ist invariant. Die Behauptung a(z) c w(y) bzw.
w(z) c w(y) folgt nun aus Invarianz und aus w(y) = w(y) nU.

b) Beachte, dass die Voraussetzung schon Imax(y) = [0, o0) garantiert. Nach BOLZANO-WEI-

ERSTRASS ist w(y) nichtleer; wegen w(y) c K (da K alle seine Haufungspunkte enthilt)
und Abgeschlossenheit ist w(y) kompakt. Zum Zusammenhang: Wére w(y) nicht zusam-
menhédngend, so gébe es disjunkte, abgeschlossene Aj, Ay ¢ w(y) mit w(y) = Aj U As.
Weil A; und A, dann auch kompakt sind, ist ¢ := dist (A1, Az) > 0. Zu jedem t* > 0 gibt
es dann ein f > t* so, dass dist (®(%, y),A;) > 0/3 furi =1,2, denn es gibt ein 77 > +* mit
dist (®(11,v), A1) < 0/3, weiter ein T, > 7y mit dist (P(12,y), A2) < 0/3, und fiir t € (11, 1)
kann nicht immer eine dieser Ungleichungen gelten (Stetigkeit von x ~ dist(x, A;) und
Zusammenhang von (71, T)).
Insbesondere: Zu jedem k € IN gibt es ein t; > k so, dass dist ((t,y), A;) > 0/3 firi =1,2.
Die Folge der ®(t,y) besitzt eine konvergente Teilfolge, und der Grenzwert z dieser Teil-
folge liegt in w(y) und erfillt dist (z, A;) > 0/3,i = 1,2. Also w(y) 2 A; U Ay; Widerspruch.
o

Einen speziellen Fall von Limesmengen konnen wir vollstindig abhandeln; vergleiche auch
Beispiel (4.3) a).

(4.5) Korollar. Voraussetzung wie in (4.4). Falls w(y) = {z} nur ein Element enthilt, dann ist z
stationdr und auferdem gilt tlim d(t,y) =z
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Beweis. Stationaritat folgt aus der Invarianz von {z}. Wire z nicht der Grenzwert von ®(t,v),
so gdbe es ein ¢ > 0 mit der Eigenschaft, dass {x € R"; |x -z| <20} c U und dass zu jedem
t*>0eint > t* existiert mit o < |®(#,y) - z| < 20, denn es gibt ein 71 > t* mit [P (71, y) -z| > 20
und ein 7, > 7y mit [P(2,y) -z| < 0.

Also gibt es eine Folge (tx)ken mit £ - oo und o < |P(t,y) —z| < 20 fiir alle k. Da {x ¢ R" :
|x —z|| <20} c U, gibt es dann ein v € w(y) mit |v - z| > o; Widerspruch. ]

Die explizite Bestimmung von Limesmengen ist in der Regel nicht einfach. Jedoch gibt es
spezielle Situationen, wo einem LJAPUNOV-Funktionen zu Hilfe kommen.

(4.6) Lemma. Gegeben sei x = f(x) auf U, weiter sei V c U offen und nichtleer sowie i : V. — R
stetig differenzierbar.

Ist V* c V nichtleer, gilt L¢()(x) <0 fiir alle x € V* und ist y € V* derart, dass ®(t,y) € V* fiir
alle t € [0,00), so ist L¢(1)(z) =0 fiirallez e w(y) n V*.

Beweis. Wegen %l[)(q)(t,y)) = Le($)(D(t,y)) <O firalle t > 0ist t = y(P(¢,y)) monoton
fallend. Zu z € w(y) n V* existiert eine Folge (t )N positiver reeller Zahlen mit

ty > o0 und D(t,y) >z (k- o0).
Mit Stetigkeit folgt (P (tr,y)) - P(z) und wegen der Monotonie-Eigenschaft gilt
P(P(t,y)) > (z) furalle t>0.

Annahme: L¢($)(z) <0. Dann hat t = 1(P(t,z)) bei t = 0 negative Ableitung, also gibt es ein

T > 0 s0, dass P(P(7,2)) < P(z). Andererseits existiert (7, P(tx,y)) = O(tx + T,y) fiir fast
alle k und klim D(7, D(ty,y)) = D(7,2), also P(P(T + t4,y)) < P(z) fir fast alle k.

Das ist ein Widerspruch. m]

(4.7) Satz. (Prinzip von LA SALLE).
Gegeben sei % = f(x) auf U, weiter sei V c U offen und nichtleer sowie 1 : V — R stetig differen-
zierbar.

Ist Y ¢ V positiv invariant und Lg(y)(x) <0 fiir alle x € Y, so gilt

wy)nYcN:={xeY; L¢(¢)(x) =0}.

Ist zudem Y abgeschlossen in R", so w(y) c N.

Anmerkung: Die Voraussetzung an die LIE-Ableitung ist insbesondere dann erfiillt, wenn ¢
LJAPUNOV-Funktion auf V ist.

Beweis. a) Nach Voraussetzungist L¢(1)(x) <0 fiiralle x € Y und ®(t,y) € Y* fiiralle y € Y*,
t € Imax(y). Die Behauptung folgt mit (4.6).

Die Abgeschlossenheit von Y erzwingt w(y) ¢ Y fiir alle y € Y. Die restliche Aussage wird
wie a) bewiesen. O
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(4.8) Bemerkung. Istin (4.7) b) zudem noch V kompakt, so ist auch w(y) #* & gemafs (4.4).
Zudem kann man die Invarianz von Limesmengen (vgl. (4.4)) benutzen.

(4.9) Beispiele. a) Gradientensysteme: Es sei U c R" offen und nichtleer, und ¢ : U — R eine
C2-Abbildung. Das Gradientensystem zu ¢ ist dann die Gleichung

0¢/0x1
= f(x) =( ) (= grad (x))
0¢/oxy

Fiir ¢(x) := —¢(x) ist
Ly($(x)) = ~(grad g(x), grad ¢ (x)) < 0;

mit LASALLE gilt also fiir jeden w-Limespunkt z: grad ¢(z) = f(z) = 0; z ist also stationar.
Alle w-Limespunkte eines Gradientensystems sind stationr.
Das Gleiche gilt fiir a-Limespunkte.

b)

. ( 0X1 + X2 —(x{~ +x§)x1

= , kurz x=f(x)in IRZ, mit Parameter p ¢ IR, 0> 0.
—x1+ 1, —(x-%+x§>xz) fx) ¢<R, ¢

Die Abbildung ¢ : x ~ x? + x3 ist l6sungserhaltend von % = f(x) in die eindimensionale
Gleichung

% =2(ox - x%).
Im Fall o > 0 folgt ¢(P(t,y)) - o fir t — oo, fiir alle y # 0. Also ist w(y) im Kreis C :

. .. . t
x% + x% = ¢ enthalten. Dieser Kreis ist eine Losungsbahn ( dat— _QQCSO; ;

wie man nachrechnet), und mit Invarianz folgt w(y) = C fiir alle y # 0.

c) Fadenpendel mit Reibung (vgl. (1.9), (2.9)):

) eine Losung ist,

X1 =X2
) (>0; kurz x=f(x)).
Xp = —Xp — SIN X1

Fiir ¢(x) := 3x3 — cos xq ist L¢(@)(x) = —ax3 <0, also liegt fiir jedes y € R* die Limesmenge
w(y) in der Geraden x; = 0. Die Losungsbahnen in dieser Geraden lassen sich bestimmen:

Ist (P[ E)t)) eine Losung, so ji(t) = 0 (Einsetzen in die Gleichung), also ist die Lésung sta-
tionar.

Wir haben stationidre Punkte (k bﬁ

), wobei k € Z, und dies sind die einzigen Kandidaten
fur Limesmengen.
(Mit etwas Zusatzarbeit folgt aus (4.4) und (4.5): Jede Losung konvergiert gegen einen

solchen stationdren Punkt.)

Anzumerken ist noch, dass natiirlich nicht alle Limesmengen mit LASALLEs Prinzip (oder
verwandten Methoden) bestimmt werden kénnen, schon weil nicht immer eine LJAPUNOV-
Funktion existiert. Aber LASALLE liefert, wenn es klappt, eine sehr bequeme Methode.
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§5. Stabilitit stationdrer Punkte

Wie bereits frither angemerkt, ist das lokale Verhalten von Losungen nur in der Néhe sta-
tiondrer Punkte interessant. In diesem Abschnitt soll es um einen Aspekt dieses Verhaltens
gehen, ndmlich um Stabilitdtsfragen. Diese sind auch von praktischem Interesse: Beschreibt
eine Gleichung den zeitlichen Ablauf eines realen Systems, so entsprechen stationdre Punkte
Gleichgewichts- oder Ruhelagen dieses Systems. Ob eine (kleine) Auslenkung aus einer sol-
chen Ruhelage dazu fiihrt, dass das System sich wieder der Ruhelage nihert, oder ob dies ein
Weglaufen des Systems von der Ruhelage zur Folge hat, ist auch fiir Anwendungen relevant.

Zunichst aber zur Definition:

(5.1) Definition. Es sei y ein stationdrer Punkt von x = f(x) auf U.

(i) Der stationdre Punkt v heift stabil, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt so, dass fiir alle
y e Umit |y —yo| < 0 die Losung ®(t,y) fiir alle t € [0, 00) existiert und |P(¢,y) —yo| < e
erfiillt. Anderenfalls heifst o instabil.

(ii) Ist yo stabil und gibt es ein ¢ > 0 so, dass tlim D(t,y) = yo fur alle y mit ||y —yo| < o,
dann heifdt yo asymptotisch stabil.

(5.2) Bemerkung. Zum Nachweis der Stabilitét reicht es, zu zeigen, dass |[®(t,y) —yo| < €
fur alle f € Imax(y), t > 0. Die Existenz von ®(t,y) fiir alle f € [0, o0) folgt dann aus Kapitel I,
Satz (5.4).

(5.3) Beispiel. Fiir die homogene lineare Differentialgleichung X = Ax (A € Mat(n x n;R))
gilt:

Haben alle Eigenwerte von A Realteil < 0, dann ist der stationdre Punkt 0 asymptotisch stabil.
Hat ein Eigenwert von A Realteil > 0, dann ist der stationdre Punkt 0 instabil.

Dies ergibt sich aus Kapitel II, Satz (2.10).

Zur Untersuchung von Limesmengen ist niitzlich:

(5.4) Lemma. Ist x = f(x) auf U gegeben, ist yq ein stabiler stationirer Punkt und gilt yo € w(y)
fiirein y € U, dann ist w(y) = {yo}.

Beweis. Seize U~ {yp}, und e:= |z —-1yp|/2. Dann gibt es ein ¢ > 0 so, dass aus
lw-yol| < o stets [®(t, w) —yo| < efolgt, insbesondere z ¢ w(w). Aus y € w(y) folgt [P(t*,y) -
Yo| < ¢ fiur ein t* >0, also z ¢ w(P(t*,y)) = w(y). ]

(5.5) Beispiel. Chemostat (vgl. (1.3), (2.6), (2.11))

(=£()).
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Hierist ¢ : R? > R, ¢(x) = x1 + § x2, 1dsungserhaltend in x = r - §x auf R, und Lésungen mit
Anfangswert y im ersten Quadranten existieren fiir alle ¢ > 0.

Es gilt also w(y) c {x € R%; x1 >0,x2 >0 und x; + 2 5 x2=%},da@(P(t,y)) —» 5 furt - co.

Die Gerade Y : ¢(x) = 5 ist (wegen L lp-5)=-0 ( )) invariant.

Stationdre Punkte im pos1t1ven Quadranten bestlmmen sich wie folgt. Zunédchst hat man

( r 0) B (keine Mikroben; Zufluss von Substrat, Durchmischung
o und Abfluss; vgl. Kapitel I, §1 A).

Ein stationdrer Punkt z = (z1,z2) mit z, # 0 erfiillt

O:

bz, -5, also zlzi (und z; > 0 nur fiir b > 6).
c+2z1 b-

Einsetzen von z; in die erste Gleichung ergibt z; = % (% - b ) und nur fur > b 5 ist zo > 0.
Eine Rechnung (siehe (5.13)b) weiter unten) ergibt: Falls z existiert und 1m offenen ersten
Quadranten liegt, ist z asymptotisch stabil.

Fiir jeden Punkt y* € Yp := {x € Y; x1 > 0,x > 0} ldsst sich aulerdem nachrechnen, dass

r_a
tlim O(t,y) = z. ( Der Ansatz ®(t,y*) = v(t) = (‘5 yb(f)(t)) liefert z. B. eine elementar losbare

BERNOULLI - Gleichung fiir p(t).)
Also: Fiir y im positiven Quadranten ist entweder w(y) = {w}, oder w(y) = {z}, denn mit
y* e w(y) ™ {z,w} folgte mit (4.4): w(y*) = {2z} c w(y) und (5.4) zeigt w(y) = {z}.

Zur Stabilititsuntersuchung helfen auch LJAPUNOV-Funktionen:

(5.6) Satz. Es sei yq stationir fiir x = f(x) auf U, U* c U eine Umgebung von yo und ¢ : U* - R
eine LJAPUNOV-Funktion mit ¢(yo) < ¢(x) fiir alle x € U* \ {yo}. (Die Funktion ¢ besitzt also
ein lokales Minimum in y.)

a) Dann ist yg ein stabiler stationdrer Punkt.

b) Gilt weiterhin, dass keine positive Halbtrajektorie I'" = {®(t,z); t > 0} mit z € U*, z # yo in
der Menge N := {x; L¢(¢)(x) = 0} c U* liegt, dann ist yo asymptotisch stabil. ( Dies gilt
insbesondere, wenn Ly(¢)(x) # 0 fiir alle x # yg.)

Beweis. (E sei ¢(yo) = 0. Sei e > 0 so, dass {x € R"; |[x —yo| < &} c U*, und r := min {¢(x);
|x —yo| =€}. Weil ¢ stetig und ¢(yo) =0, gibt es ein 6 > 0 mit 6 < e und ¢(x) < r fiir alle x mit
Ix-yol <.

Gezeigt wird: Aus |y —yo| < J folgt | P(t,y) —yo| < € fur alle t > 0. Ware dem nicht so, so gidbe
es ein fp > 0 so, dass |P(to,y) —yo| = ¢ aber |D(t,y) —yo| < € fir alle ¢ € [0, tp). Andererseits
ist t » @(P(t,y)) auf [0,ty] monoton fallend, also ¢(P(t,y)) < ¢(y) < r; Widerspruch zu
@(D(to,y)) > r wegen |D(to,y) — yo| = e Damit ist a) gezeigt. Teil b) folgt mit LASALLEs
Prinzip (4.6) und Invarianz von Limesmengen (4.4). O

(5.7) Beispiel. Fadenpendel mit Reibung ( vgl. (1.9), (2.9), (4.9)):

X1 =X2

Xy = —aXxp —sin xq
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Hier ist y = 0 stationdr, und mit ¢(x) = %x% —-cosxp gilt ¢(0) = -1, p(x) > -1 fiir x # 0 in
einer Umgebung U” von 0. Aus L¢(¢)(x) = —ax5 < 0 und der Tatsache, dass {x; x» = 0} nur
stationdre Punkte als invariante Teilmengen besitzt, folgt asymptotische Stabilitdt von y = 0
(und ebenso fiir y = (k7t,0) mit geradem k € Z ).

Nun zu einem Instabilitdtskriterium, das auf CHETAEV zurtickgeht.

(5.8) Satz. Gegeben sei X = f(x) auf U mit stationirem Punkt yo. Weiter sei U* c U offene
Umgebung von yo, ¢ : U* — R eine C'-Funktion, und V eine Zusammenhangskomponente von
U= {x eU"; ¢(x) < @(yo)}, sodass yo € dV. Falls dann L¢(¢)(x) < O fiir alle x € V, dann ist

Yo instabil.

(Beachte: Die Voraussetzung gilt insbesondere,
wenn L¢(¢)(x) <0 fiir alle x e U* ~ {yo}.) / / / / Yo

(U* schraffiert)

Beweis. (E sei wieder ¢(yp) =0, und yp = 0. Sei r > 0 so, dass {x € R"; |x| <r} c U*, und
y e Vmit |y| <r (wegen 0 € 0V existiert solch ein ). Es reicht zu zeigen, dass |®(to,y)| =
fiir ein £y > 0.

(i) Angenommen, |®(t,y)| < rfurallet > 0. Dannist ®(t,y) € V furalle f > 0, denn ¢(y) <0
und L¢(¢)(x) <0 fiir alle x € V zeigt o(DP(t,y)) < ¢(y) <O0.

(ii) Nunsetze K:= {x € V; |x| <rund ¢(x) < ¢(y)}. Dies ist eine kompakte Teilmenge von
V, denn ist (zj)jen eine Folge in K, die gegen ein z € R" konvergiert, so ist z ¢ Vnu*
und ¢(z) < ¢(y) <0, also z € V (denn auf 9V gilt ¢(x) = 0) sowie |z| <.

Aus (i) ergibt sich ®(t,y) € K fiir alle ¢ > 0.

(iii) Nun hat L¢(¢) ein Maximum « auf K, welches nach Voraussetzung negativ ist. Es folgt

% p(O(ty)) <w und P(D(t,y)) < p(y) +at > —oo (- o0).

Dies ist ein Widerspruch, da ¢ auf K beschrankt ist. |
(5.9) Beispiel.
x1 = x5 +71(%)
X2 = =Xz + 72(x)

(2= f(x))

mit C!-Funktionen 7y, 7, in einer Nullumgebung von R? derart, dass ’Yulx(sz) — 0und Wzix) -

0 fiir x — 0. Setze ¢(x) = —x + x5. Dann

Ly () (x) = =2 =223 = (71(x) + 222 72())

= (x)
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Ist | || die Euklidische Norm, so gilt

u(x)/|x|*> -0 fir x-0, alsowegen x%+2x33> |x|?:

Lip)@) < 2P (1M)

[ x]2

und es gibt eine Nullumgebung U* so, dass /

Le(¢p)(x) < O fiir alle x € U* \ {0}. Setze V := 174
{x; P(x) < 0} c U". Wegen 0 € 9V ist Satz (5.8)
anwendbar. /

Einen systematischen Zugang zu Stabilitdts- und Instabilitdtsaussagen erhdlt man tiber die
Eigenwerte der linearen Approximation in einem stationdren Punkt.

Gegeben sei also ein stationarer Punkt yo € U von x = f(x); weil f eine C!-Abbildung ist, hat
man

(*) f(x) = A-(x=yo) +8(x - yo)
mit A = Df(yo) € Mat(n x n;R) und einer C'-Funktion g derart, dass 8@, 0 fiir z - 0.

1=l

Fiir lineare Differentialgleichungen haben wir in Kapitel II, Satz (2.10) gesehen, dass die Ei-
genwerte fiir Stabilitdt oder Instabilitdt wesentlich sind. Wir zeigen nun, dass sich dies lokal
auf nichtlineare Gleichungen tibertrdgt. Den folgenden Stabilitdtssatz konnte man auch mit
Hilfe geeignet konstruierter LJAPUNOV-Funktionen beweisen. Wir wihlen hier einen ande-
ren Zugang, der die Aussage von Kapitel II, Satz (2.10) a) voll ausnutzt.

(5.10) Satz. Es sei yo € U ein stationirer Punkt von % = f(x). Wenn alle Eigenwerte von A :=
Df(yo) Realteil <0 haben, dann ist yo asymptotisch stabil.

Beweis. Wir diirfen yp = 0 annehmen, nach (x) ist also

f(x) = Ax+g(x).

Wir wihlen Normen auf R" bzw. Mat(n x n,R) — beide mit | . || bezeichnet — so dass |Ax| <
| A -|lx|| fiir alle A € Mat(n x n,R), alle x ¢ R".

(i) Nach Kapitel II, Satz (2.10) gibt es positive Konstanten  und M, so dass
|exp(tA)-y| < Me P! |y| firalle t>0.

Wihle 0 < R < £ (also RM - § < 0).

Wegen Dg(0) = 0 und Stetigkeit gibt es dann ein p > 0 so, dass |Dg(x)| < R fiir alle x
mit |x| < p, und folglich |g(x)| < R- | x| fiir all diese x.

Betrachte nun fiir y mit |y| < p die Entweichzeit

Te(y) =sup{T > 0; [®(t,y)| <p, alle te[0,T]}eRuU{oco}.

Wir werden zeigen, dass

T.(y) =co furalle y mit |y|< ﬁ
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(ii) Zunidchst zeigen wir fiir alle y mit |y| < p und alle ¢ € [0, T, (y)) die Ungleichung
(+) [0t y)] < M- y] - eRM-P),

Dabei wird ein bemerkenswerter Trick verwendet:
®(t,y) lost auch die lineare Differentialgleichung

x=A-x+g(®(ty)).

Mit Variation der Konstanten (Kapitel II, Satz (1.8); siehe auch Kapitel II, Satz (2.5)) gilt
also

t
O(t,y) =exp(tA) -y + [ exp((t-5)4)-g(®(s,y) d.
Fiir 0 < t < T,(y) folgt mit Standard-Abschitzungen und nach Wahl von p:

t
Gl < Mee Pyl + [ M- g(@(s,y))| ds
t
<M-e Pyl + [ M-e P Rj0(s )] ds,
oder ,
Pt y)| < M-Jy| +M-R'f0 e |®(s,y)| ds.
Nach GRONWALLs Lemma (Kapitel I1I, (1.7)) folgt
POt y)| < M- [y -e*M, 0<t < To(y),

also (1).

(iii) Nun folgt sofort T,(y) = oo fiir (z.B.) |ly| < 5, denn (1) impliziert dann |®(t,y)| < §
fur 0 < t < T,(y). (Wére T,(y) endlich, so gébe es ein T > 0 so, dass |P(t,y)| < p fiir
alle 0 < t < T,(y) + T; Widerspruch.) Als zweites folgt mit (1) Stabilitit, wenn man im
Argument p durch e < p ersetzt und J = 55; wahlt. Schliefilich gilt e(RM=P)t . 0 (t - ),
also ergibt sich asymptotische Stabilitat. ]

Fiir den Instabilitatssatz deuten wir zumindest an, wie sich im Beweis mit LJAPUNOV argu-
mentieren lasst.

(5.11) Satz. Es seiyg € U ein stationdrer Punkt von x = f(x). Hat ein Eigenwert von A := D f(yo)
Realteil > 0, so ist yo instabil.

Beweis nur fiir den Spezialfall, dass A diagonalisierbar ist und alle Eigenwerte von A reell
und # 0 sind:

Weil invertierbare losungserhaltende C!-Abbildungen an Stabilitat oder Instabilitit nichts an-
dern, konnen wir nach (1.3) d) annehmen, dass

f(x)=Ax+g(x) und A=diag(\i,...,\n)

mit reellen ;. Weiter konnen wir annehmen, dass A\ >0,..., A, >0, A\,11 <0,..., A\, <0 fiir ein
r>1l.
Setze nun

a2 2., .2 2
P(X) = =X]+ =Xy + Xy o X
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Dann gilt
La(9)(x) = Dp(x)Ax = =23 I} < —a- |x]?
fiir ein geeignetes & > 0 (mit der euklidischen Norm).
Weiter ist lim,_, Hﬁ‘(ﬁ‘)u = 0, also gibt es ein p > 0 so, dass ||g(x)|| < 7 - [ x| fiir alle x mit | x| < p.
Fiir |x| < p, x # O ist also

Le(@)(x) = La(@)(x) + Lg (@) (x)
<-a-[x]* + | grad o(x)] - [g(x)]

2 o
<o x |7+ 2] x| - e ||
o
< ——HxHZ <0.
2
Das Instabilitdtskriterium aus Satz (5.8) greift nun. O

Der Beweis ist nicht wesentlich komplizierter, wenn man A als komplex diagonalisierbar
voraussetzt und annimmt, dass alle Eigenwerte Realteil # 0 haben. In der Diagonale treten

dann bei der reellen Normalform noch Blocke der Gestalt (g _f (a # 0) auf und der Be-

weis lduft analog. Subtiler wird die Lage, wenn Eigenwerte mit Realteil 0 oder nichttriviale
JORDAN-Blocke auftreten.

(5.12) Bemerkung. Nach (5.10) und (5.11) bleibt die Stabilitdtsfrage noch in dem Fall unge-
klart, wenn Re A < 0 fiir alle Eigenwerte von A gilt, aber tatsdchlich Eigenwerte mit Realteil
0 existieren. Hier gentigt die lineare Approximation nicht, um die Frage zu entscheiden.
Ist f eine C"-Abbildung mit geniigend groflem 7, so kann man mit TAYLOR-Entwicklungen
hoheren Grades unter Umstdnden auf Stabilitdt oder Instabilitédt schliefSen. Die Sache wird

jedoch deutlich komplizierter.

(5.13) Beispiele. a) In IR? sei gegeben

: 2
X1=—-X1+tX; e
P (kurz: x = f(x))

Stationdre Punkte sind (genau)

Aus Df(x) = (2_;1 2_9612) folgt

-1 0
pie)- (3 5)
z ist also ersichtlich asymptotisch stabil.

Die Matrix Df(w) = (_1 2

5 _1) hat die Eigenwerte -3 und 1. Also ist w instabil.
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b) Chemostat (vgl. (5.5)):

(= f(x))

Hier Df(x)= (

Am stationdren Punkt w = ( ) gilt

I RN

co+r

mit Eigenwerten —6 < 0, und 5 0.

Der zweite Eigenwert ist < 0 genau fir —— o — <0, also ist w lokal asymptotisch stabil, wenn
kein zweiter stationdrer Punkt im offenen positiven Orthanten existiert, und w ist instabil,
wenn dieser Punkt z existiert. (er ignorieren den Grenzfall — = §; dafiir trifft (5.12) zu.)

Bei z gilt in diesem Fall

c1)+r

1 722 — ) — 2L

Df(Z) ( (c+zl) c+zl)’
(c+z )2 0

und diese Matrix hat negative Spur und positive Determinante, also zwei Eigenwerte mit

negativem Realteil. Somit ist z asymptotisch stabil.

(5.14) Bemerkung. Das Kriterium von ROUTH und HURWITZ fiir asymptotische Stabilitét.

a) Satz (5.10) wire von geringem Nutzen, wenn zu seiner Anwendung tatsdchlich die Be-
rechnung aller Eigenwerte der Funktionalmatrix erforderlich wire. Das folgende Krite-
rium liefert Bedingungen dafiir, dass ein normiertes reelles Polynom

p(x) =x" +a;x" o+, x+ay

(insbesondere also das charakteristische Polynom einer reellen n x n-Matrix)
nur Nullstellen mit Realteil < 0 besitzt. Notwendig und hinreichend hierfiir sind

(1) a,>0 far 0<k<n-1,
(i) detAy >0 fiur 0<k<n-1,

wobei
al a3 cee cee a2k71
ao az cen cen aZk—Z
0 a1 a3 - ay_
Ag = s 2k=3 1 ¢ Mat(k x k,R)
0 ap ax - ax4
0 :

(mit a; :=0 far [ > n, ap=1).




§6 Weiteres zu Limesmengen 113

b) Spezialfall: Beide Eigenwerte einer reellen 2 x 2-Matrix A haben Realteil < 0 genau dann,
wenn

Spur(A)<0 und det(A)>0.

Dies haben wir schon weiter oben verwendet (und dies ist auch direkt verifizierbar).

§6. Weiteres zu Limesmengen

Kombiniert man Aussagen iiber stationdre Punkte mit Eigenschaften von Limesmengen, so
lasst sich ein vertiefter Einblick gewinnen. Zundchst setzen wir Eigenschaften asymptotisch
stabiler stationdrer Punkte in einen allgemeineren Rahmen.

(6.1) Definition. Es sei M c U.

a) Man sagt, der Punkt y € U wird von M angezogen, falls ®(t,y) fiir alle ¢ € [0, o) existiert
und tlim dist(P(t,y), M) = 0.

b) Die Menge M heifst attraktiv, falls es eine Umgebung V von M in U gibt, so dass M jeden
Punkt von V anzieht. In diesem Fall setzt man

A(M) = {y € U; y wird von M angezogen}.

(6.2) Beispiele. a) Ist z ein asymptotisch stabiler stationdrer Punkt von x = f(x), so ist die
Menge M = {z} attraktiv, wie unmittelbar aus Definition (5.1) folgt. (Die Umkehrung die-
ser Aussage gilt nicht!)

b) Fiir die Gleichung
o[ Pt ~(x?+x3)x;
—x1+px2 —(x5+x3)x
auf R? mit dem Parameter p > 0 (vgl. Beispiel (4.7)b)ist C = {x: X2+ x% = p} eine attraktive

1
Menge, und es gilt A(C) = R?\ {0}. Aber auch jedes M > C ist eine attraktive Menge.

(6.3) Bemerkungen. (a) Wird y von M angezogen, so ist ersichtlich w(y) ¢ M, denn fiir
jedes w € w(y) gilt dist(w, M) = 0.

(b) Manche Autoren nennen eine attraktive Menge auch Attraktor, andere (die Mehrheit)
verlangen fiir Attraktoren aber noch Zusatzbedingungen. Ein Grund hierfiir ist, dass
gewisse Obermengen attraktiver Mengen auch attraktiv sind, und dass man anderer-
seits zu einer abgeschlossenen attraktiven Menge M die attraktive Teilmenge

M= U wy)

ye A(M)

mit dem gleichen Einzugsgebiet bilden kann:

A(M) = A(M).
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(c) Ist M eine attraktive Menge, so ist A(M) invariant. Denn ist y ¢ A(M) und
z = ®(t*,y), so ist nach Kapitel I, (5.7) auch ®(t,z) = ®(t +t*,y) fir alle t > 0, also
tlim dist(P(t,z), M) = 0.

(Allgemeiner gilt: Wird y von M angezogen, so auch jedes z in der Losungsbahn von y.)

Wichtig fiir die qualitative Untersuchung von Differentialgleichungen ist:

(6.4) Satz. Ist M c U eine kompakte attraktive Menge, so ist A(M) offen. Ist insbesondere z ein
asymptotisch stabiler stationirer Punkt von x = f(x), so ist

A({z}) = {y e U: lim &(t,y) =z}

eine offene Menge.

Beweis. Essei V wie in Definition (6.1). Dann haben das Kompaktum M und die abgeschlos-
sene Menge R"\V positiven Abstand.

Zuwe A(M) gibtesalso ein T > 0 derart, dass ®(T,w) € V. Weil V offen und y —» ®&(T,y) in
einer Umgebung von w definiert und stetig ist (sieche Kapitel III (1.5)), gibt es eine offene Um-
gebung V* von w derart, dass ®(T,y) € V fiir alle y e V*. Also V* ¢ A(M); die Behauptung
folgt. ]

(6.5) Beispiel. Gegeben sei eine Gleichung x = f(x) auf R”, die zwei asymptotisch stabile
stationdre Punkte z, z; besitzt. Dann gibt es eine Losung, die fiir t - co weder gegen z; noch
gegen z, konvergiert. Denn andernfalls ware R" = A({z1}) u A({z2}) Vereinigung nichtlee-
rer, disjunkter offener Mengen; Widerspruch zum Zusammenhang von R". (Das Gleiche gilt,
wenn X = f(x) auf einer zusammenhangenden Menge U gegeben ist.)

Im Allgemeinen werden stationdre Punkte nicht asymptotisch stabil sein. Den “entgegenge-
setzten” Extremfall betrachten wir als Néachstes.

(6.6) Definition. Ein stationdrer Punkt z € U von x = f(x) heif3t abstoflend, oder ein Repellor,
wenn dieser Punkt fiir ¥ = - f(x) asymptotisch stabil ist.

(6.7) Bemerkungen. a) Ist z abstoflend, so gibt es also zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 mit der
Eigenschaft: Fiir alle y € U mit |y —z| < 6 existiert ®(t,y) fiir —co <t <0, und es gilt

|®(t,y) —z|| <e furalle fe(—o00,0]
sowie tlim ®(t,y) = z. Zum Nachweis beachte nur, dass die Losungen von X = —f(x)

aus denen von x = f(x) durch Zeitumkehr hervorgehen.

b) Zeitumkehr liefert auch Kriterien fiir abstofSende stationdre Punkte. Ist etwa z stationar
und besitzt D f (z) nur Eigenwerte mit positivem Realteil, dann ist z abstoflend. Dies folgt
aus Satz (5.10).
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Abstof3ende stationdre Punkte sind fiir die Untersuchung von Limesmengen uninteressant:

(6.8) Satz. Es sei z ein abstoflender stationirer Punkt fiir x = f(x). Gilt dann z € w(v) fiir ein
v € U, so ist v = z. (Ein abstoflender stationirer Punkt z kann also fiir v # z kein w-Limespunkt

sein.)

Beweis. Annahme: v + zund z € w(v). Wéhle d zu € := %HZ}—ZH gemaf (6.7) a). Wegen z € w(v)
gibt es ein t* > 0, so dass |®(t*,v) - z| <. Fiir alle t < 0 folgt dann

|D(t+1t*,0) —z| = |[®(t, D(t*,v)) - z| <e.

Die Wahl t = -t* ergibt den Widerspruch |v-z| <€ = %Hv -z|. ]

Nun wenden wir uns den verbleibenden Fillen zu. Als Vorbereitung fithren wir einige Be-
zeichnungen ein.

(6.9) Definition. Es sei A € Mat(n x n,R), und A besitze keinen Eigenwert mit Realteil 0.
(Man sagt dann auch: A ist hyperbolisch.)

Es sei Us c C" die Summe aller verallgemeinerten Eigenrdume von A zu Eigenwerten mit
Realteil < 0, sowie U, c C" die Summe aller verallgemeinerten Eigenrdume zu Eigenwerten
mit Realteil > 0. Dann heifst

Vi :=U;nIR" der stabile Unterraum von A, und
V,:=U,nR" der instabile Unterraum von A.

Zur Erldauterung der Namensgebung betrachte die Differentialgleichung ¥ = Ax und ihre
Losung ®(t,y) zum Anfangswert y. Aus Kapitel 11, (2.7) und Eigenschaften der Exponential-
funktion erhalt man:

¢ Esist y € Vs genau dann, wenn flim d(t,y) =0.

¢ Esist y € V;, genau dann, wenn tlim d(t,y) =0.

e Isty ¢ V,uV,, soverldsst ®(t,y) fiir t - oo und fiir t - —oo jede beschrankte Umgebung
von 0.

Es gilt nun die bemerkenswerte Tatsache, dass sich diese Eigenschaft lokal auf nichtlineare
Differentialgleichungen vererbt. Der Beweis des folgenden Satzes wird hier (auf Grund seiner
Lange) nicht gefiihrt.

(6.10) Satz von der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeit. Es sei zp ein stationdrer
Punkt der Differentialgleichung x = f(x), und A := Df(zp) habe nur Eigenwerte mit von
0 verschiedenem Realteil. Weiter sei V; # {0} und V;, # {0}. Dann gibt es eine beschrankte
offene Umgebung U* von zg sowie C!-Untermannigfaltigkeiten W;, W, von U* mit folgen-
den Eigenschaften:

(i) W istin zg tangential zu zg + V;; W, ist in zg tangential zu zg + V,.
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(ii) Fallsy e U*,soisty € Ws genau dann, wenn ®(t,y) € U* fir alle t > 0 und tlim D(t,y) =
zp; und es ist y € W, genau dann, wenn ®(t, ) € U* fiir alle t < 0 und tli{n D(t,y) = zp.

(iii) Fallsy e U* und y ¢ Ws uW,, so verldsst die Losung mit Anfangswert y die Menge U*
fur positive und negative Zeiten.

Man nennt W die stabile Mannigfaltigkeit von zo und W,, die instabile Mannigfaltigkeit von zo.

(6.11) Bemerkungen. a) Falls A nur Eigenwerte mit negativem Realteil oder nur Eigenwer-
te mit positivem Realteil besitzt, (also Ws = U* oder W,, = U*), dann ist die Aussage schon
bekannt; siehe Satz (5.10) und Satz (6.8).

b) Die Eigenschaften von W; bzw. W, sollen, falls A sowohl Eigenwerte mit positivem als
auch mit negativem Realteil besitzt, noch etwas néher erldutert werden.
Zunichst kann man annehmen, dass zp = 0 und

V, = {(9;)1) 2 56 e]Rr} sowie

V, = {(f ) D Xp € IR”_r} fiir ein geeignetes r, 1 <r<n.
2

(Ggf. benutze eine losungserhaltende affine Transformation.)
Dann gibt es eine C!-Funktion
he : U N Vs >V,
mit
hs(o) =S O, Dhs(o) = O,
so dass fiir y € U* gilt:

y= (yl) eWs < 12 =hs(y1).
Y2




§6 Weiteres zu Limesmengen 117

¢) Ebenso gibt es eine C!-Funktion
hy U nV, -V
mit
1,(0)=0, Dh,(0) =0,
so dass fiir y e U* gilt:

Y= (yl) eW, <= 11 =h,(12).
Y2

Also ist Wy der Graph einer C 1_Funktion von V; n U* nach V,, und analog fiir W,,. (Falls

Thnen der Begriff “C!-Untermannigfaltigkeit” bisher unbekannt war, kénnen Sie dies als

definierende Eigenschaft betrachten.)

Nun wieder zu Limesmengen:

(6.12) Satz. (BUTLER und MCGEHEE)

Es sei zg ein stationdrer Punkt von X = f(x), und A := Df(z¢) besitze nur Eigenwerte mit Realteil
# 0. Falls fiir y € U gilt, dass zg € w(y), aber w(y) # {zo}, dann hat w(y) mit W \ {zo} und mit
Wy, N {20} nichtleeren Schnitt.

Beweis. Wahle r > 0 so, dass K := K;(zp) c U*. Wegen zj € w(y) gibt es eine reelle Folge ()
mit t; - oo und y; := ®(;,y) - zo fiir [ - oco. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit seien
alle y; € K. Fiir alle I gilt y; ¢ W;, denn andernfalls

y=o(-t,y) eWs und w(y) = {zo0}.

Also verlasst die Losung mit Anfangswert y; fiir positive Zeiten (U* und) K; somit gibt es ein

7 > 0 mit ®(1,y;) € 0K, aber (t,y;) € 12 fir0<t<m,leN.
Aus der stetigen Abhéangigkeit (siehe Kapitel III, (1.5)) folgt, dass es zu jedem T > 0 ein [y =
lo(T) gibt derart, dass

|®(t,y;) —zo| <r furalle te[0,T] und I>I.

Also gilt 1) — oo fiir [ — oo.
Die Folge der ®(1;,y;) besitzt in dK einen Haufungspunkt; wir diirfen annehmen, dass sie
gegen ein z* € dK konvergiert. Nach Konstruktion ist z* # zg.

Wir zeigen nun, dass ®(t,z*) fiir alle t < 0 in K (also in U*) liegt. Fixiere dazu t < 0. Aus
llim y; = z" folgt

®(t,2) = lim B(1,®(71,1)) = lim Bt +7,y).

Fiir alle hinreichend grofien I gilt aber 0 < t+ 7, < T;, also ®(t + 77, ;) € K. Grenziibergang
| - oo (und die Abgeschlossenheit von K) ergibt ®(t,z*) € K.

Nach Satz (4.7) folgt z* € W,,. Eine Variante des Arguments liefert ein z** € Ws nw(y). m]
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(6.13) Beispiel. Die Chemostat-Gleichung fiir 2= < §

co+r

ax
X1:T— +l -X2—(SJC1
c+Xx1 .
b (= f(x))
1
X = X2 —0Xp
c+x1

(vgl. (5.3), (6.5), (2.6)), besitzt den stationdren Punkt w = (%,O), mit einem positiven und ei-
nem negativen Eigenwert von Df(w). Die Menge Y := {({}) : x1 >0} ist auf dem positiven
Quadranten invariant, und es gilt tlim d(t,y) = w fur alle y € Y. Nach Satz (6.10) istalso Y nU*

die stabile Mannigfaltigkeit von w fiir jede hinreichend kleine Umgebung U* von W.

Eine Losung, die im offenen positiven Quadranten startet, kann also nicht gegen w konvergie-
ren. Damit (und z. B. mit der Theorie aus dem folgenden Kapitel) ldsst sich zeigen, dass jede
Losung, die im offenen positiven Quadranten startet, gegen den zweiten stationdren Punkt
konvergiert.

Anmerkungen zu Kapitel IV

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir positive Invarianz wird in AMANN, Theo-
rem 16.5 angegeben. Sie verallgemeinert die Kriterien aus §2, insbesondere Satz (2.7) und
Satz (2.10). Satz (6.10) geht u.a. auf HARTMAN zuriick; siehe auch AMANN, Theorem 19.11.
Eine sehr niitzliche Verallgemeinerung mit einem klar strukturierten Beweis findet sich bei
CHICONE, Theorem 4.1.



V. Ebene autonome Gleichungen

In diesem Kapitel sei n = 2, also U c R? offen und nichtleer, und gegeben sei X = f(x), mit
einer C!-Abbildung f : U —» R2.

Fiir solche ebenen Gleichungen gibt es prazise Aussagen iiber Limesmengen (dank topologi-
scher Besonderheiten des ]RZ), die zuerst von POINCARE und BENDIXSON vor ca. 100 Jahren
nachgewiesen wurden. Wir werden einige dieser Aussagen herleiten und nutzen.

§1. Topologische Grundlagen und Hilfssdtze

Dass man in der Ebene die Struktur von Limesmengen einfach tiberblicken kann, liegt an der
Tatsache, dass geschlossene Kurven die Ebene in disjunkte offene Komponenten zerlegen.
Genauer gilt:

(1.1) Satz. (JORDANSscher Kurvensatz)

Es sei [a,b] c R ein nicht entartetes kompaktes Inter-
vall und 7y : [a,b] — R? sei eine geschlossene, doppel-
punktfreie Kurve; d. h. y(a) = v(b) und y(s) = y(t)
fiira<s<t<bgiltnurfiirs=aundt=">.

Sei I := {y(t); a <t < b} die Bahn dieser Kurve.
Dann hat R* \ T genau zwei Zusammenhangskompo-
nenten und I ist der Rand fiir beide Komponenten. Ge-
nau eine dieser Komponenten ist beschriinkt; sie wird
das Innere von I genannt.

Der Satz erscheint anschaulich wohl offensichtlich. Zu beweisen ist er aber keineswegs ein-
fach. (Siehe Topologie, oder Hohere Funktionentheorie.)

(1.2) Beispiel. Die Bahn einer nichtkonstanten periodischen Losung von x = f(x) teilt den
R? nach (1.1) in zwei Komponenten auf.

Fiir C!-Kurven ist auch eine lokale Trennungseigenschaft wichtig, die als ndchstes formuliert
und bewiesen wird.

119
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(1.3) Lemma. Sei I c R ein offenes Intervall,

t)
:I—>IR2, = 71( ) =

U (’Yz(t) <
eine C'-Kurve und ty € I mit 1(ty) # 0. Dann
gibt es t1,ty € I mit t; < to < tp derart, dass der
“Streifen”

W={xe IRZ; ) <x1 < t

{ Y1(t1) 1<71(f2)} /N’__%;__;t
die disjunkte Vereinigung von I' := {y(t); t; < Gl g 2
t <t} und zwei offenen, zusammenhingenden W

Mengen W* und W~ ist.

(NB: Im Fall j2(tp) # 0 gilt eine analoge Aussage, mit vertauschten Rollen fiir x; und x.)

Beweis. Wegen 1(tp) # 0 ist t = 71(t) in einer Umgebung von t; umkehrbar; es gibt also
t) < tg < tp, so dass {y(t); t; <t < to} durch x; parametrisiert werden kann; d. h. es gibt eine
C!-Abbildung ¢ so, dass

{r(t);, <t<tr}= {(4)221)); 71(t) <x1 < ’Yl(tz)}

als Graph einer Funktion von x; dargestellt werden kann. Nun setze W* = {x ¢ W; xp >
@(x1)}und W™ = {x € W; xp < ¢(x1)}. Dies sind offensichtlich offene, wegzusammenhéngen-
de Mengen, die die Behauptung erfiillen. ]

Nun kommen wir zu Differentialgleichungen:

(1.4) Definition. Es sei y nichtstationar fiir x = f(x).

Eine Transversale | durch y ist das Bild einer Abbildung

(B1,B2) = U, s » y+sv, wobei B1 < 0 < By und v # 0 derart, f(x)
dass det(v, f(y +sv)) # 0 fiir alle s.
(Anschaulich: Das Vektorfeld zeigt immer auf dieselbe Seite der o

Transversale. )

(1.5) Bemerkungen. a) Durch jeden nichtstationdren Punkt y von ¥ = f(x) gibt es eine
Transversale [, denn f ist stetig. [ ist Transversale durch jeden ihrer Punkte.

b) Ist | eine Transversale durch y, so gibt es eine affine [
Abbildung u : R? - R, also p(x) = A(x) + &, wo X Linear-
form, a € R, mit # # 0 und p(I) = {0}. Dann hat L¢(u)(x)
tiir alle x € [ das gleiche Vorzeichen, denn "

L()(x) = A(f(x)) = A(f(y +50)) % 0; wegen A(0) = 0.
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Also gibt es eine Umgebung V von y, so dass V durch / in genau zwei Zusammenhangskom-
ponenten geteilt wird, von denen nach Kapitel IV, Satz (2.7) eine positiv und eine negativ
invariant ist.

Um die Aussage in b) zu verifizieren, wéhle zu v = (v, v7)" die Linearform )\ mit
Ax) = —vpx1 +v1xp = (=0, 01) - X.

Wire A\(f(y+s*v)) =0 fiir ein s*, so wédren v und f(y +s*v) linear abhidngig, also die entspre-
chende Determinante gleich Null.

Die folgenden Aussagen sind elementar, aber niitzlich:

(1.6) Lemma. (“Kreuzungslemma”)

Es sei y € U nichtstationdr, | eine Transversale durch y

und p: R? - R affin mit u # 0, u(l) = 0.

Dann existiert ein ¢ > 0 und eine Umgebung V von y (v)
mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir jedes z € V gibt es ein t* mit ®(t*,z) € l.

(i) Weiter gibt es t1 < t* < tp mit: u(®(t1,z)) = —0, u(P(t2,z)) = o0 und die Abbildung t
w(P(t,z)) ist auf [t1,t2] streng monoton.

(iii) Esgibt Ty, To > 0mit Ty > tr—t; > Ty fiirallez e V.

Beweis. (Skizze) E seiy =0, f(0) = ((1)) und u(x) = x; (affine Koordinatentransformation;
vgl. Kapitel IV, (1.3)). Sei e € (0, %) und V eine Nullumgebung so, dass fiir alle x ¢ V:

l+e> fi(x)>1-¢ und If2(x)] <e.

Wegen ; = f1(x) > 1 -¢ > 0 ist dann fiir jede Losung v(t) in V die Zuordnung t v (t) strikt
monoton und umkehrbar, und v, (v;) erfiillt die Gleichung

dxy _ fa(x) fa(x)
dxp  fi(x)’ f(x)

Mit dem Satz zu Differentialungleichungen aus Kapitel III, (1.7) folgt:

SLZZR.
1-¢

mit

Fiir jedes z € V verlauft die Losung ®(t,z) im “Ke-
gel” {x € R?; |xa — 23| < R-|x1 —z1|}, solange sie V /
nicht verldsst.

Damit lassen sich ¢ und V elementargeometrisch konstruieren. ]

Wenn eine Losung auf einer Transversale startet und wieder zu ihr zuriickkehrt, induziert
dies eine C!-Abbildung auf I.
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(1.7) Lemma. Es sei [ Transversale durch y*, mit Bezeichnungen wie in (1.4). Gibt es ein t* > 0, so
dass ®(t*,y*) wieder auf I liegt, so gibt es ein kleinstes T > 0 mit dieser Eigenschaft.

Weiter gibt es dann eine Nullumgebung i

I c (By,B2) und eine Ct-Abbildung T : I - R mit (T, y*

7(0) = T und:

(i) ©(1(s),y* +sv) el fiirallesel;

(ii) T(s) ist die kleinste positive Zeit, zu der die Lo-
sung mit Anfangswert y* + sv wieder in I liegt.

Beweis. Die Menge M der t > 0 mit (t,y*) €I ist durch eine positive Konstante nach unten
beschrankt (siehe (1.6) (iii)), und fiir das Infimum T gilt &(T,y*) € I (da u(P(t,y*)) = 0 fur
te M).

Nun betrachte auf einer Umgebung von (T,y*) in R x R? die Abbildung

¥ (ty) = u(P(ty))
Diese Abbildung ist nach Kapitel III, Satz (2.5) stetig differenzierbar mit

Py =0, LTy =M@y 20

Nach dem Satz tiber implizite Funktionen gibt es also eine Umgebung W von y* und eine
Cl-Abbildung T : W - R mit T(y*) = T und ¥(T(y),y) = O fiir alle y € W. Einschranken
auf W n! (genauer: Vorschalten von s ~ y + 5v) liefert die Behauptung (i). Zu (ii) beachte die
lokale Eindeutigkeit der Auflosung im Satz tiber implizite Funktionen, stetige Abhidngigkeit
und (1.6) (iii). O

(1.8) Definition. Die Bezeichnungen seien wie in (1.7). Die durch
Dd(7(s),y" +sv) =y* + 1t(s)v

definierte Cl—Abbildung 7t : I - (1, B2) heilst POINCARE-Abbildung, oder Riickkehrabbildung,
zu | bei y*.

(1.9) Bemerkung. Der Begriff der Transversalen ldsst sich auch auf Dimension > 2 erwei-
tern. Man versteht unter einer Transversalen durch y dann einen (7 — 1)-dimensionalen af-
finen Unterraum, der sinngemaf die definierenden Eigenschaften in (1.4) erfiillt. Auch die
folgenden Resultate (1.6) und (1.7) lassen sich fiir n > 2 formulieren und beweisen. Insbe-
sondere hat man auch in hoheren Dimensionen eine POINCARE-Abbildung.
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§2. Die POINCARE-BENDIXSON-Theorie

Das fundamentale Resultat {iber die Riickkehrabbildung in der Ebene ist wie folgt:

(2.1) Lemma (itber die BENDIXSON-Schnecke).

Es sei y nichtstationdr fiir x = f(x), | eine Trans-
versale durch y, und T > 0 die kleinste positive
Zeit mit ®(T,y) € l. Dann hat man fiir &(T,y) +
y eine Zerlegung

I=1_u{ytulpu{d(T,y)}ul,

(mit y im Rand von 1_ und ly, ®(T,y) im Rand von ly und l+), und es gilt weiter:

a) I'={®(t,y);, 0<t<T}ulp
ist eine doppelpunktfreie geschlossene Kurve, und R? \ T hat genau zwei Zusammenhangskom-
ponenten, deren beider Rand I ist.

b) Die Strecken I, und 1_ liegen in verschiedenen Zusammenhangskomponenten von R?\T. Der
Schnitt U, der Komponente, welche 1, enthdlt, mit U ist positiv invariant; der Schnitt U_ der
Komponente, welche _ enthilt, mit U ist negativ invariant.

c) Gibteseint>T mit ®(t,y) €l, so D(t,y) €l.. Gibt es ein t <0 mit (t,y) €1, so P(t,y) € l_.

Beweis. (Skizze)

Zundchst ist mit einem geeigneten v # 0 und offenem Intervall I mit 0 € I:

I = {y+sv; s eI}; insbesondere ®(T,y) = y +s1v, wobei wir s; > 0 annehmen konnen. Setzt
man

I_={y+sv; s<0},
lo={y+sv; 0<s<s;} und

I, ={y+sv; s>s1},
so ist die Existenz der Zerlegung klar.

a) Zu zeigen ist nur, dass ®(t1,y) = ®(t2,y) mit 1, £ € [0, T] auf t; = £, fihrt. Aus P(t,y) =
D(tp,y) mit ty,tr € (0,T) und etwa t; < t; folgte

D(t2 —t1,y) = ©(=t1, D(t2,y)) = D(~t1, P(t,y)) = (b ~t,y) =y € ];

im Widerspruch zur Wahl von T. Die zweite Aussage ist der JORDANsche Kurvensatz
(L.1).

b) Anschaulich scheint dies klar:
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L.

Die beiden Seiten von [j liegen in verschiedenen
Zusammenhangskomponenten und eine davon
ist positiv, die andere negativ invariant. Ein Be-
weis, der nicht auf anschaulichen Argumenten
basiert, geht wie folgt:

Es seien Vi, V, die Zusammenhangskomponen-
ten von IR? \ T. Weiter sei w # 0 orthogonal zu v
und fiir p > 0 setze

Up:={y+svo+rw; sel, |r|<p}.

Wir kénnen U, c U fiir hinreichend kleines p an-
nehmen. Dann ist U, offen und U, \ [ hat genau
zwei Zusammenhangskomponenten; vgl. Lem-
ma (1.3).

Streifen Up
1

Ebenfalls nach Lemma (1.3) konnen wir annehmen, dass sowohl {®(t,y); t nahe 0} als
auch {®(t,y); t nahe T} den Streifen U, in zwei zusammenhédngende Komponenten zer-
legt. Nun sei W, die Menge aller x ¢ U), die

(i) auf der selben Seite von I liegen wie alle (T + ¢, y) mit kleinem ¢ > 0;

(ii) auf der selben Seite von {®(t,y); t nahe 0} liegen wie ®(T,y).
Analog sei W, die Menge aller x € U, die

(i) auf der selben Seite von [ liegen wie alle ®(—¢, ) mit kleinem € > 0;

(ii) auf der selben Seite von {®(t,y); t nahe T} liegen wie ®(0,y) = y.

Dann ist Wp+ zusammenhdngend (vgl. (1.3)). Weil [, die definierende Eigenschaft (ii) oben
erfiillt, liegt [, n U, im Rand von W; ; also ist Wp+ ul; zusammenhdngend. Dartiber hinaus
gilt: Ist p klein genug, so hat W; U, mit I' leeren Schnitt; siehe Kreuzungslemma (1.6).

Analoge Aussagen gelten fiir W, und W, ul_.

Die zusammenhéngenden Teilmengen Wy u . sowie W, ul_ von R2\T liegen in je einer
Zusammenhangskomponente Vi, V. Sie konnen nicht in der selben Komponente liegen,
da Iy sonst nicht im Rand von V; und V; liegen wiirde. (Beachte, dass jeder Punkt von Iy
eine Umgebung besitzt, welche ganz in [p u W7 UW, enthalten ist.) Also liegen W; UL,
und Wp_ ul_ in verschiedenen Komponenten, die wir jetzt V* bzw. V™ nennen.

Nunsetze U :=UnV*, U :==UnV~.Dann gilt U = U" uT'ulU". Um zu zeigen, dass U™
positiv invariant ist, nehme man an, dass dem nicht so wire. Dann existiert eine Losung
d(t,z) die in U* startet und fiir ein ¢t > 0 in I'u U~ liegt; also gibt es ein t* > 0 so, dass
D(t,z) e U fur 0 < t < t*, ®(t7,z) € I. Dies ist aber unmoglich, da zum einen z nicht
auf der Losungsbahn durch y liegen kann (also ®(t*,z) = ®(f,y) fiir 0 < £ < T nicht
moglich ist), und aus ®(f,z) € Iy folgt D(t* —¢,z) € U™ fiir kleine ¢ > 0 (vergleiche lokale
Invarianzeigenschaften von U,). Analog folgt die negative Invarianz von U".

¢) ist dann mit dem Beweis von b) klar. O
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(2.2) Satz. (“Monotoniesatz”)

Es sei y nichtstationdr fiir X = f(x), und die Losungsbahn durch y sei nicht geschlossen. Ist I eine
Transversale durch y (Bezeichnungen wie in (1.4)), und sind
0<t) <ty < <t, derart, dass

D(ty,y) =y+svel,

so ist die Folge (s1,52,...,s,) streng monoton.

Beweis. (E seien die t; jeweils die kleinsten Zeiten mit ®(¢,y) € [ und t > t;_1 (resp. t > 0).
Im Fall r = 2 benutze (2.1): Aus s; > 0 folgt s > s1 fiir alle s € [, also s, > s; wegen D(tp,y) € l,;
analog fiir den Fall s; < 0. Der Rest ist Induktion nach r. m]

Man entnimmt dem Beweis auch, dass im Fall ®(#;,y) # y die Losungsbahn durch y nicht
geschlossen sein kann.

(2.3) Korollar. Es sei y ein nichtstationirer Punkt von x = f(x).

a) Ist die Losungsbahn durch y nicht geschlossen, so gibt es ein ¢ > 0 mit

|®(t,y) -yl >0 fiiralle hinreichend grofien t.

b) Ist {®(t,y); t € Imax(y)} nw(y) # @, so ist die Losungsbahn durch y geschlossen.

Beweis. a) Seil eine Transversale durch y. Nach dem Kreuzungslemma (1.6) gibt es ein gg >
0 so, dass fiir jedes ¢ < 0p ein T > 0 existiert mit der Eigenschaft: Ist |z - y| < %, so ist
®(t,z) el und |D(t,z) —y| < o fiir ein ¢ mit [t| < T. Wire also die Aussage von a) falsch, so
gdbe es erstens eine kleinste positive Zeit t; mit ®(t1,y) € [, und zweitens zu ¢ < |D(t1,y) -
y| beliebig groe t* mit |®(t*,y) -y < 3, also [®(t* +t,y) —y| < ¢ und D(t* +1,y) e fiir
ein t € | - 7, 7[. Dies widerspricht der Monotonieaussage von (2.2).

b) Wegen Kapitel IV, Lemma (4.2) gilt y € w(y). Die Behauptung folgt dann mit a). O

(2.4) Korollar. Es sei y nichtstationirer Punkt von % = f(x) und | eine Transversale durch y. Dann
enthilt w(y) nl hochstens einen Punkt.

Beweis. Ist die Losungsbahn durch y geschlossen, so ist y der einzige Schnittpunkt der Bahn
mit [ (Anmerkung nach (2.2)), und die Behauptung folgt. Es sei also im Folgenden die Lo-
sungsbahn durch y nicht geschlossen. Ist z € w(y) N1, so hat {®(t,y); t > 0} nach (1.6) unend-
lich viele Schnittpunkte mit /. Sei (t)ken eine strikt monotone Folge mit ¢ — oo so, dass

d(ty)el, t20 < t=t fureink.

Mit ®(t,y) =y + s, (Terminologie aus (1.4)), z = y + 50, ist die Folge der s; streng monoton
gemafs (2.2), also hat sie nicht mehr als einen Haufungspunkt, und §'ist ein solcher. ]
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(2.5) Bemerkung. Die Aussage ladsst sich verscharfen: Ist / Transversale durch einen beliebi-
gen Punkt, so gibt es in w(y) NI hochstens einen Punkt. Denn ist z € w(y) N/, so gibt es nach
Definition und (1.6) ein t* > 0 mit ®(¢*,y) € [, und man kann y durch ®(t*,y) ersetzen.

Fin letztes vorbereitendes Resultat vor unserem Hauptsatz:

(2.6) Lemma. Gegeben sei x = f(x) auf U c R?, und y € U sei so, dass ®(t,y) fiir alle t € (0, 00)
existiert. Wenn dann w(y) eine geschlossene Losungsbahn A enthiilt, so ist w(y) = A.

Beweis. Annahme: Es gibt ein w € w(y)\A. Dann haben w und w(y) positiven Abstand p.
Wihle nun v € A, [ Transversale durch v, T > 0 minimal so, dass

O(T,v) =v.
Es gibt (mit stetiger Abhédngigkeit) ein § > 0 so, dass
firzel, z=®(t",y) mit |z -v| <6 gilt: x z

||<I>(t,z)—CI>(t,v)||<§ fir 0<t<T.

Bezeichnet man mit 7(z) die kleinste positive Zeit mit
®(t,z) €1, so gilt fiir hinreichend kleines ¢ auch noch

[®(7(2),2) - v = |P(7(2),2) - B(T,0)] < %

Nach Wahl von p gilt |®(t,z) - w| > g fur0<t < 1(2).
Ist ®(1(z),z) = z, so ist die Losung durch z periodisch und |®(t,z) - w| > % fiir alle £ > 0.
Ist ®(1(z),z) # z, so muss wegen (2.1) und A c w(y) = w(z) gelten

|®(7(2),2) v < |z -0 <4.

(Betrachte die “Schnecke”, die von / und den ®(t,z), 0 <t < 7(z) gebildet wird und beachte,
dass entweder z zwischen v und ®(7(z),z) liegt oder ®(7(z),z) zwischen v und z. Der JOR-
DANsche Kurvensatz fiir A schliefst die Moglichkeit aus, dass v zwischen z und ®(7(z),z)
liegt.)

Nun lasst sich das Argument mit ®(7(z), z) statt z wiederholen, usw. Es folgt |®(t,z) - w| >

[
2
fur alle t > 0. Dies ist ein Widerspruch zu w € w(y) = w(z). ]

Das wichtigste Resultat der Theorie ist:

(2.7) Satz von POINCARE und BENDIXSON. Gegeben sei ¥ = f(x) auf U c R?, und y € U
sei so, dass ®(t,y) fiir alle ¢t > 0 existiert.

a) Istz € w(y), so ist entweder w(z) = @, oder jeder Punkt von w(z) ist stationdr, oder die
Losungsbahn A durch z ist geschlossen mit w(y) = A.

b) Wenn {®(t,y); t € [0,00)} in einem Kompaktum K c U enthalten ist, und w(y) keinen
stationdren Punkt enthélt, dann ist w(y) eine geschlossene Losungsbahn.
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Beweis. a) Falls w(z) einen nichtstationdren Punkt z* enthilt, sei I eine Transversale durch
z*. Nach (1.6) gibt es ein t; > 0 mit ®(t;,z) €[, also liegen ®(t1,z) und z* in w(y) nl. Mit (2.4)
ergibt sich z* = ®(ty,z), also ist nach (2.3)b) die Losungsbahn A durch z geschlossen, und
A c w(y). Mit (2.6) folgt w(y) = A.

b) Nach Kapitel IV, Satz (4.4) ist w(y) # @ und enthilt mit einem Punkt z auch w(z), weiter
ist w(z) # @. Weil w(y) keinen stationdren Punkt enthalt, ist die Losungsbahn durch z nach
a) geschlossen, und gleich w(y). o

Die wesentliche Aussage von (2.7) a) ist also, dass Limesmengen von Limespunkten einfache
Gestalt haben. Eine typische Anwendung dieses Satzes geht wie folgt:

(2.8) Beispiel. Die Gleichung

. (2 -1
x:(1 2)x—(x%+x1x2+x§)x::f(x) auf RR?

hat eine nichtkonstante periodische Losung.

Zum Nachweis setze B := (2 -1

1 9 ), o(x) =23+ x1%2 + X3

Dann gilt fiir ¢(x) = x7 +x3: Lg(¢) = 4¢. Wei-
ter gibt es 0 < ¢y mit

c1p(x) <o(x). ~

(Denn o ist positiv definit, nimmt also auf =
dem Kompaktum {x; ¢(x) =1} positives Mi- T
nimum an.)

Mit L¢(¢) = 4¢ - 20 - ¢ folgt nun: L¢(¢) < 4¢ ~2¢1¢* und es gibt deshalb 0 < R derart, dass
L¢(@)(x) <0 fiir alle x mit ¢(x) = R.

Nach Kapitel IV, Satz (2.7) ist K = {x; ¢(x) < R} positiv invariant. Der einzige stationire
Punkt der Gleichung ist 0, denn f(y) = 0 und y # 0 liefert By = o(y) - y € Ry, aber B hat keine
reellen Eigenvektoren. Weiter besitzt Df(0) = 0 die Eigenwerte 2 + i mit positivem Realteil,
also ist der stationdre Punkt 0 abstofiend.

Sei nun y # 0 mit ||y| < R. Dann ist w(y) # @ nach 1V, Satz (4.4), und w(y) enthdlt wegen IV,
Satz (6.8) nicht den stationdren Punkt 0. Nach (2.7) ist w(y) eine geschlossene Losungsbahn.
Insbesondere besitzt die Gleichung nichtkonstante periodische Losungen.

Es sind neben Existenzkriterien auch Nichtexistenzkriterien fiir geschlossene Losungsbah-
nen interessant. Das erste (das auf Kapitel III, Bemerkung (2.3) und dem RIEMANNschen

Abbildungssatz beruht) geben wir ohne Beweis an:

(2.9) Satz. Es sei A c U eine geschlossene Losungsbahn fiir % = f(x). Ist das Innere von A (d. i.

die beschriinkte Zusammenhangskomponente von IR* \ A) in U enthalten, so enthiilt dieses Innere
einen stationiren Punkt.
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(2.10) Satz. (BENDIXSONs Kriterium)

Es sei U* c U offen und einfach zusammenhingend, und es gelte
div f(x) (= Spur Df(x)) < O fiiralle x € U*, und {x € U*; div f(x) = 0} enthalte keinen
inneren Punkt. Dann enthilt U* keine geschlossene Losungsbahn.

Beweis. Angenommen, A = {v(t); 0 <t < T} ist die Bahn einer periodischen Losung v in U*.
Weil U* einfach zusammenhédngend ist, ist das Innere Uy von A in U* enthalten.
Nach Voraussetzung an div f gilt

/uo div f dX\»(x) <0.

Andererseits ist dieses Integral nach dem GREENschen Satz (ggf. bis auf das Vorzeichen)
gleich

fOT FL(0(1))02(t) - fa(0(£))01 (F) dt
- fOT fi(o(t)) f2(v(t)) - f2(v(t)) f1(v(t)) dt =0; Widerspruch. O

(2.11) Bemerkung. Gibt es eine nullstellenfreie C'-Abbildung ¢ : U* - R derart, dass
div (of)(x) < O fiir alle x € U¥, so gilt dieselbe Aussage, denn x = o(x)f(x) und x = f(x)
haben nach Kapitel IV, Lemma (1.5) die gleichen Bahnen auf U*.

(2.12) Beispiel. Chemostat mit verschiedenen Abflussraten.

axq

X1=71-— -xz—élxl
C+x1
. bxq . ...
X = Xy — 8y (kurz x = f(x); a,b,c,r,61,6, positive Konstanten)
c+X1

Der offene positive Quadrant U ist positiv invariant (und auch die interessante Menge) ; wei-

ter ist auf U:
. 1 d (r axq (51x1) d ( bxy )
div | — =+ — -0
a (fo)(x) axl(xz c+x1  Xo +8x2 c+ X1 2

_ _ﬁ<0
C (c+x1)? xo

Also gibt es in U keine geschlossene Losungsbahn.
(Fiir 6; = 6, lasst sich das direkt aus Kapitel IV, Beispiel (1.3) ersehen. )

Fir ¢(x) = x1 + § xo ist

Le(@)(x) = r=61x1 =02 X2, also
Li(@)(x) < r=B¢(x), wo ¥ :=min(d1,6,),
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und somit liegen alle Losungen, die in U starten, fiir hinreichend grofle Zeiten im Kompak-
tum K = {x e U; @(x) < %} ; vergleiche Kapitel IV, Satz (2.7) und (4.6).

Fir y € U ist also w(y) # @, und mit POINCARE-BENDIXSON muss w(y) einen stationdren
Punkt enthalten.

In U existiert stets der stationire Punkt w = ((5—2, O) mit

pi (o s ).

rb

welcher fiir o7

< J7 (lokal) asymptotisch stabil ist.

Nachrechnen (wie in Kapitel 1V, (5.13)) zeigt, dass in diesem Fall w der einzige stationdre
Punkt in U ist.

Fiir jedes y € U gilt also w € w(y), und Kapitel IV, Lemma (5.4) zeigt schliefSlich w(y) = {w}.
Fiir - 5’1}: - > 0, lasst sich analog zu Kapitel IV (5.13) b) zeigen, dass in U ein weiterer stationdrer

Punkt z existiert, der lokal asymptotisch stabil ist. Mit Kapitel IV (5.4) und (6.13) ergibt sich
dann w(y) = {z} fur alle y € U.

Anmerkungen zu Kapitel V

Eine sehr ausfiihrliche Darstellung der lokalen und globalen Theorie ebener autonomer Glei-
chungen, welche die ersten Schritte des vorliegenden Skripts weiterfiihrt, findet sich in AR-
TES, DUMORTIER und LLIBRE.






Anhang A

A.1 Normierte Vektorraume (Erinnerung)

> Definition. Es sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung |.| : V - R, x — |x| heifst
Norm auf V, wenn gilt:
(i) x| >0firallexeV;|x|=0<« x=0.
@) |Ax| =|A|-|x]| furallex eV, AeR.
(iii) [x+y| < x|+ |y| fur alle x,y € V.
(Analog definiert man normierte C-Vektorraume.)

> Beispiele fiir normierte Vektorrdume:

n
@) (R, |2) mit ]2 = [ 3 22
1=

(b) (R", [ Jloo ) mit [x[ oo := max{|x],..., [xal};
n

(© (R [.]1) mit x| := lexz'|~
1=

(d) Es sei [a,b] ein nicht entartetes kompaktes Intervall, C([a,b]) der Vektorraum aller
stetigen Funktionen f : [4,b] — R. Dann ist durch

[ flloo = max{|f(x)}; a < x<b}

eine Norm auf C([a,b]) definiert.
(e) Auch durch

b
Ifloe= | [ fx)dx

ist eine Norm auf C([4,b]) definiert.

> Abstand, Konvergenz:
Ist (V,|.|) ein normierter Vektorraum, so nennt man d(x,y) := |x - y| den Abstand von
x,yeV.Fiurr>0,a eV, nennt man

Ky(a):={xeV; |x-a| <r}

die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r.

Ist (y;)en eine Folge in V, so nennt man diese konvergent mit Grenzwert y € V, wenn zu
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jedeme > 0ein N € IN existiert, so dass |y; —y|| < € fiir alle [ > N. Bezeichnung: y = llim .

Man nennt (y;);en eine CAUCHY-Folge, wenn zu jedem € > 0 ein N € IN existiert, so dass
lyr -yl <e firalle kI>N.

Man nennt (V, | . |) vollstindig, wenn jede CAUCHY-Folge in V konvergiert.

> Beispiele, weitergefiihrt.

(@)(b)(c) R" mit den angegebenen Normen ist jeweils vollstaindig. Zudem sind die drei
Normen (wie alle Normen auf R") dquivalent; d.h. eine Folge (y;);en konvergiert
beziiglich einer Norm genau dann, wenn sie beziiglich der anderen konvergiert.

() (C([a,0]), ][ ) ist vollstandig.
(Stichwort: Gleichmafige Konvergenz)

(e) (C( [a,b] ), [ HZ) ist nicht vollstandig.
Stichwort:

81

Offene und abgeschlossene Mengen:
Sei (V, | .|) normierter Vektorraum.

Eine Teilmenge M von V heifst offen, wenn es zu jedem y € M ein p > 0 gibt, so dass
Kp(y) c M.

Eine Teilmenge N von V heif3t abgeschlossen, wenn V\N offen ist. Aquivalente Charakte-
risierung der Abgeschlossenheit: Fiir jede Folge (yx)rean in N, die in V konvergiert, gilt
schon klim Yk € N.

Abschluss und Inneres (offener Kern): Ist Y c V, so gibt es eine groite offene Menge

i c Y (das Innere oder der offene Kern von Y) sowie eine kleinste abgeschlossene Menge
Y 5 Y (der Abschluss von Y).

Standardbeispiele: In jedem normierten Vektorraum V ist K,(a) (a € V,r > 0) offen und
{xeV; lx-a| <r} K@)

abgeschlossen.
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A.2 Abbildungen zwischen normierten Vektorraiumen

> Stetigkeit: Es seien (V,||.|) und (W, |.||") normierte Vektorraume, weiter D c V nicht-
leer und g: D — W eine Abbildung.

Die Abbildung ¢ heifst stetig in xo € D, wenn gilt: Zu jedem & > 0 gibt es ein § > 0 derart,
dass aus x € D, |[x — xg| < ¢ stets | g(x) — g(xo)| < € folgt. Man nennt g stetig auf D, wenn
g in jedem Punkt von D stetig ist.

Kriterium: Die Abbildung g ist stetig auf D genau dann, wenn gilt: Fiir jede offene
Menge U c W existiert eine offene Menge U c V derart, dass ¢"!(U) = Un D.

> LIPSCHITZ-Stetigkeit: Es seien (V,|.|) und (W, |.|") normierte Vektorrdaume, D c V
nichtleer und g : D - W. Man nennt ¢ LIPSCHITZ-stetig auf D, wenn es ein L > 0 gibt,
so dass

18(x) = 8W)I" < L-[x -yl

fiir alle x,y € D. LIPSCHITZ-stetige Abbildungen sind immer stetig; die Umkehrung gilt
nicht unbedingt.

> Kontraktionen:
Essei (V,|.|) normierter Vektorraum, D c V nichtleer und / : D — D eine Abbildung.
Wenn es ein g < 1 gibt derart, dass

|h(x) =h(y)| <q-|x-y|
fiir alle x,y € D, dann heifst i Kontraktion.

BANACHSscher Fixpunktsatz: Sei (V, | . |) vollstindig und D abgeschlossen. Dann besitzt
jede Kontraktion & : D — D genau einen Fixpunkt x in D. Man erhilt x als Grenzwert
der rekursiv definierten Folge:

xo € D beliebig, Xi41 = h(xp).

A.3 Kompaktheit

Essei (V,|.|) ein normierter Vektorraum. Eine Teilmenge A von V heif3t kompakt, wenn jede
Folge (y;);en in A eine in A konvergente Teilfolge besitzt.

Aquivalente Charakterisierung: A ist genau dann kompakt, wenn gilt: Jede offene Uberde-
ckung (U;);e; von A besitzt eine endliche Teiltiberdeckung.

Eigenschaften kompakter Mengen: Ist A c V kompakt, so ist A abgeschlossen und beschrankt.
Im Fall V = R" (allgemeiner: dim V' < oo) ist dies eine dquivalente Charakterisierung, im Fall
dim V' = oo nie.

Verhalten unter stetigen Abbildungen:

Ist A c V kompakt, weiter (W, | .|") normierter Vektorraum und f : A - W stetig, so ist auch
f(A) kompakt. Ist insbesondere g : A — R stetig, so nimmt g auf A Maximum und Minimum
an.
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A.4 Zusammenhang

Essei (V,|.|) ein normierter Vektorraum.

Eine Teilmenge A von V heifst unzusammenhingend, wenn gilt: Es gibt offene, nichtleere U, U, c
V,sodassUjnUy =@, A¢ Uy, A ¢ Uyund A c Uj uUy. Andernfalls heifst A zusammenhiin-
gend.

Beispiel: Die zusammenhéngenden Teilmengen von R sind genau die Intervalle.

Wegzusammenhang: Eine Teilmenge A von V heifst wegzusammenhingend, wenn gilt: Fiir alle
a,b € A gibt es eine stetige Abbildung

¢:[0,1] > A mit ¢(0)=a und ¢(1)=0.

Wegzusammenhidngende Mengen sind auch zusammenhéngend; die Umkehrung gilt i. Allg.
nicht.

Verhalten unter stetigen Abbildungen:
Ist A ¢ V zusammenhéngend, weiter (W, |.|") normierter Vektorraum und f : A - W stetig,
so ist auch f(A) zusammenhdngend.



Anhang B

Satze aus anderen Gebieten der Mathematik

Es ist charakteristisch fiir die Theorie der Differentialgleichungen, dass dabei Ergebnisse aus
anderen Teilgebieten der Mathematik herangezogen werden. (Man betrachte etwa in Kapitel
II die Anwendungen der Linearen Algebra.)

Einige dieser Sitze fithren wir hier auf und geben Quellen fiir ihren Beweis an.

B.1 Der Fixpunktsatz von BROUWER

Es sei K ¢ R" kompakt und konvex, und f : K - K sei stetig. Dann gibt es ein y € K mit
f(y) = y. Dieselbe Aussage gilt auch, wenn K nur homéomorph zu einer kompakten und
konvexen Menge ist; d.h. es gibt ein kompaktes und konvexes K* c IR" und eine bijektive
Abbildung ¢ : K - K*, so dass g und g™ stetig sind.

Fiir einen Beweis siehe z. B. K. Deimling, Nonlinear Functional Analysis, Springer 1985.

B.2 Der JORDANsche Kurvensatz

wird in Kapitel V, Satz (1.1) ausfiihrlich zitiert.

Einen Teil des Satzes wird ebenfalls in Deimling bewiesen; dort fehlt aber die fiir uns zentra-
le Aussage tiber den Rand. (Siehe Beweis zum Lemma iiber die BENDIXSON-Schnecke.) Ein
Beweis der vollstindigen Aussage ist zu finden in A. LEUTBECHER, Vorlesungen zur Funk-
tionentheorie II, Skript, TU Miinchen 1991, sowie in ], DIEUDONNE, Foundations of Modern
Analysis, Academic Press 1960.

B.3 Der RIEMANNsche Abbildungssatz

Es sei V ¢ IR? offen, nichtleer und einfach zusammenhingend. Dann ist V homdomorph zur
Einheitskreisscheibe E = {x ¢ R?; x? + x5 < 1}.

Ist V dartiber hinaus die beschriankte Komponente des Komplergents einer JORDAN-Kurve
(also das Innere dieser Kurve), dann ist auch V homéomorph zu E.

Der erste Teil der Aussage wird u.a. im Skriptum zur Hoheren Funktionentheorie von A.
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Krieg bewiesen. Der zweite Teil (welcher durchaus relevant ist) findet sich im oben ange-
gebenen Skript von LEUTBECHER, oder in DIEUDONNE, oder in C. CARATHEODORY, Funk-
tionentheorie II, Birkhduser 1961.

Fiir uns ist der Satz u. a. von Interesse, weil mit dem BROUWERschen Fixpunktsatz dann Satz
(2.9) aus Kapitel V folgt.

B.4 Die GREENsche Formel

Es sei U c R? offen und f1, fo : U - R stetig differenzierbar. Weiter sei A c U kompakt mit
glattem Rand dA = By u---u B, (dabei ist jedes B; die Spur einer glatten, geschlossenen Kurve
v = (:’yj;) passender Orientierung).

Dann ist

axl d

Wir benétigen diese Aussage im Beweis des BENDIXSON-Kriteriums (Kapitel V, Satz (2.10)).

/A oh | a_i dx; dx; = ,é [ Fri))yi2(t) = f2(71(8)) 71,1 dt.



Anhang C

Einige Lehrbiicher und Monographien

C.1 H. Amann, Ordinary Differential Equations. De Gruyter, Boston, 1990.

(Auch in Deutsch erhiltlich, bat ju mast lorn sam Inklisch dniwdih. Behandelt auch weiterfiih-
rende Themen, etwa Verallgemeinerungen auf unendlich dimensionale Riume.)

C.2 J. Artés, F. Dumortier, J. Llibre, Qualitative Theory of Planar Differential Systems. Springer—
Verlag, Berlin, 2006.

(Sehr umfassende und griindliche Darstellung der Theorie ebener Systeme. Ein Schwerpunkt
liegt auf polynomiellen Systemen.)

C.3 B. Aulbach, Gewohnliche Differenzialgleichungen. Spektrum Akademischer Verlag, Hei-
delberg, 2. Auflage 2004.

(Sehr schon, sorgfiltig und ausfiihrlich geschrieben. Geht von den Anfingen bis zur Verzwei-
gungstheorie.)

C.4 H. Cartan, Elementare Theorie der analytischen Funktionen einer oder mehrerer kom-
plexen Verdnderlichen. BI, Mannheim, 1968.

(Enthiilt auch einen Abschnitt zu Differentialgleichungen.)

C.5 C. Chicone, Ordinary Differential Equations with Applications. Springer—Verlag, New
York, 2"ded. 2006.

(Ausfiihrliche, weit fithrende Einfiihrung in die Theorie; zahlreiche interessante Beispiele.)
C.6 P. Hartman, Ordinary Differential Equations. SIAM, Philadelphia, 2002.

(Klassische Monographie; Sitze werden in allgemeiner Version - nicht spezialisiert - vorgestellt
und bewiesen.)

C.7 K. Meyberg, P. Vachenauer, Hohere Mathematik 2. Springer—Verlag, Berlin, 4. Auflage
2007.

(Klassisches Lehrbuch. Geschrieben vor allem fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler; wegen
der schonen Anwendungsbeispiele und Aufgaben auch fiir Mathematiker lesenswert.)

C.8 L. Perko, Differential Equations and Dynamical Systems. Springer—Verlag, New York,
third edition 2001.

(Einfiihrung in wichtige Themen, vor allem fiir autonome Gleichungen; relativ elementar. Aus-
fiihrliche Behandlung der globalen Theorie, inklusive POINCARE-BENDIXSON. Nicht alle Aus-
sagen sind komplett bewiesen.)
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C.9 W. Walter, Gewohnliche Differentialgleichungen. Springer—Verlag, Berlin, 7. Auflage
2006.

(Klassisches Lehrbuch, sehr elegante und klare Beweise. Enthiilt auch viel Wissenswertes zu
Randwertproblemen.)
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