Eine Kachelung der oberen Halbebene H

Die spezielle lineare Gruppe SL»(7Z) operiert auf H := {t € C;Imt > 0} vermoge

SLy(Z) x H — H

at+b

(M,T)|—>MT:CH_d, =(3h).

Da —E trivial operiert, induziert das eine Operation der projektiven linearen Gruppe
PSL>(Z) = SL(Z)/{£E} auf H. Der Fundamentalbereich
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2 2
enthélt ein Vertretersystem der Bahnen SL»(Z)t, T € H. Insbesondere hat # die folgenden
Eigenschaften:
a) Zu jedem T € H gibt es ein M € SL»(Z) mit Mt € 7.
b) Gehoren T und Mt, M € SL»(7Z), zum offenen Kern von ¥, so gilt M = +E.

c) F ist zusammenhéngend und relativ abgeschlossen.
Aus MF = (—M) ¥ ergibt sich die Kachelung

H:UMT

MePSL(Z)

mit Uberschneidungen nur auf den Randern.

Um diese Kachelung nun mit 2 Farben zu realisieren, benutzt man, dass SL2(Z) von den

Matrizen
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T:(O 1> und ‘]:(1 0)

erzeugt wird. Dabei operiert T als Translation T+ 1+ 1 und J als Inversion T — —%.
(Im Poster wurde die Abkiirzung U = —TJ = (1 3) verwendet.) Dann ergibt sich die
Farbung des Posters folgendermalien:

Multipliziert man einen gegebenen Fundamentalbereich #; der Farbe f € {—1,1} mit
M € {J, T}, so besitzt M 71 die Farbe —f.



Bemerkungen:

a) Die Vereinigung der beschrifteten Kacheln ist ein Fundamentalbereich fir die Haupt-
kongruenzgruppe

SL,(Z)[3] := {M € SLy(Z);M = E mod 3}.

b) Alle Fundamentalbereiche haben denselben hyperbolischen Flacheninhalt beziiglich
des Volumenelements y—2dxdy (wobei x der Realteil und y der Imaginarteil von T
sind).

c) Man kann PSLy(Z) als freies Produkt der zyklischen Gruppe (J mod +E) der Ord-
nung 2 und der zyklischen Gruppe (U mod +E) der Ordnung 3 darstellen. Deswegen
ist obige Farbung wohldefiniert.

d) Auf dhnliche Weise l&sst sich eine 6-Farbung erreichen:

Multipliziert man einen gegebenen Fundamentalbereich 73 der Farbe f € C, f6=1
mit M = J bzw. M = T, so besitzt M F; die Farbe — f bzw. e™/3f.

e) Bei weiterem Interesse empfiehlt sich der Besuch der Vorlesungen Héhere Funktionen-
theorie bzw. Siegelsche Modulformen und die Lektiire entsprechender Biicher der
Funktionentheorie/Zahlentheorie, wie z.B. Koecher, Krieg: Elliptische Funktionen und
Modulformen.

f) Das Poster ist auf der Webseite des Lehrstuhls (www.mathA.rwth-aachen.de) erhélt-
lich.



