Marc Ensenbach Quadratsummen

1 Darstellung natiirlicher Zahlen als Summe zweier Quadrate

1.1 Hilfssatz: Fur Primzahlerp = 4m+ 1 hat die Gleichung? = —1 im F, zwei Ldsungen, iir
p = 2 gibt es genau eine solchésung, vidhrend esiir p = 4m+ 3 keine Losung gibt.

Beweis:Fur p = 2 ists = 1 die einzige bsung. fir ungeradeg betrachten wir diedquiva-
lenzrelation aufi;, die durch dieAquivalenzklasserx] = {x; —x;x™'; —x"*} gegeben ist. Wir
betrachten nun diedfle, in denen did\quivalenzklassen nicht vier Elemente haben:

1. Moglichkeit: x = —x.

Wegenx = —xistdann 2 = x+ (—x) =0 %22 x = 0, was kein Element aus;
ist, also kann dieser Fall nicht auftreten.

2. Moglichkeit: x = x1.
Wegenx = x1 N x> =1« x=1VxXx=p-— 1erhalten wir in diesem Fall mit
{1; p — 1} eineAquivalenzklasse der GRe 2, die auf alle &le auftritt.

3. Moglichkeit: x = —x1.
Hieristx = —x~! & x? = —1. Diese Gleichung ist entweder dsbar oder besitzt
die Losungen undp — Xo, die mit der gleichen Begndung wie oben garantiert
verschieden sind. In diesem Fall ist diguivalenzklasséxo; p — Xo}.

Damit haben wir’y in Aquivalenzklassen der GRe 4 und ein oder zwdiquivalenzklassen der
Grof3e 2 partitioniert. D&'; geradep — 1 Elemente hat, gibt es im Fadl= 4m+ 3 (alsop — 1 =
4m + 2) nur eine zweielementigdquivalenzklasse, @mlich {1;p — 1}, womit oben die dritte
Maoglichkeit nicht eintreten kann und damsft= —1 keine Losung hat. Isp — 1 = 4m = 4(m —
1) +2+ 2, so gibt es zwelquivalenzklassen der GRe 2, also tritt die dritte Kiglichkeit ein, und
Xo undp — Xo sind gerade die zwei verschiedeneislingen vors® = —1.

----------- 1.2 Satz:Jede Primzahl der Form= 4m+1 ist Summe zweier Quadratzahlen, das heil3t, es existieren
X,y € No mit p = X% + y2.

Beweis 1:Seis eine Losung vons’> = —1modp, die nachl.1 existiert. Betrachte die Paare
(x;y) € {0;...;[\/Pl}? =: D, von denen e$[,/p|] + 1)? gibt. Wegen[x] + 1 > xmitx = \/p
sehen wir, da®fD| > p gilt. Damit kannf : D — I, (X;y') — X — sy nicht injektiv sein, womit
es zwei verschiedene Padré y') und (X”;y") gibt mit X' — sy = X" —sy'modp & X — X' =
sy —y"’) modp. Jetzt definieren wik := | — X”| undy := |y — y”|. Aus der obigen Gleichung
folgt nunx = +symodp und weiterx? = s?%y? = —y?modp, wasx? + y> = 0 modp impliziert.
Da (X;y') und (X";y") verschieden waren,tkinen nicht sowohk als auchy Null sein, also ist
x> +y? > 0. Wegenx,y € {0;...;[,/p]} und damitx®,y* < [,/p]* < p erhalten wir zuletzt
X2 + y? < 2p womit fiir 2 4- y? nur noch der Werp tibrigbleibt.

Beweis 2:Wir untersuchen die Meng® := {(x;y;2) € Z3|4xy+ Z = p,x > 1,y > 1}. Da
Z immer nichtnegativ ist, mulif (x;y;z) € Sgelten: &y < p < xy < £, was wegerx,y > 1
nur fur x,y < § erfullbar ist. Rir gegebenea,y ist z bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt,
also istS endlich. Im Folgenden untersuchen wir au8aroch zwei Teilmengen vo8, namlich

T:={(xy;2) € S|z> 0} undU := {(x;y;2) € S| x—y+z> 0}

1. Schritt: Wir betrachtef : S— S (x;y;2) — (y; X —2z) mitf o f = id, also istf insbesondere
bijektiv. In Sexistiert kein Fixpunkt vori, denn dann érez = —z = z= 0 und damit
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4xy = p, was wegerp Primzahl unnaglich ist. Weiterhin ist das Bild eines Elementes
ausT ein Element auS\ T und umgekehrt. Ddlf (x;y; z) € Smitx—y+z= 0 gelten
wirde:p = 4xy+ 22 = 4xy+ (X —y)? = 4xy+ X% — 2xy+y? = X2 + 2Xy+y? = (X+Y)?,
kann es keine solchen ElementeSmyeben, also werden die Elemente auslurchf
auf Elemente vois\ U abgebildet, dax — y undz durchf negiert werden.

Damit haben wir gezeigf: : T < T€ undf : U < U, wobei die Komplementbildung
in der Grundmeng®&aufgefat sei. Damit folgt: T\U = TNU® < T¢NU = U\T
und damifU| = |lUNT|+|U\T|=|UNT|+|T\U|=|T|.

2. Schritt: Nun betrachtenwyy: U — U, (x;y;2) — (X—y-+2zY; 2y—2) und zeigen zuachst, daf
dies wirklich eine Abbildung votJ nachU definiert: Ist(x;y; z) € U, soistx—y+z > 0,
y > 0und 4X—y+2)y+ (2y—2)? = 4xy—4y*+4yz+4y> — Ayz+ 72 = 4xy+22 = p, also
istg(x;y;z) € Sund wegenx—y+2z) —y+ (2y — z) = x > O ist sogag(x; y; z) € U.
Weiterhinistg(g(x; y; 2)) = g(X—y+zY; 2y—2) = (X—y+2-y+2y-2zYy; 2y—(2y—2)) =
(X;y;2) alsogo g = id.

Zuletzt untersuchen wig auf Fixpunkte:(x;y;2) = g(x;y;2) < (Xy;2) = X—Yy+
z,y;2y — 2) & y = z Unter dieser Bedingung igt = 4xy + y? = (4x + y)y, womit
wegenp Primzahly = 1 = zsein muR, was aber u= 4xy + 7 < X = % = p%l

fuhrt und damit den einzigen Fixpunkt eindeutig charakterisiert.

Wir sehen nun, daf? durch die Mengfx; y; 2); 9(X; y; 2) } fur (x;y;2) € U eine Parti-
tionierung vonJ gegeben ist, die aus zweielementigen Mengen und genau einer einele-
mentigen Menge besteht, wonlit| ungerade ist.

3. Schritt: Als dritte Abbildung untersuchen wir: T — T, (X;y;2) — (Y;X;2) mitho h = id.
Wegen|T| = |U| ungerade muf einen Fixpunkt haben, also gibt esTireinen Punkt
mit x = y. Fir diesen Punkt gilt nup = 4xy + 22 = 4x? + 22 = (2xX)2 + 2.

----------- 1.3 Satz: Eine naiirliche ZahIn ist genau dann Summe zweier Quadratzahlen, wenn die Primfaktoren
p = 4m+ 3 vonn mit geradem Exponenten auftreten.

Beweis:Im Folgenden nennen wir eine Zarstellbar, wenn sie Summe zweier Quadrate ist.
,="11 =1?2+0% 2 =12+ 1?2 und Primzahlen der Form= 4m+ 1 sind darstellbarl(.2). Wegen

(X% + y?)(a% + b?) = x%a? + y?b? + x°b? + y?a® = (x%a® + 2xayb+ y?b?) + (x°b? — 2xbya+

y?a®) = (xa+ yb)? + (xb — ya)? ist auch das Produkt darstellbarer Zahlen darstellbar und nach
(x2+y?)Z = (x2)%+(y2)? sind auch quadratische Vielfache darstellbarer Zahlen darstellbar, womit
die Zahlemn mit obiger Primfaktorzerlegung darstellbar sind.

. Sein = x2 + y? darstellbar. Br einen Primteilelp = 4m + 3 von n nehmen wirx #
0modp an. Dann Bnnten wir einx’ finden mitxX = 1 modp. Dann wirde geltenx? + y* =
Omodp = 1+ X2y = 1+ (Xy)? = 0modp = (Xy)2 = —1 modp, was nachl.1 nicht mbglich

ist, also muf¥ ein Teiler vonx (und analogerweise auch vghsein. Damit folgtp?|n und & =

(5)? + (¥)? ist darstellbar, also gilt entwedprf 5 oderp?| ;. Rekursiv erhalten wir, da@in der
Primfaktorzerlegung von mit geradem Exponenten auftauchen muf3.

2 Der Vier-Quadrate-Satz

2.1 Hilfssatz: Seip eine Primzahl. Dann gibt es gengli + 1 Quadratzahlen ii,.

Beweis:Sowohl 0 als auch 1 sind Quadrate, also stimmt die Foriirgd &= 2. Sei im Folgenden
p ungerade, also insbesonderend —x verschiedentir x € ;. Betrachte diAquivalenzklassen
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2.2

2.3

2.5

{x; —x}, von denen es eine einelementigo}) und’%l zweielementige gibt. Alle Elemente einer
Aquivalenzklasse haben gleiche Quadrat&hmend die Quadrate zweier Elemente aus verschiede-
nenAquivalenzklassen verschieden sisl:= 0 hat nur eine Bsungs = 0, wahrends? = a fur

a € Iy nach dem Fundamentalsatz der Algebdalistens zwei &sungen hat, die aber dann auf

jeden Fall in eineAquivalenzklasséx; —x} vorkommen. Insgesamt gibt es alsai%l =1+[5]
verschiedene Quadrateli.

Hilfssatz: Fur alle Primzahlem gibt es eine Bsung der Gleichung? + y* = —1 im I,

Beweis: Es gibt[5] + 1 verschiedene Quadrate Ify, und ebensoviele verschiedene Zahlen der
Form—(1+Yy?). Diese beiden Mengen sind zu groR um disjunkt zu seii, daur p Elemente hat,
und somit niisserx, y existieren mi? = —(1+ y?) < x>+ y?> = —1.

Hilfssatz: Sind zwei Zahlen als Summe von vier Quadraten darstellbar, so besitzt auch ihr Produkt
eine solche Darstellung.

Beweis: (a2 + b? + ¢ + d?) (U2 + V2 + W2 + x2) = (au+ bv+ cw+ dx)? + (av— bu+ cx— dw)2 +
(aw— cu+ dv— bx)? + (ax— du+ cw — dv)?.

Satz: Jede Primzahp ist Summe von vier Quadratzahlen.

Beweis:Wir bestimmen im Folgenden die kleinste indiche Zahlm, fur diemp Summe von vier
Quadraten ist.

Nach2.2 existieren Zahles, t mit s> + t> = —1modp. Dannist0= 1+ (—-1) = 0* + 12 + & +
t?modp, wobei wirs, t < & annehmen &nnen, da entwederoderp — s kleiner als§ ist (analog

fart). Damit folgt ¢ + 12 + & +t2 < 1 + 2%2 < p? alsoist I<K m< p.

Sei nunmp = X2 + X3 + X3 + x2. Wegen der Minimaléit vonm muR ggTxy; Xo; Xs; X4) = 1 sein.

Ist m gerade, so sind entweder alle Zahlen gerade oder alle ungerade oder zwei gerade und zwei
ungerade (0. B. d. A. seien digsundX,). In allen Rllen sindX; + X, X1 — Xo, X3 + X4 UNdXz — Xy

gerade und deshalb ist

1 xit%\? | (x—%\® | (XetX)®, (X%’

- () ()« () + (%)
Summe von vier Quadraten, was im Widerspruch zur Miniraalionm steht, also isitnungerade.
Sei nun angenommen, da8> 3 ungerade ist. Dann finden wir Zahlgnmit y; = x modm und
—2 <y < 2und es gilty? + y2 + y3 + y5 = 0modmwegen< + X3 -+ X4 + x5 = mp= 0 modm.
Da nicht allex; durchm teilbar sein bnnen (sonst are ihr gbl3ter gemeinsamer Teiler nicht 1),
ist 0 < y2 + Y3 + Y3 + ¥4, und diese Summe ist echt kleiner al§# = n¥. Damit existiert ein
natirlichesn < mmity2 +y2 +y3+y5 = mn Man erfalt durch Multiplikation:m?np = (X2 + x3 +
X2+ X4) (Y2 + Y3 + Y3 + y2), und nactR.3existieren Zahle, mit 2 + 2 + Z + z2 = m?np, wobei
aus der Darstellung i.3folgt, daRz = 0 modmgilt. Daher istnp = (2)2 + (2)2 4 (2)2 4 (%)2
Summe von vier Quadratzahlen, was wegeqi mim Widerspruch zur Minimal#ét vonm steht.
Damit verbleibt nur noch die Bglichkeitm = 1, was die Behauptung liefert.

Folgerung: (Vier-Quadrate-Satz)
Jede nairliche Zahl ist als Summe von vier Quadratzahlen darstellbar.



