
LEHRSTUHL A FÜR MATHEMATIK Aachen, den 3. Mai 2002
Prof. Dr. E. G̈orlich,
Dipl.-Math. T. Heck, I. Kl̈ocker

3. Übung zur Analysis II
Abgabe: Freitag, 10. Mai 2002, bis 13:30 Uhr im Kasten vor Raum 155, Hauptgebäude

Aufgabe 1 (3+1+1 Punkte) Es seiena,b∈ R, a < b.

a) Sei f auf [a,b] integrierbar, und es geltef (x)≥ 0 für allex∈ [a,b]. Zeigen Sie: Istf stetig in einem

Punktx0 ∈ [a,b] mit f (x0) > 0, so gilt
b∫
a

f (x) dx> 0.

b) Sei f auf [a,b] stetig mit f (x)≥ 0 für allex∈ [a,b]. Zeigen Sie: Ist
b∫
a

f (x) dx= 0, so gilt f (x) = 0

für allex∈ [a,b].

c) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass die Aussage von Teil b) nicht mehr gilt, wenn man statt der
Stetigkeit nur noch die Integrierbarkeit voraussetzt.

Aufgabe 2 (4 Punkte) Seif integrierbar auf[a,b] und es gelte∫ b

a
f (x) dx> 0.

Zeigen Sie, dass ein Intervall(α,β) ⊂ (a,b) existiert mit der Eigenschaft, dassf (x) > 0 für allex ∈
[α,β].

Aufgabe 3 (4 Punkte) Seif auf jedem Intervall[0,x], x > 0, integrierbar. Zeigen Sie, dass aus
lim
t→∞

f (t) = a∈ R folgt

lim
x→∞

1
x

∫ x

0
f (t) dt = a.

Aufgabe 4 (2+2 Punkte) Seif : [−a,a]→ R, a > 0, integrierbar. Beweisen Sie:

a) Ist f ungerade, d.h.f (x) =− f (−x) für allex∈ [−a,a], so gilt
a∫
−a

f (x) dx= 0.

b) Ist f gerade, d.h.f (x) = f (−x) für allex∈ [−a,a], so gilt
a∫
−a

f (x) dx= 2·
a∫
0

f (x) dx.

Aufgabe 5 (5 Punkte) Seienf ,g integrierbar auf[a,b] und p > 1. Beweisen Sie mittels der Hölder-
schen Ungleichung die Minkowski-Ungleichung für Integrale:(∫ b

a
| f (x)+g(x)|p dx

)1/p

≤
(∫ b

a
| f (x)|p dx

)1/p

+
(∫ b

a
|g(x)|p dx

)1/p

.
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Aufgabe 6 (3+2 Punkte)

a) Beweisen Sie für stetige Funktionenf : [0,1]→ R die Gleichung

lim
n→∞

1
n

n

∑
j=1

f (
j
n
) =

∫ 1

0
f (x) dx.

b) Beweisen Sie:

(i) lim
n→∞

n

∑
j=1

n
j2 +n2 =

π
4
,

(ii) lim
n→∞

n

∑
j=1

1
j +n

= log2.

Hinweis.Sie d̈urfen folgende Integrale benutzen:∫ b

a

1
x

dx= logb− loga für a,b > 0 und∫ b

a

1
1+x2 dx= arctanb−arctana.


