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4. Übung zur Fourier-Analysis I

(Abgabe: 17.05.2002 vor der Übung)

Aufgabe 1: Sei X ein Banach-Raum. Zeigen Sie, dass [X] eine Banach-Algebra mit
Einselement ist. 10

Aufgabe 2: Zeigen Sie:

a) Eine gleichmäßig konvergente trigonometrische Reihe ist die Fourier-Reihe ihrer
Summe. 2

b) Ist die Fourier-Reihe von f ∈ C2π gleichmäßig konvergent, so konvergiert sie
gegen f(x) für alle x ∈ R. 2

c) Sei f ∈ L1
2π mit f∧ ∈ `1. Dann gilt für fast alle x ∈ R

f(x) =
∞∑

k=−∞

f∧(k)eikx.

2

d) Für f, g ∈ L1
2π mit g∧ ∈ `1 gilt

i) (f ∗ g)(x) =
∞∑

k=−∞

f∧(k)g∧(k)eikx (x ∈ R),

ii)
1

2π

∫ π

−π
f(u)g(u) du =

∞∑
k=−∞

f∧(k)g∧(k),

iii)
1√
2π
‖g‖L2

2π
= ‖g∧‖`2 . 5

Aufgabe 3:

a) Zeigen Sie: Für Funktionen f, g ∈ L2
2π gilt

(f ∗ g)(x) =
∞∑

k=−∞

f∧(k)g∧(k)eikx

für alle x ∈ R, wobei die Reihe absolut und gleichmäßig konvergiert. 2



b) Zeigen Sie, dass für Funktionen f, g ∈ L2
2π das Produkt f · g ∈ L1

2π ist und für
die Fourier-Koeffizienten gilt

[f · g]∧(k) =
∞∑

j=−∞

f∧(j)g∧(k − j) (k ∈ Z).

4

c) Für ein λ > 0 sei f ∈ L2(−πλ, πλ) eine 2πλ-periodische Funktion. Zeigen Sie,
dass

∞∑
k=−∞

|f∧(k)|2 =
1

2πλ

∫ πλ

−πλ
|f(u)|2du,

wobei hier f∧(k) :=
1

2πλ

∫ πλ

−πλ
f(u)e−iku/λdu (k ∈ Z). 2

Aufgabe 4: Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften des Fejér-Kerns Fm(x) aus
Übung 2, Aufgabe 2b).

a) (m+ 1)Fm(x) =
∣∣∣ m∑
k=0

eikx
∣∣∣2. 2

b) Für alle x ∈ R gilt Fm(x) ≤ m+ 1 und

Fm(x) ≤

{
π2m, |x| ≤ 1/m

π2

(m+1)x2 , 1/m < |x| ≤ π
.

2

c) Setzt man F ∗m(x) :=
2π2m

1 +m2x2
, dann gilt

Fm(x) ≤ F ∗m(x) ( |x| ≤ π ),

∫ π

−π
F ∗m(x) dx ≤ 2π3 (m ∈ N).

4

d)
∣∣∣ M∑
k=−m

eikx
∣∣∣ ≤ 1

| sin x
2
|

(x 6= 2πj, j ∈ Z, M ≥ m ). 3

Hinweis: Man vergleiche die Aussage d) mit der Lösung zu Übung 3, Aufgabe 4a).

40

2


