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Aufgabe 1(Die AlgebrenA(H) und B(H))(7 Punkte):
Es seiA(H) die Menge aller auf der oberen Halbebene holomorphen Funktionenf , die durch eine
Fourier-Reihe der Form

f (z) = ∑
m≥0

α f (m)e2πimz

dargestellt werden.A(H) ist offensichtlich eine komplexe Algebra.B(H) sei die Teilmenge derjenigen
f ∈ A(H), zu denen einl ≥ 0 existiert mitα f (m) = O(ml ) für m→ ∞. Für diesef sei

κ( f ) = inf
{

l ≥ 0;α f (m) = O(ml )
}

.

Zeigen Sie:

a) B(H) ist eine Unteralgebra vonA(H) und es gilt

κ( f +g)≤max{κ( f ),κ(g)} κ( f g)≤ κ( f )+κ(g)+1.

b) Ist f ∈ A(H) und Im(z)k f (z) für eink≥ 0 aufH beschr̈ankt, so istf ∈ B(H) mit κ( f )≤ k.

c) Ist f ∈Mk, so ist f ∈ B(H) mit κ( f )≤ k−1. Für eine Spitzenform gilt sogarκ( f )≤ k
2.

d) Ist f ∈ B(H), so konvergiert die Dirichletreihe

D f (s) =
∞

∑
n=1

α f (n)n−s

auf jedem Bereich Re(s)≥ κ( f )+1+δ, δ > 0 absolut gleichm̈aßig.

Aufgabe 2(Operation auf Mk) (5 Punkte):
Für jede auf der oberen Halbebene holomorphe Funktionf werde eine Funktionf ∗ erklärt durch

f ∗ : H→ C, τ 7→ f (−τ).

Zeigen Sie

a) Ist f ∈Mk, so gilt dies auch f̈ur f ∗.

b) Die Fourierkoeffizienten vonf ∈Mk sind genau dann reell, wennf ∗ = f gilt.

c) Die Fourierkoeffizienten vonf ∈Mk sind genau dann rein imaginär, wennf ∗ =− f gilt.



Aufgabe 3(Heckegruppe)(8 Punkte):
Für positivesλ ist die sogenannte HECKE-GruppeG(λ) zum Parameterλ definiert durch

G(λ) =
〈

J,

(
1 λ
0 1

)〉
.

Zeigen Sie:

a) G(
√

2) = ∆∪J∆, wobei

∆ =
{

M =
(

a b
√

2
c
√

2 d

)
;a,b,c,d ∈ Z und ad−2bc= 1

}
in SL2(R) zu der GruppeΓ0[2] konjugiert ist.

b) Die MengeF =
{

τ ∈H; |Reτ| ≤ 1
2

√
2, |τ| ≥ 1

}
ist ein Fundamentalbereich vonG(

√
2) in der obe-

ren Halbebene.

Bestimmen Sie außerdem alle Fixpunkte vonG(
√

2) in der oberen Halbebene, sowie die zugehörigen
Fixgruppen.


