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11.Übung zur Höheren Funktionentheorie
Abgabe: Montag, 014.01.2001, bis 11.00 Uhr

Definition: Ein Produkt∏∞
n=1 fn heißtnormal konvergent, wenn∑∞

n=1 | fn−1| lokal gleichm̈aßig kon-
vergiert.

Aufgabe 1(Beispiele f̈ur Produkte )(5+3+2 Punkte):

a) SeiU offen und( fn)n eine Folge von inU holomorphen Funktionen. Man zeige:
Ist ∏∞

n=1 fn normal konvergent, so existiert für jede kompakte TeilmengeK ⊂D einn0 ∈N, so dass
die Folge

(
∏m

n=n0
fn
)

m≥n0
auf K (bei Folgen imüblichen Sinne) gleichm̈aßig gegen eine nullstel-

lenfreie Grenzfunktion konvergiert.

b) Untersuchen Sie das Produkt∏∞
n=1(1+ z2n

) auf Konvergenz und bestimmen Sie einen geschlosse-
nen Ausdruck f̈ur die Grenzfunktion.

c) Geben Sie ein kanonisches Produkt an, das genau an den Stellenz= n n-fache Nullstellen f̈ur alle
n∈ N hat.

Hinweis: In a) zeige zun̈achst

| log(1+w)| ≤ 2|w| für |w|< 1
2
.

In b) 2. Teil betrachteg(z) = (1−z2) f (z) auf dem Konvergenzgebiet.

Aufgabe 2(Folgerungen aus dem Produktsatz)(5+(3+5)∗ Punkte)

a) Für k ∈ N seienak,bk ∈ C mit ak 6= a j für k 6= j und limk→∞ |ak| = ∞ gegeben. Zeigen Sie, dass
eine ganze Funktionf mit f (ak) = bk für k∈ N existiert.

b∗) Zeigen Sie, dass in a) die Funktionf so geẅahlt werden kann, dass die einzigen Nullstellen vonf
die Werteak sind, f̈ur diebk = 0 ist.

c∗) Verallgemeinern Sie a) wie folgt:
Für k∈ N seienak ∈ C undnk ∈ N0 mit ak 6= a j und limk→∞ |ak|= ∞ gegeben. Außerdem seien zu

k∈N undl ∈N0 mit 0≤ l ≤ nk noch Werteb(l)
k ∈C gegeben. Zeigen Sie, dass eine ganze Funktion

f mit f (l)(ak) = b(l)
k für allek∈ N und 0≤ l ≤ nk existiert.

Hinweis: In a) konstruiere zuerst 2 Funktionen mit einfachen Nullstellen in denak bzw. mit einfachen
Polen und geeignetem Residuum und betrachte das Produkt.
In c) verfeinere man die Konstruktion aus a), in dem man mehrfache Null- bzw. Polstellen betrachtet.

Aufgabe 3∗ (Additionstheorem)(5∗ Punkte):
Es seienf undg ganze Funktionen ohne gemeinsame Nullstellen. Zeigen Sie, dass ganze Funktionen
φ1 undφ2 existieren, f̈ur dieφ1(z) f (z)+ φ2(z)g(z)≡ 1 gilt.

Hinweis: Konstruiere mit z.B. Aufgabe 2c) eine Funktionφ, so dassg und 1− φ · f die gleichen
Nullstellen mit VFH haben.



Aufgabe 4∗ (Darstellungen)(10∗ Punkte):

a) Es sei f meromorph inC. Zeigen Sie, dass eine inC meromorphe Funktiong mit f = g′

g genau
dann existiert, wenn alle Pole vonf einfach sind und ganzzahlige Residuen haben.

b) Es seif meromorph inC undn∈N. Zeigen Sie, dass eine inCmeromorphe Funktiong mit f = gn

genau dann existiert, wenn alle Pole und alle Nullstellen vonf eine Vielfachheit haben, die durch
n teilbar ist.

Hinweis: Konstruiere zuerst eine meromorphe Funktion, die ”ähnliche” Nullstellen und Polstellen
wie f hat, indem man wie in Aufgabe 2 getrennte Funktionen zu den Polstellen und Nullstellen und
den zugeḧorigen QuotientenP1/P2 betrachtet. Daraus konstruiert man sich eine geeignete Funktion.
Beachte dabei wie ganze Funktionen ohne Nullstellen aussehen.


