LEHRSTUHLA FUR MATHEMATIK Aachen, den 26. November 2002
Prof. Dr. E. Grlich,
Dipl.-Math.|T. Heck: I. Kbcker

7. Ubung zur Analysis Il

Abgabe: Donnerstag, 5. Dezember 2002, bis 12.00 Uhr im Kasten vor Raum 155, Hauplgieb

Aufgabe 1 (6 Punkte) SeK eine nicht-leere Menge.lF A C X definiert man diéndikatorfunktion
Xa ZUA durch

1 fallsxeA,
0 fallsx¢&A.

Xa: X—R, X— {
Zeigen Siefir A|B C X:
a) XanB = XA- XB-
b) Xaus = XA+ X8 — XAB-
C) Xac =1—Xa
d) Xag = Xa(l—Xs)-
e) Xaas = [Xa—Xsl-

f) ACB <= xa<Xxs, d.h.xa(x) <xg(x) furallex e X.

Aufgabe 2 (5 Punkte) SeK eine nicht-leere Menge. Dann ist (laut Linerarer Algebra)
Abb(X;Z/27) :={f : X — 7Z /27 Abbildung}

bei punktweiser Addition und Multiplikation ein Ring. Zeigen Sie, dgBsX),A,N) ein Ring ist, der
zu (Abb(X,Z/27),+,-) isomorph ist. Wie sehen das Null- und das Einseleme(#®iX),A,N) aus?
Welche Teilmengen besitzen ein Inverses?

Hinweis: Vermeiden Sie das explizite Nachrechnen der Ringaxiome.

Aufgabe 3 (4 Punkte) SeieM1,M»> C R" und es gebe disjunkte offene MendénundU, mit M; C
U; undM; C U,. Zeigen Sie, dassif dasaul3ere EBESGUEMal gilt:

A (M1UM2) = XN (M1) + X" (My).

Aufgabe 4 (5 Punkte) Seien,b € R, a < b. Berechnen Sie dasdBESGUEMal} des abgeschlossenen
und des offenen gleichseitigen Dreiecks RA mit Grundseite[a, b] x {0} mit Hilfe von Korollar
XI11(3.15) (im Skript: XI11(3.13)).

Aufgabe 5 (3+ 3+ 3" Punkte) Gegeben sei das abgeschlossene, gleichseitige DEeietiR? mit
Grundseitd0, 1] x {0}. Von diesem Dreieck entfernen wir dasjenige offene, gleichseitige Dreieck, das
durch die Seitenmittelpunkte vdD gegeben ist. Es bleiben drei gleichseitige Dreietkeg. Von

diesen entfernen wir ebenfalls die offenen Mittelpunktdreiecke und erhalten so neun Dreiecke. Setzt
man diese Iteration unendlich oft fort, @hman das sogenannteE®PINSKI-Dreieck S (WACLAW
SIERPINSKI, 1882—-1969).
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a) Gegeben Sie eine formalgaise Definition des Sierpinski-Dreiec&an (vgl. Definition des &N-
TORschen Diskontinuums).

b) Zeigen Sie mit Aufgabe 4, dass dagE®SPINSKI-Dreieck S eine kompakte Nullmenge ist. Sie
kdnnen ohne Beweis benutzen, dage - M) = |a|"\(M) fur allea € R und alle LEBESGUE
messbaren Mengevl C R".

c) Zeigen Sie, dassif jeden Punkk € Sder Mittelpunkt der Strecke vanzu jedem der dreaul3eren
Eckpunkte wieder irS liegt.



