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Aufgabe 1(Minima betimmter Matrizen )(5+3∗ Punkte): Gegeben seien die Matrizen

a) R= E +eetr ∈ Sym(n;R) mit e := (1, . . . ,1)tr ,

b) S= (n+1)E−eetr ∈ Sym(n;R),

c) T =
(

a b
b c

)
∈ Sym(n;R) mit 0≤ 2b < a≤ c.

Zeigen Sie, dassR,S und T positiv definit sind, und bestimmen Sie ihre Minima sowie die
Jacobi(Cholesky)-Zerlegung. Sind die Matrizen reduziert? Als weitergehende Aufgabe kann bei In-
teresse f̈ur die nicht-reduzierten MatrizenM auch eine MatrixU ∈GL(n,Z) bestimmt werden, so dass
M[U ] ∈ Rn. Für diesen Teil wird es wahrscheinlich keine Musterlösung geben.

Aufgabe 2(Reduzierte Matrizen)(3 Punkte):

a) diag(d1, . . . ,dn) ist genau dann inRn enthalten, wenn 0< d1 ≤ . . .≤ dn gilt.

b) Es seiY = D[B] die Jacobizerlegung vonY ∈ Pn. Für j = 1, . . . ,n bezeichneD j bzw. B j den(n−
j +1)-reihigen (quadratischen) Block vonD bzw.B rechts unten. Zeigen Sie:
Y ∈ Rn ist äquivalent zu den Bedingungen

|bkl| ≤
1
2

für alle 1≤ k < l ≤ n,

b j, j+1 ≥ 0,

d j = µ(D j [B j ]) für alle 1≤ j < n.

Aufgabe 3(Wichtige Untergruppe)(7 Punkte): F̈ur 0≤ r ≤ n sei die folgende Untergruppe vonΣn

Σn,r =
{

M ∈ Σn; M =
(

∗ ∗
0(n−r,n+r) ∗

)}
.

Wir zerlegen die Bl̈ocke in die Form

A =
(

A1 A2

A3 A4

)
, A1 ∈ R(r,r),

und analog auch für B, C, D. Zeigen Sie

a) Für M ∈ Σn ist M ∈ Σn,r äquivalent zu den Bedingungen

AM =
(

A1 0
A3 A4

)
, CM =

(
C1 0
0 0

)
, DM =

(
D1 D2

0 D4

)
,

und die Abbildung

Σn,r → Σr ×GL(n;R), M 7→
((

A1 B1

C1 D1

)
,D4

)
,

ist ein Gruppenhomomorphismus.



b) Für λ,µ∈ R(r,n−r) undκ ∈ R(n−r,n−r) sei nun

(g,κ) = (λ,µ,κ) =


E 0
λtr E

0 µ
µtr κ

0
E −λ
0 E

 , g =
(

λ
µ

)
.

Zeigen Sie: Eine solche Matrix ist genau dann symplektisch, fallsκ + µtrλ symmetrisch ist, und
der KernHn,r der Abbildung aus a) besteht aus genau diesen Matrizen. Bestimmen Sie ferner eine
explizite Formel f̈ur das Produkt zweier solcher Matrizen.

c) Wir definieren nun mit Hilfe der in̈Ubung 2 Aufgabe 2 definierten Homomorphismen einen Schnitt
der Abbildung aus (i) verm̈oge

Σr ×GL( n− r;R)→ Σn,r ,

((
A B
C D

)
,U

)
7→

(
A B
C D

)
× rot(U)

Zeigen Sie: Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus und die Komposition

Σr ×GL(n− r;R)→ Σn,r → Σr ×GL(n− r;R)

mit der Abbildung aus a) ist die Identität. (Dies bedeutet genau, dass es sich um einen Schnitt
handelt.) Jedesg∈ Σn,r besitzt eine eindeutige Zerlegung der Formg = (λ,µ,κ) · (M×U).

Aufgabe 4(Paramodulare Gruppe I)(5 Punkte): Sein∈ N undPt = P∈GL(n;Q).
Definition 1 Definiere die folgende Verallgemeinerung der symplektischen Gruppe:

JP :=
(

0 P
−P 0

)
∈Mat(2n;R), Σ(n,P) := {M ∈Mat(2n;R);JP[M] = JP} .

Die paramodulare Gruppe (ganze Realisierung) vom Gradn ist Γ̂(P) := Σ(n,P)∩Mat(2n;Z). Man
zeige die Verallgemeinerung von Lemma 2.2 der Vorlesung

Lemma 2.2Σ(n,P) ist eine Untergruppe von GL(2n;R). Es giltΣ(1,P) = SL(2;R). Für M =
(

A B
C D

)
in derüblichen Blockzerlegung isẗaquivalent:

a) M ∈ Σ(n,P).

b) J−1
P MtJP ∈ Σ(n,P).

c) AtPC, BtPD sind symmetrisch undAtPD−CtPB= P.

d) DP−1Ct , BP−1At sind symmetrisch undDP−1At −CP−1Bt = P−1.

In diesem Falle bestimme manM−1. Man zeige, dasŝΓ(P) konjugiert zu der rationalen Realisierung

Γ(P) :=
{(

A B
C D

)
∈ Sp(n;R); A, BP, P−1C, P−1DP∈Mat(n,Z)

}
⊂ Sp(n,Q)

ist. Damit hat man in natürlicherweise wieder eine Operation aufHn. Wer Lust hat, kann sich Gedanken
machen, wie diese Operation in der ganzen Realisierung aussieht.


