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Aufgabe 1(7 Punkte):
Es sei R ein Integriẗatsbereich mit Quotientenkörper K und f = ∑m

i=0 fixi ∈ R[x]. Die Funktion
f ′ = ∑m

i=1 fixi−1 ∈ R[x] bezeichne die aus der Analysis bekannte Ableitung vonf . Wir definieren die
Diskriminante vonf als

disc f := (−1)m(m−1)/2Res( f , f ′)
fm

.

Zeigen Sie

a) IstR= Z, f irreduzibel und normiert (alsofm = 1) undα eine Nullstelle vonf in Q(α), so ist

disc f = dQ(α)(1,α, . . . ,αm−1).

b) Es seiL > K der Zerf̈allungsk̈orper von f . Dann operiert Gal( f ) := GalK(L) auf den Nullstellen
von f . Das Bild dieser Operation ist eine eine Untergruppe vonAm dann und nur dann, wenn discf
ein Quadrat ist.

c) Berechne die Diskriminante vonxq−1.

Aufgabe 2(7 Punkte): Beweisen Sie den Satz von Stickelberger:
Es seiK > Q ein Zahlk̈orper unddK die Körperdiskriminante. Zeigen Sie, dass

dK ≡ 0,1 mod 4.

Hinweis: Ist ω1, . . . ,ωn eine Ganzheitsbasis, so spalte die Determinante der Matrix
(

ω( j)
i

)
in einen

positiven AnteilP und einen negativen AnteilN auf, so dassdK = (P−N)2 = (P+ N)2−4PN gilt.
(Diese Zerlegung ist durch das Signum vonSn induziert.) Zeige, dassPN undP+N rationale Zahlen
sind, in dem man zeigt, dass alle Elemente der Galoisgruppe des Zerfällungsk̈orpers trivial operieren.

Aufgabe 3(6 Punkte):
Es seiα eine ganzalgebraische Zahl mit[Q(α : Q)] = n. Für alle Konjugierten vonα gelte |α| = 1.
Dabei bezeichne| · | den geẅohnlichen komplexen Absolutbetrag.

a) Zeige, dass die Koeffizienten des normierten Minimalpolynoms vonα in Z[x] im Absolutbetrag
durch 2n beschr̈ankt sind.

b) Zeige, dass die Aussage aus a) auch für alle Potenzenαk von α gilt (k∈ N).

c) Folgere aus b), dass die Menge der Potenzen vonα endlich ist. Folglich istα eine Einheitswurzel.



Zum Abschluß noch die Aufgabe der letztenÜbung, deren Abgabe auf den 30.06.03 verschoben wurde:

Aufgabe 4(11 Punkte):
SeienK ein quadratischer Zahlkörper der DiskriminantedK , p eine Primzahl und

Ap := {α ∈ OK; N(α) ≡ 0 modp} .

a) Zeigen Sie, dassAp für jede Primzahlp, diedK teilt, ein Primideal inK ist mit

N(Ap) = [OK : Ap] = p.

b) Belegen Sie durch ein Beispiel, dassAp für eine beliebige Primzahlp i.A. kein Ideal ist.

c) Ist dK = 2ν p1 · . . . · pr mit ungeraden Primzahlenpi , ν ≥ 0 und A wie in Übung 3, Aufgabe 3,
gegeben, dann gilt:

A = Aν
2 ·Ap1 · . . . ·Apr .


