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3. Übung zur Analysis IV
Abgabe: Freitag, 16. Mai 2003, bis 12.00 Uhr im Kasten vor Raum 155, Hauptgebäude

Aufgabe 1 (4 Punkte) Ein fester K̈orperA (hier: A⊂ R3 kompakt mit glattem Rand) befinde sich in
einer Fl̈ussigkeit der konstanten Dichtec > 0, deren Oberfl̈ache mit der Ebenex3 = 0 des (x1,x2,x3)-
Raumes zusammenfalle. Im Punkta∈ ∂A übt die Fl̈ussigkeit auf den K̈orper einen Druck der Größe
cx3ν(x) aus, wobeiν(x) der äußere Normalenvektor vonA im Punktx ist. Man berechne die gesamte
AuftriebskraftK = (K1,K2,K3)t , gegeben durch

Ki =
∫

∂A
cx3νi(x)dS(x), i = 1,2,3.

Aufgabe 2 (4 Punkte) SeiA⊂Rn kompakt mit glattem Rand undν : ∂A→R dasäußere Normalenein-
heitsfeld. SeiU ⊂Rn offen mitA⊂U und seienf ,g : U →R zweimal stetig differenzierbar. Beweisen
Sie die folgende Greensche Formel:∫

A
〈gradf ,gradg〉 dλ\n +

∫
A

f ·∆g dλ\n =
∫

∂A
f · 〈gradg,ν〉 dSn−1.

Aufgabe 3 (5 Punkte) SeiS+
n die folgende Teilmenge der Einheitssphäre imRn:

S+
n := {x∈ Rn;‖x‖2

2 = 1 undxi ≥ 0 für i = 1, . . . ,n}.

Zeigen Sie f̈ur pi ∈ R+ und für i = 1, . . . ,n:

∫
S+

n

xp1
1 · . . . ·xpn

n dSn−1(x) =
Γ

(
p1+1

2

)
· . . . ·Γ

(
pn+1

2

)
2n−1Γ

( p1+...+pn+n
2

) .

Hinweis.Berechen Sie das Integral∫
Rn

+

xp1
1 · . . . ·xpn

n e−‖x‖2
2 dλ\n

auf zwei verschiedene Arten.

Aufgabe 4 (3+3 Punkte) Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Stokes die folgenden Integrale. Ach-
ten Sie besonders auf die Voraussetzungen.

a) ∫
∂A

2y dx−2x dy+z2x dz

für ∂A = {(x,y,z)t ∈ R3;x = cost,y = sint,z= 5,0≤ t < 2π}.

b) ∫
∂A

yz2 dx+(xz2−2y) dy+2xyz dz

für ∂A = {(x,y,z)t ∈ R3;x = cost,y = sint,z= cost,0≤ t ≤ 2π}.
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Aufgabe 5 (3+3 Punkte)

a) Zeigen Sie: SeiU ⊂ R3 konvex, offen undF = (F1,F2,F3)t : U → R3 stetig differenzierbar. Dann
sindäquivalent:

(i) F ist ein Gradientenfeld aufU .

(ii) rot F = 0 aufU .

b) Gilt die Aussage von a) auch, wennU nicht konvex ist?


