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10.Übung zur Analysis IV
Abgabe: Freitag, 11. Juli 2003, bis 12.00 Uhr im Kasten vor Raum 155, Hauptgebäude

Aufgabe 1 (4 Punkte) SeiD ⊂ C offen. Zeigen Sie: Jede Wegzusammenhangskomponente vonD ist
ein Gebiet inC und es gibt ḧochstens abz̈ahlbar unendlich viele Wegzusammenhangskomponenten
vonD.

Aufgabe 2 (3 Punkte) Zeigen Sie: F̈ur eine nichtleere offene MengeD ⊂ C sindäquivalent:

(i) D ist zusammenḧangend, also ein Gebiet.

(ii) Die AlgebraH (D) ist ein Integriẗatsring.

Aufgabe 3 (2+2+2 Punkte) Welche der folgenden Mengen sind einfach zusammenhängende Gebiete?

a) {z∈ C; Re(z) = 0, |Im(z)| ≤ 1}C∩{z∈ C; Re(z) > 0, Im(z) = cos
1

Re(z)
}C

b) Das Komplement einer logarithmischen Spirale um 0, also

C∗ \{z∈ C; z= et(2+i) mit t ∈ R}.

c) {z∈ C; |z|< 1}∩{−1
n; n∈ N}C \{0}.

Aufgabe 4 (2+2 Punkte) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) Sind G,G′ ⊂ C einfach zusammenhängende Gebiete mitG∩G′ 6= /0, dann istG∪G′ einfach zu-
sammenḧangend.

b) Ist (Gn)n∈N eine Folge einfach zusammenhängender Gebiete inC mit Gn ⊂ Gn+1 für alle n∈ N,
dann ist

S∞
n=1Gn einfach zusammenhängend.

Aufgabe 5 (3 Punkte) SeiG ⊂ C ein einfach zusammenhängendes Gebiet,f : G → C holomorph
und nullstellenfrei,n∈ N. Zeigen Sie, dass dannf genaun holomorphen-te Wurzeln besitzt, d. h. es
existieren genaun holomorphe Funktioneng : G→ C mit (g(z))n = f (z) für allez∈ G.

Aufgabe 6 (6 Punkte) Die hyperbolischen Funktionen der Ordnungn∈ N werden f̈ur z∈ C und j ∈
{1, . . . ,n} definiert durch

h j(z;n) :=
1

2πi

Z
∂K2(0)

wn− jewz

wn−1
dw.

Zeigen Sie, dass

h j(z;n) =
∞

∑
k=0

zkn+ j−1

(kn+ j−1)!
.

Welche Funktionen erḧalt man f̈ur n = 1 undn = 2?
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