Kapitel 2

Die natiirlichen Zahlen

2.1 Peano-Systeme

Definition 2.1. Ein Tripel (D, S, d) mit den Eigenschaften

(P1) de D,

(P2) S:D— D,

(P3) S(n) #d fir allen € D,

(P4) S ist injektiv,

(P5) Ist M C Dmitde M und (n € M = S(n) € M), dann ist M = D,

heifst ein Peano-System oder ein Modell der natiirlichen Zahlen (mit Anfangselement

d und Nachfolgerfunktion .5).

Bemerkung 2.2. S steht fiir successor, engl. Nachfolger. Die Eigenschaften (P1)-(P5)
sind als Peano-Axiome (G. Peano, 1889) bekannt. Sie lassen sich in komprimierter Form
auch wie folgt formulieren:

(P1*) de D,
(P2*) S: D — D ist eine injektive Abbildung mit d ¢ S(D),
(P3*) Ist M C D mit d € M und S(M) C M, dann gilt M = D.

Bemerkung 2.3. Bei der Nachfolgerfunktion S kann man sich von der Vorstellung

leiten lassen, dass S jedem n € D einen Nachfolger S(n) € D zuordnet. Durch die
Funktion S wird so etwas wie eine Reihenfolge auf D definiert, ndmlich

d. S(d), S(S(d)), S(S(S(d))),. ..

Eigenschaft (P5) (oder (P3*)) garantiert, dass auf diese Weise alle Elemente von D
erfasst werden (vgl. Folgerung 2.6).

Bemerkung 2.4. Die Eigenschaft (P5) bzw. (P3*) beinhaltet das Prinzip der voll-
standigen Induktion, das wir schon in Abschnitt 1.3/ als Beweismethode kennen gelernt
haben.

Als erstes stellt sich natiirlich die Frage, ob es iberhaupt Peano-Systeme gibt.

Satz 2.5. Es existiert (mindestens) ein Peano-System (D, S,d).
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RESFEN

Giuseppe Peano
geb. 27.8.1858 in Cuneo, Italien
gest. 20.4.1932 in Turin

Beweis. Das System (Np, ST,0) mit St: Ny — Ny, n — n™ ist nach Satz [1.46 ein
Peano-System. [

Das Peano-System (Np, ST,0) bezeichnen wir in Zukunft als Standardmodell der
natiirlichen Zahlen. Als erste Anwendung des Prinzips der vollstdndigen Induktion
beweisen wir

Folgerung 2.6. Ist (D, S,d) ein Peano-System, dann gilt D = {d} U S(D).
Beweis. Sei M = {d} U S(D), dann gilt wegen (P1*) und (P2*) zunéchst M C D.
Aufserdem ist natiirlich d € M und (vgl. Lemma [1.31(iv))
S(M) C SH{d})uS(S(D))c S(D)uS(D)=S(D) C M.
Mit (P3*) folgt deshalb M = D. O
Als Verallgemeinerung der Definition einer Folge in Abschnitt 1.4/ definieren wir
jetzt: Ist (D, S,d) ein Peano-System und A eine beliebige Menge, dann heifst eine

Abbildung T': D — A auch eine Folge in A. Fiir T'(n) = a schreibt man meist a,, und
fiir die gesamte Folge (a,)nep-

Definition durch Rekursion: Héufig definiert man Folgen durch Rekursion (rekur-
siv), z. B. definiert man durch

(2.1) ap =G, Api1 =20, — 2 (n=0,1,2,...)

eine reelle Zahlenfolge.

Anschaulich wird durch (2.1) jedem n eine reelle Zahl a,, zugeordnet Die Frage ist
aber, ob dadurch wirklich eine eindeutig bestimmte Folge, also eine eindeutig bestimmte
Abbildung von Ny in die reellen Zahlen definiert wird.

Satz 2.7 (Rekursionstheorem, Dedekind 1899). Sei (D, S,d) ein Peano-System,
X eine beliebige Menge, a € X und f: X — X, dann ¢ibt es genau eine Folge u =
(Un)nep in X mit

(2.2) Ug = a, Ugm = f(up) (n€ D).
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Julius Wilhelm Richard Dedekind
geb. 6.10.1831 in Braunschweig
gest. 12.2.1916 in Braunschweig

Beweis.
Findeutigkeit von u. Sei v: D — X eine weitere Folge in X, die (2.2) erfiillt, d. h.,

vg=a, vsm) = f(va) (n€D)

und sei
M :={n € D;u, = v,}.

Es gilt d € M und
neM = u,=v, = f(u,) = f(vn) = usm) =vsm = S(n) € M.
Nach dem Induktionsprinzip (P5) ist M = D, also u,, = v, fiir alle n € D.
Ezxistenz von u. Wir betrachten das Mengensystem
¢:={ACDxX;(da) € AN ((n,x) e A = (S(n), f(z)) € A)}
Wegen D x X € € ist € # () und wir kénnen die Menge
U= ﬂ A
Aee

bilden. Es gilt u € €, d.h. u ist Relation von D nach X, und wir werden jetzt noch
zeigen, dass u sogar eine Abbildung von D nach X ist, die (2.2) erfiillt.

1) domu = D. Wegen u € € gilt domwu C D und d € domu. Ist nun n € domw, dann
existiert ein z € X mit (n,x) € u und nach Definition von € folgt (S(n), f(z)) € u.
Also ist auch S(n) € domu. Mit (PB) folgt domwu = D.

2) (n,x) €uN (n,y) €u = = =1y. Sei diesmal
M:={neD;n,x)cun(ny eu = ==y}

Wir zeigen wieder mit (P5), dass M = D ist.
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Wir nehmen an, dass d ¢ M ist. In diesem Fall existiert ein b € X mit b # a und
(d,b) € u. Setzen wir nun
u:=u\{(d,0)},

dann ist (d,a) € u und

(n,z) €u a:O; (n,z) € u g (S(n),f(x)) GUS(;)?;d(

S(n),f(x)) € u.

Damit ist aber u € € und nach Definition von u gilt u C w. Dies ist aber ein Wider-
spruch zur Definition von w. Also ist d € M.

Sei nun n € M, dann existiert ein eindeutig bestimmtes ¢ € X mit (n,c¢) € u und
damit ist auch (S(n), f(c)) € u. Angenommen S(n) ¢ M, dann existiert ein g € X
mit g # f(c) und (S(n),g) € u. Wir setzen nun

u=u\{(5(n)9)}

und zeigen u € €. Wegen (d,a) € uw und d # S(n) fir alle n € D ist (d,a) € u
Auferdem gilt

)

Cu

(m,r) €U = (m, )Eug( ))eu:?>(5(m),f(x))ea
Zu ?. Fir m # n ist nach (P4) auch S(m ) 7é S(n) und deshalb (S(m), f(z)) #
(S(n),9), d.h. (S(m), f(x)) € u\{(S(n),9)} =

Fir m = n ist aber (m,z) = (n,z) = (n,c) und (S( ), f(x)) = (S(n), fc)) #
(S(n),g), also ebenfalls (S(m), f(z )) cu\{(S(n),9)}=u.

Damit ist die Implikation mit ? bewiesen und wir haben u € €, was wiederum ein
Widerspruch zu den Definitionen von u und u ist.

Die Relation u ist somit eine Abbildung von D nach X. Wegen u € € gilt insbeson-
dere (d,a) € u, d.h. ug = a. Ist nun u,, = z also (n,z) € u, dann gilt nach Definition
von &€

(S(n), f(ua)) = (S(n), f(2)) € u.
Dies bedeutet aber nicht anderes als ug(,) = f(u,), womit auch (2.2) bewiesen ist. [

Wir formulieren jetzt noch eine etwas allgemeinere Version des Rekursionstheorems.
Der Beweis verlauft ganz analog.

Satz 2.8. Sei (D, S,d) ein Peano-System, X eine beliebige Menge, a € X und f,: X —
X, n € D, eine Folge von Abbildungen von X in sich, dann gibt es genau eine Folge
U = (Up)nep n X mit

(2.3) Ug =@, Usm) = folun) (n€ D).

Eine Anwendung des Rekursionstheorems, d.h. die Definition einer Folge durch
(2.2) oder (2.3) nennt man Definition durch Rekursion. Eine etwas ungewthnliche
Anwendung des Rekursionstheorems ist der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 2.9 (Eindeutigkeit von Peano-Systemen). Seien (D, S,d) und (D', S, d')
Peano-Systeme, dann existiert genau eine Abbildung ¢: D — D' mit

(2.4) p(d)=d, ¢(S(n)) =5"(e(n)) (neD).

Die Abbildung ¢ ist bijektiv.
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Beweis. Wir wenden das Rekursionstheorem auf X = D', a = d’ und f = S’ an. Damit
existiert genau eine Abbildung ¢: D — D’ (Folge in D’), die (2.4) erfiillt. Damit sind
schon Existenz und Eindeutigkeit von ¢ bewiesen.

Um die Bijektivitéit von ¢ zu zeigen, vertauschen wir die Rollen von D und D’ und
erhalten eine eindeutig bestimmte Abbildung ¢ : D’ — D mit

(2.5) (d) =d, (S (n)) =5@(n) (neD).
Setzt man jetzt ® := ¢ o ¢, dann ist : D — D mit ®(d) = ¥(¢(d)) = ¢(d') = d und

@24)

Y(S'(p(n)) = S(¥(e(n) = S(2(n)) (ne€ D),

(2.6) O(d)=d, ®(S(n))=S(®n)) (ne D).

Nach dem Rekursionstheorem mit X = D, a = d, f = S ist @ die einzige Abbildung von
D in sich, die (2.6) erfiillt. Andererseits hat aber auch die Identitét Ip die Eigenschaft
(2.6), d.h., es muss & = 1) o p = Ip gelten. Analog erhdlt man ¢ o) = Ip,. Nach
Lemma 1.39b ist damit ¢ bijektiv und die gesuchte Abbildung von D nach D’. [

Nach Satz 2.9 sind alle Peano-Systeme gleichberechtigt. Deshalb benutzen wir
im Folgenden das Standardmodell (Ny, S*,0) stellvertretend fiir alle anderen. Fir
(Ng, ST,0) schreiben wir in der Regel einfach Ny und sprechen wie schon in Ab-
schnitt 1.3 von der Menge der natiirlichen Zahlen (einschliefslich der 0). Wir werden
aber ausschlieklich die in Satz [1.46 enthaltenen Eigenschaften von Ny benutzen und
nicht solche, die aus der speziellen Konstruktion mittels n* = n U {n} folgen. Die Ei-
genschaften aus Satz1.46 sind ja genau die, die in Definition 2.1 fiir ein Peano-System
gefordert werden.

Als eine weitere Anwendung des Rekursionstheorems beweisen wir jetzt den Satz
von Schroder-Bernstein (Satz [1.73)).

Beweis von Satz 1.73. Wir miissen nur noch die Implikation ,,=—* zeigen. Dazu
beweisen wir zundchst einen

Hilfssatz. Ist A eine Menge, f: A — A injektiv und B eine weitere Menge mit f(A) C
B C A, dann ist A ~ B.

Beweis des Hilfssatzes. Mithilfe des Rekursionstheorems definieren wir zwei Folgen in
PB(A) durch

Ao = A, AS+(n) = f(An) (n € No)
By := B, BS+(n) = f(Bn) (TL c NO).

Setzen wir noch C = [, oy, (An \ By), dann ist

CcA A\CCB, B=(A\C)U(BNCO).
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Wir definieren jetzt eine Abbildung g: A — B durch

() = f(z), ze€C
o x, reA\C.

Der Hilfssatz ist bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass g bijektiv ist.
Aus der Injektivitdt von f folgt zunéchst, dass (vgl. Lemma [1.37)

€ A\ B, = g(z) = f(x) € f(A,\ Bn) = f(An) \ f(B,) = As+(n) \ Bg+(n)-

Damit ist g|c = f|¢ eine injektive Funktion von C' in sich und man sieht ganz leicht,
dass auch ¢ injektiv ist.

Um die Surjektivitdt von g zu zeigen, wéhlen wir ein y € B = (A\ C)U (BNCO).
Ist y € A\ C, dann ist g(y) = vy, also y € g(A). Ist dagegen y € BN C, dann existiert
einn € Ng mit y € A, \ B,,. Wegen y € B und Ay \ By = A\ B muss aber n # 0 sein,
d. h. es existiert ein m € Ny mit n = S (m) und es folgt

Y € Astm) \ Bs+m) = f(Am) \ f(Bm) = f(An \ Bm) C f(C) = g(C) C g(A).
In jedem Fall gilt also y € g(A). Damit ist B = g(A) und der Hilfssatz ist bewiesen. [

Der Beweis des Satzes von Schroder-Bernstein wird nun auf diesen Hilfssatz zuriick-
gefithrt. Wegen X <Y und Y < X existieren zwei injektive Abbildungen ¢: X — Y
und ¢ : Y — X. Im Hilfssatz wihlen wir jetzt

A=X, B=yY)CA [f:=vop:A— A

f ist als Zusammensetzung injektiver Abbildungen ebenfalls injektiv und wegen f(A) =
Y((X)) C ¢(Y) = B sind alle Voraussetzungen des Hilfssatzes erfiillt. Wir erhalten
deshalb X ~ ¢(Y"). Da 1 injektiv ist gilt natiirlich ¢)(Y) ~ Y also auch X ~Y. O

2.2 Die algebraische Struktur der natiirlichen Zahlen

2.2.1 Arithmetik

In diesem Paragraphen wenden wir das Rekursionstheorem 2.8 auf (N, ST, 0) an, um
eine Addition, eine Multiplikation und eine Anordnung einzufithren. Grundlage ist die
folgende aus der Algebra bekannte Definition.

Definition 2.10. Eine nicht leere Menge H mit einer inneren Verkniipfung (Abbil-
dung)
HxH — H, (a,b) — a-b,

heifst Halbgruppe, wenn das Assoziativgesetz
a-(b-c)=(a-b)-c (a,bjce H)
gilt. Man nennt H abelsch, wenn das Kommutativgesetz

a-b=b-a (a,be H)
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gilt, und man sagt, dass in der Halbgruppe H die Kiirzungsregel gilt, wenn fiir alle
a,b,c€ Hausa-b=a-coder b-a=c-a stets b = c folgt.

Eine Halbgruppe H heift Monoid, wenn H ein neutrales Element e besitzt, d.h.
wenn ein e € H existiert mit

eca=a-e=a (a€ H).

Ein Monoid H heiltt Gruppe, wenn jedes a € H ein inverses Element b € H besitzt,
d.h. wenn zu jedem a € H ein b € H existiert mit

a-b=b-a=ce.

Man nennt die Halbgruppe (bzw. Gruppe) H zyklisch, wenn ein a € H existiert, so
dass fiir jede Halbgruppe (bzw. Gruppe) H' C H mit a € H' bereits H' = H gilt. Man
schreibt dann auch H = < a > und sagt, dass H von a erzeugt wird.

Das neutrale Element e und die inversen Elemente in Definition 2.10/ sind, sofern
sie existieren, eindeutig bestimmt (Algebra).

Wir benutzen nun wie angekiindigt Satz 2.8, um auf Ny eine Addition zu definieren.
Dazu definieren wir zunéchst fiir m € Ny eine Abbildung ¢,,: Ny — Ny durch

(2.7) em(0) =m, £ (ST(n)) == ST (pm(n)).

Wendet man Satz 2.7 auf X = Ny, a = m und f = ST an, so folgt, dass ,, durch
(2.7) eindeutig bestimmt ist. Daher kénnen wir jetzt mit Hilfe von ¢, eine innere
Verkniipfung auf Nj definieren.

Definition 2.11. Sei ¢, durch (2.7) definiert. Die Abbildung +: Ny x Ny — Ny,
(m,n) — m+n:= p,(n) heikt Addition auf Ny. Dabei heifen m und n Summanden,
und m + n heiftt die Summe von m und n.

Bemerkung 2.12. Man beachte, dass es in der Definition der Addition zumindest
zunachst auf die Reihenfolge der Summanden ankommt.

Aus (2.7) folgt zundchst m + 0 = ¢,,,(0) = m und wegen 1 = S*(0) (vgl. (1.1)) gilt
m+1= (1) = on(S7(0)) = 5" (Ln(0)) = S*(m).
Wir konnen deshalb im Folgenden das Symbol S meistens durch + 1 ersetzen, z. B.
m+(n+1)=pn(n+1)=¢(ST(n)) =5 (pn(n)) = ST (m+n)=(m+n)+1
Die Addition erfiillt also die beiden Gleichungen
(2.8) m+0=m, m+n+1)=m+n)+1 (m,neNy).
Die algebraischen Eigenschaften der Addition auf Ny sind enthalten in

Satz 2.13. Ny ist beztiglich der Addition eine abelsche Halbgruppe, in der die Kiir-
zungsregel gilt. Ng ist ein Monoid mit neutralem Element 0.
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Beweis. Aus der Definition folgt, dass die Addition eine innere Verkniipfung auf Ny
ist.
a) Assoziativgesetz: Fir alle k,m,n € Ny gilt (k+m) +n=Fk+ (m+n).

Wir beweisen dies durch Induktion nach n. Man beachte, dass wegen ST (n) =n + 1
der Induktionsschluss n — S*(n) ab jetzt die bekannte Form n — n + 1 hat.
Fiir n = 0 folgt die Aussage unmittelbar aus (2.8), denn

(k+m)+0=k+m=k+ (m+0).

Gilt das Assoziativgesetz fiir n € Ny, so hat man

(k+m)+ (n+1) o ((k+m)—|—n)+11l' (k4 (m+n))+1

Dt (mrm 1) Dt (mt (04 1)).

Dabei verweist I.V. auf die Induktionsvoraussetzung.

b) Kommutativgesetz: Fiir alle m,n € Ny gilt: m +n =n + m.

Wir beweisen zunéchst durch vollstandige Induktion nach m die Spezialfélle

(2.9) m+0=0+m (meNy),
(2.10) m+1=14+m (meNy).

Bei (2.9) ist der Induktionsanfang m = 0 unmittelbar klar und hinsichtlich m — m+1
gilt

2.8 2.8 LV. a

M+ D)+ 0 1 )+ 1T 0+rm) 120+ (m+ 1)

Bei (2.10) ist der Induktionsanfang m = 0 in (2.9) enthalten, und der Induktionsschluss
ist durch

V. a)
(m+1)+1=(0O4+m)+1=1+(m+1)
gegeben.
Jetzt konnen wir das Kommutativgesetz m +n = n + m in der allgemeinen Form

durch Induktion nach n beweisen. Der Induktionsanfang n = 0 ist dabei durch (2.9)
bereits bewiesen und aus der Induktionsvoraussetzung m + n = n 4+ m erhilt man

a) LV.
m+n+1l)=m+n)+1 = (n+m)+1

(2.10)
=n

a) a)
=n+(m+1) +(1+m)=Mn+1)+m.

¢) Kiirzungsregel: Fir alle k,m,n € Ny folgt aus m + k =n + k stets m = n.

Wir verwenden eine Induktion nach k. Der Induktionsanfang k& = 0 ist klar. Nehmen wir
jetzt an, dass aus m+k = n-+k bereits m = n folgt, und setzen m+(k+1) = n+(k+1)
voraus, dann ergibt sich mit dem Assoziativgesetz daraus

Stim+k)=m+k)+1=m+(k+1)=n+(k+1)=n+k)+1=5ST(n+k).
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Die Injektivitat von ST impliziert jetzt m + k = n + k und aus der Induktionsvoraus-
setzung folgt m = n.

d) Neutrales Element: m 4+ 0 =0+ m = m.
Dies folgt unmittelbar aus (2.8) und der Kommutativitét der Addition. O

Lemma 2.14. a) Sind m,n € Ny mit m +n =0, dann gilt m =n = 0.
b) Sind m,n € Ng mit m +n =1, dann gilt m =0 und n =1 oder m =1 und n = 0.

Beweis. a) Angenommen m # 0, dann existiert wegen Ny = {0} U ST (Ny) (vgl. Folge-
rung 2.6) ein k € Ny mit m = ST (k) = k + 1. Damit folgte dann

O=m+n=(k+1)+n=(k+n)+1=S5"(k+n),

was ein Widerspruch zu (P3) ist. Also muss m = 0 sein und ebenso zeigt man n = 0.

b) Wegen 1 = ST(0) # 0 (vgl. (P3))) muss m # 0 oder n # 0 sein. Sei m # 0, dann gilt
wie oben m = k + 1 mit einen k£ € Ny und

O+l=1=m+4+n=(k+1)+n=(k+n)+1

Mit der Kiirzungsregel folgt & + n = 0 und nach Teil a) gilt £ = n = 0. Deshalb ist
also m = 1 und n = 0. Beginnt man mit der Annahme n # 0, dann erhéilt man analog
m =0 und n = 1. O

Wir kommen jetzt zur Definition der Multiplikation. Dazu definieren wir zunéchst
fiir festes m € Ny rekursiv eine Folge n +— m - n durch

(2.11) m-0:=0, m-(n+1):=(m-n)+m (neNy).
Die Definition der Multiplikation als innere Verkniipfung auf Ny folgt nun in

Definition 2.15. Die Abbildung -: Ny x Ng — Ny, (m,n) — m - n, wobei m - n durch
(2.11) gegeben ist, heiftt Multiplikation auf Ny. Dabei heiffen m und n Faktoren, und
m - n heikt das Produkt von m und n.

Satz 2.16. Ny st beziiglich der Multiplikation eine abelsche Halbgruppe mit 1 als neu-
tralem Element, in der die Kiirzungsregel in der Form

k-m=k-n = m=n (k;m,néeNyk#D0)
gilt. Dariber hinaus gilt das Distributivgesetz

(k+m)-n=(k-n)+(m-n) (k,m,neNy).
Beweis. Offensichtlich ist die Multiplikation eine innere Verkniipfung auf Nj.
a) Distributivgesetz: Fir alle k,m,n € Ng gilt: (k+m)-n=(k-n)+ (m-n).

Im Fall n = 0 hat man

(

k+m)-0“2"0=040"2" (k-0)+ (m-0).
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Beim Induktionsschritt n — n + 1 erhalt man mit dem Kommutativgesetz und dem
Assoziativgesetz der Addition

(k+m)-(n+1) "= ((k+m)-n)+ (k+m) = ((k-n)+ (m-n)) + (k+m)

(2.11)

=((k-n)+k)+ (m-n)+m) = ((k-(n+1))+ (m-(n+1)).

b) Neutrales Element: Fiir alle m € Ny gilt: m-1=m=1-m.
Der Fall m = 0 folgt aus (2.11) und der Induktionsschluss m — m + 1 ist gegeben
durch

2.11 2.11 LV.
(m+1)-1(:)m+1 und 1-(m+1)(:)(1-m)+1 =m+ 1L

c) Kommutativgesetz: Fir alle m,n € Ny gilt: m-n =n-m.

Der Fall n = 0, also m -0 = 0-m = 0, folgt wieder unmittelbar aus (2.11). Beim
Induktionsschritt n — n + 1 folgert man

@.11)

LV. b a
m-(n+1) = (m-n)+m = ) )

m-m)+m=Mm-m)+(1-m)=Mn+1) m.

d) Assoziativgesetz: Fiir alle k,m,n € Ny gilt: (k-m)-n==k-(m-n).

Der Fall n = 0, also (k-m)-0 = k- (m-0), folgt aus (2.11) und dem Kommutativgesetz.
Beim Induktionsschritt n — n 4 1 ergibt sich

@2.11)

(k-m)-(n+1) 2 [(k-m)-n]+ (k-m) = [k- (m-n)] + (k-m)
<) 2.11)

Qim-n) K+ m-k)2m-n)+m] k2 m-n+1)] k2 k-[m-(n+1)]

e) Kiirzungsregel: Fir k,m,n € Ny, k # 0 folgt aus k-m = k - n stets m = n.

Wir verwenden eine Induktion nach m. Sei m =0, also 0 = k-0 = k - n. Zeige n = 0.
Wegen k # 0 existiert ein k' € Ny mit k = k' + 1. Es gilt also

a b
O:(k’—l—l)n:)k;’n—l—l-n:)k;'n—l—n.

Mit Lemma 2.144a) folgt n = 0.

Nun gelte die Aussage fiir ein m € Ny und wir nehmen k- (m + 1) = k- n an.
Zeige m + 1 = n Die Annahme n = 0 fiihrt analog zum Induktionsanfang auf einen
Widerspruch. Also gilt n = n' 4 1 fiir ein n’ € Ny. Damit ist

kom)+ k"= komel)=k-n=k- (0 +1) "2 (k-n') + k.

Die Kiirzungsregel der Addition (Satz 2.13)) impliziert k- m = k - n’ und die Indukti-
onsvoraussetzung m =n', d. h. m+1=n'+1=n. [
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Zur Vereinfachung der Darstellung vereinbaren wir wie iiblich die Regel ,Punkt-
rechnung vor Strichrechnung®, d. h. fir k,m,n € Ny gilt z. B.

E+m-n:=k+ (m-n).

Aufserdem ldsst man das Multiplikationszeichen - meistens weg also mn :=m - n.
Wir definieren nun noch die Potenzen m™ € N. Dazu wahlen wir fir festes m € Ny
im Rekursionstheorem (Satz2.7) X =N, a=1und f: N — N, n+— mn.

Definition 2.17. Fiir m,n € Ny ist die Potenz m™ € N definiert durch

Als unmittelbare Folgerung aus dieser Definition und den Rechenregeln der Multi-
plikation (Satz 2.16) erhélt man mittels vollstdndiger Induktion

Folgerung 2.18. Fiir alle k,m,n € Ny gilt:
(i)  m"mk =mrtF
(i)  m"k" = (mk)".

(iii)  (m")k = m"*,

2.2.2 Anordnung

Nachdem die Rechenoperationen eingefiihrt sind, definieren wir noch eine Ordnungs-
relation auf Nj.

Definition 2.19. a) Fir m,n € Ny nennt man m kleiner oder gleich n (Schreibweise
m < n), wenn es ein x € Ny mit m + x = n gibt. Man nennt m (echt) kleiner als n
und schreibt m < n, wenn m < n und m # n ist.
b) Die Gréfer-oder-gleich-Relation (m > n) und die Gréifler-Relation (m > n) sind
definiert durch

ma2n:<= n<m, m>n < n<m.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass die Relation < eine totale Ordnung auf Ny
ist (vgl. Definitionen [1.54, 1.61 und dass die Relation < die zu < gehérende strenge
Ordnung im Sinne von Definition [1.58] ist.

Bemerkungen 2.20. a) Nach der Kiirzungsregel gilt m + x = m genau dann, wenn
x = 0 ist, d.h. es gilt m < n genau dann, wenn es ein x € N mit m + z = n gibt.
Auferdem gilt

(2.12) m<n <= m <noderm=n.

b) Sind m,n € Ny mit m < n, also m + = = n fiir ein x € Ny, dann ist = eindeutig
bestimmt, denn aus m + x = m + y folgt nach der Kiirzungsregel x = y. Fiir m < n
kann man deshalb die Subtraktion n — m definieren durch n — m := x, wobei x durch
m + x = n eindeutig bestimmt ist. Die Subtraktion ist aber keine innere Verkniipfung
auf Ny, da sie nicht fiir alle m,n € Ny definiert ist.
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Einige elementare Eigenschaften der oben eingefiihrten Relationen sind im folgen-
den Lemma zusammengestellt.

Lemma 2.21. Fir k,l,m € Ny gilt:

() 0<k,

(1) kE <k (Reflexivitat),

(11i) k < k+1, insbesondere ist 0 < 1,

(iv) kE<k+l,

(v) 0=k oder 1 <k,

(vi) k<Il+1 <= k<loderk=1+1,

(vii) k<m < k<m+1, k+1<m < k<m,
(viii)  {j €Noym <jnj<m+1} =0,

(iz) {jeNym<jAj<m+1} ={m},

(z) {1 eNgm<jAj<m+1} ={m+1},

(x1) {jeNsm<jnj<m+1}={m,m+1},

(zii)  {j € Nosj <m+1} ={j € No;j <m}U{m+1},
(ziti)  {j € No;j <m+1} ={j € No;j <m} U{m}.
Beweis. Die Aussagen (i)—(iv) folgen direkt aus den Definitionen von < und <.

(v): Ist k = 0, sind wir fertig. Anderenfalls existiert ein z € Ny mit &k = ST (x) =z + 1
und nach Definition von < folgt 1 < k.

(vi) =>: Wegen k <[+ 1 existiert ein y € Ng mit k +y =1+ 1. Ist y = 0, dann gilt
kE=1+1.Ist y # 0, dann gilt y = ¢ + 1 mit einem v € Ny, d.h. k+ (¢ +1) = + 1.
Mit der Kiirzungsregel folgt k& + ¢ = [ also k <.

<=: Ist k =1+ 1, dann ist nach (ii) auch £ <[+ 1. Ist dagegen k <[, d.h. k+y =1
fir ein y € No, dann ist k+ (y+ 1) = (k+y)+1 =141 und wegen y + 1 € N ist
E<l+1.

(vii) Wir beweisen nur die erste Aquivalenz, die zweite erhilt man ganz analog.

=1 Aus k < m folgt k+2 = m mit x € Ny. Damit ist £+ (x +1) = m+ 1 und wegen
r+1eNgilt k <m+1 (vgl. Bemerkung 2.20).

<—: Wir haben £k +y =m + 1 mit y € N. Da y # 0 ist, gilt y = ¢/ + 1 mit ¢ € Ny,
also (k+7v') +1=m+ 1. Mit der Kiirzungsregel folgt £ + ¢ =m, d.h. £ < m.

(viii): Sei j € Ny mit m < j und j < m + 1, dann existieren x,y € N mit m +x = j
und j +y = m + 1. Insgesamt gilt damit

m+(r+y)=m+r)ty=j+y=m+1

und mit der Kiirzungsregel folgt x +vy = 1. Nach Lemma 2.14b ist demnach z = 0 oder
y = 0 im Widerspruch zu z,y € N. Es gibt also kein j € Ny, dass die Ungleichungen
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m < jund j <m+ 1erfillt, d.h. {j e Np;ym<j<m+1} =0.

(ix): Sei M := {j € No;m < j < m + 1}, dann ist wegen (ii) und (iii) offensichtlich
{m} C M. Ist umgekehrt j € M, d.h. m+x = j und j +y = m + 1 fiir geeignete
x € Np, y € N, dann erhélt man wie im Beweis von (viii) zunéchst  + y = 1 und mit
Lemma 2.14b folgt unter Beachtung von y # 0, dass x = 0 und damit m = j sein muss.
Damit ist auch die Inklusion M C {m} gezeigt.

(x): analog zu (ix).
(xi): Sei diesmal M := {j € No;m < j Aj < m+ 1}. Die Inklusion {m,m+ 1} C M
ist wegen (ii) und (iv) klar. Fiir die Umkehrung hat man nach (ix) bzw. (x)
{m}={jeNym<jnj<m+1} C M,
{m+1}={jeNym<jnj<m+1} C M.
Damit ist aber auch {m,m + 1} = {m}uU{m+ 1} C M.
(xii): Dies folgt aus

. . vi) . . .
{JeNyj<m+1} = {jeNyj<mvj=m+1}
={j €Ngj<mpU{jeNo;j=m+1}={j€Npj<m}pu{m+1}.
(xiii): Wegen j <m <= j<mVj=mgilt

{7 €eNpj<mpu{m}={jeNyj<mpu{jeNyj=m}

vii)

={jeNgj<mVj=m}={jeNyj<m} = {jeNyj<m+1}. O

Wir zeigen als néachstes, dass < eine totale Ordnung in Sinne von Definition [1.61
ist und dass die arithmetischen Operationen mit dieser Ordnung vertréglich sind.

Satz 2.22. Fiir k,l,m,n € Ny gilt:

(i) k<INl<m = k<m (Transitivitat),

(i)  k<INI<k = k=1 (Antisymmetrie),

(iii)  k<IVI<Fk,

(w) k<l < k+m<Il+m (Monotonie der Addition),

(v) E<IiAnm<n = k+m<Il+n,

(vi) k<l = km <Im (Monotonie der Multiplikation,),

(vii) km<ImAm#0 = k<],

(viit) kE<IAm<n = km <ln.

Beweis. (i): Ausk+x=1lund l+y=mfolgt k+ (x+y) =1+y=m. Alsoist k <m

(ii): Wegen k+x = lund [+y = kist k+(x+y) = [+y = k, und mit der Kiirzungsregel
folgt = +y = 0. Mit Lemma 2.14a) erhalten wir daraus z = 0 und somit k = [.
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(iii): Sei M := {k € Ny; k < 1VI < k}. Wir zeigen mit vollsténdiger Induktion M = Ny,
Dabei ist der Induktionsanfang durch Lemma 2.21(i) gegeben. Ist nun & € M, dann
ist k+y=1oder |+ y =k fiir ein y € Ny.

1. Falll+y=k: Wegen [+ (y+1) =k + 1 ist auch [ < k + 1 und somit k + 1 € M.
2. Fallk+y=10:Isty=0,dannist k =lund k+1=101+1,d.h. I < k+1und
k+1€ M.Isty #0,dannist y = y'+1fiireiny’ € Ngund [ = k+(y'+1) = (k+1)+y'.
Damit ist auch in diesem Fall £+ 1 </l und k + 1 € M. Mit (P5) folgt jetzt M = N.

(iv): Diese Aussage gilt wegen
k<l <<= k+z=1 <<= (k+x)+m=101+m

— (k+m)+ax=I1+m <= k+m<Il+m,

wobei wir das Kommutativgesetz, das Assoziativgesetz und die Kiirzungsregel der Ad-
dition benutzt haben.

(v): Zweimalige Anwendung von (iv) liefert
k<Inm<n = k+m<Il+mAl+m<Il+n

und die Behauptung folgt daraus mit der Transitivitit von <.

(vi): Dies erhdlt man mit dem Distributivgesetz, denn

k<l = k+zrx=1 = (k+ax)ym=Im = km+zm=Im = km <Im.
(vii): Man zeigt zunéchst durch vollstdndige Induktion iiber j
(2.13) EG+1) <Il(j+1) = k<l (jeNy).

Ist nun m € N, dann existiert ein j € Ny mit m = 7 + 1 und es gilt

. . @2.13)
Em<Ilm = k(j+1)<I(j+1) = k<L

Durch den Ubergang von m nach j 4 1 haben wir den Induktionsanfang von m = 1
nach j = 0 verschoben, um die Induktion streng nach (P5) durchfiihren zu koénnen.
Demnéchst werden wir ohne diese Verschiebung arbeiten und Induktionen auch mit 1
oder anderen natiirlichen Zahlen beginnen.

(viii): Dies beweist man &hnlich wie (v) durch zweimalige Anwendung von (vi) unter
Ausnutzung der Transitivitéat. O]

Folgerung 2.23. Die <-Relation ist eine totale Ordnug auf Ny im Sinne von Defini-
tionen |1.54 und |1.61.

Beweis. Die <-Relation ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch (vgl. Lemma 2.21((ii)
und Satz 2.22(i),(ii)). Wegen Satz 2.22(iii) ist < sogar eine totale Ordnung. O

Da < insbesondere eine Halbordnung auf Ny definiert, ist < die zugehorige strenge
Halbordnung im Sinne von Definition [1.58. Fiir < beweist man zunéchst ganz analog
zu Satz 2.22
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Satz 2.24. Fir k,l,m,n € Ny gilt:
(1) k<INl<m = k<m (Transitivitdt),

(ii)) k<l < k+m<Il+m (Monotonie der Addition),
(ii)) k<lAm<n = k+m<Il+n,
()  Istm #0, dann gilt k <1 < km <Im  (Monotonie der Multiplikation),

(v) E<lAm<n = km<lIn.
Auberdem gilt das Trichotomiegesetz (siehe Lemma [1.62(iii)).

Satz 2.25. Fir alle k,l € Ny gilt genau eine der Beziehungen

Aufgrund der Transitivitdt von < und < lassen sich Bedingungen vom Typ [ <
nAn < mzul < n < m verkirzen. Die Menge {j € Noym < jAj < m+ 1}
aus Lemma 2.21(x) kann man damit in auch in der Form {j € No;m < j < m + 1}
schreiben.

Wir untersuchen jetzt Ny auf erste und letzte Elemente (siehe Definition [1.564a).

Satz 2.26. a) 0 ist erstes Element von Ny beziiglich <, d. h. 0 < k fir alle k € Ny.

b) Ny besitzt kein letztes Element, d. h. es ezistiert kein n € No mit k < n fir alle
k € Np.

c) Jede nicht leere Teilmenge M wvon Ny besitzt ein erstes Element, d.h. es existiert
einn € M mitn <m fir alle m € M.

Beweis. a) ist die Aussage von Lemma 2.21(1).

b) Die Annahme, dass n letztes Element ist, fithrt wegen n < n + 1 (Lemma [2.21(iii))
sofort zum Widerspruch.

c) Sei 0 # M C Ny. Wir miissen zeigen, dass M ein erstes Element besitzt. Dazu
betrachten wir die Menge

K :={k € No; k < m fiir alle m € M}.

Nach a) gilt zundchst 0 € K. Sei nun m € M, dann ist m < m + 1 (Lemma 2.21((iii)),
d.h. m+1 ¢ K. Damit kann K aber auch nicht die Bedingung (k € K = k+1 € K)
erfiillen, denn aus dieser Bedingung folgte wegen 0 € K mit (P5) sofort K = Ny also
ein Widerspruch zu m + 1 ¢ K. Deshalb muss ein n € K existieren mit n + 1 ¢ K.
Fiir dieses n gilt nach Definition von K insbesondere n < m fiir alle m € M und es
existiert ein m’ € M mit —(n 4+ 1 < m’). Nach Satz 2.25/ gilt deshalb m' < n + 1, also
insgesamt
n<m <n-+1.

Mit Lemma 2.21(ix) folgt n = m/, d.h. n € M, und damit ist n das gesuchte erste
Element von M. ]
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Folgerung 2.27. Die <-Relation ist eine Wohlordnung auf Ng im Sinne von Definiti-
on 1.00.

In Satz 2.9 haben wir gezeigt, dass alle Peano-Systeme mengentheoretisch gleich-
berechtigt sind. Wir wollen dies jetzt auf die algebraischen Eigenschaften ausdehnen.

Satz 2.28. Seien (D, S,d), (D', 5, d") zwei Peano-Systeme mit Additionen + bzw. @,
Multiplikationen - bzw. ® und Kleiner-oder-gleich-Relationen < bzw. S gemdfl Defini-
tionen [2.11), 12.15 und [2.19. Die eindeutig bestimmte Abbildung ¢: D — D' definiert
durch

p(d)=d, ¢(S(n)) =5"(e(n) (neD)
aus Satz|2.9 erfillt fir alle m,n € D
(i) p(m+mn)=p(m)®ep(n),
(ii)  p(m-n) =p(m)©p(n),
(11i)) m<n <= @(m)S p(n).

Wir haben bisher aus den Peano-Axiomen die wesentlichen Eigenschaften von Ny
hergeleitet. Es stellt sich die Frage, ob es nicht moglich ist auf das ein oder andere dieser
Axiome zu verzichten. Die folgenden Beispiele zeigen, dass das Weglassen irgendeines
dieser Axiome zu Mengen fiihrt, die man nicht mehr als natirliche Zahlen bezeichnen
wiirde.

a) Das System (0,0, 0) erfiillt (P2)—(P5)), aber nicht (P1), da 0 ¢ 0.

b) Das System ({0}, S, ) mit S(0) := {0} erfiillt (P1), (P3), (P4) und (P5), aber nicht
(P2), da S keine Abbildung von {0} in sich ist, sondern S: {0} — {{0}}.

c¢) Das System ({0}, S,0) mit S(0) := 0 erfillt (P1), (P2), (P4) und (P5), aber nicht
(P3).

d) Das System ({0,{0}},5,0) mit S(0) = S({0}) := {0} erfiillt (P1), (P2), (P3) und
(P5), aber nicht (P4), da S nicht injektiv ist.

e) Sei (D, S, d) ein beliebiges Peano-System und = ¢ D. (Ein solches x muss es geben,
denn sonst wire D die Allmenge.) Setze D* := D U {z} und definiere

S*: D" — D", n— {S(n), neb

T, n=uzx.
Das System (D*, S*,d) erfiillt (P1)—(P4), aber nicht (P5). Fiir D gilt ndmlich D C D*
sowie

de Dund (ne€ D = S*(n) = S(n) € D),

aber es gilt D # D*.

Es ist klar, dass die Systeme aus a), b), ¢) und d) nicht als Modelle der natiirlichen
Zahlen in Frage kommen. Wiirde man ein System wie (D*, S*, d) aus e) als Modell der
natiirlichen Zahlen wéhlen, dann erhielte man durch wiederholtes Nachfolger-Bilden
nicht die ganze Menge D*, was ebenfalls der Vorstellung von den natiirlichen Zahlen
widerspricht. Dies zeigt, dass alle fiinf Peano-Axiome zur Beschreibung eines verniinf-
tigen Modells der natiirlichen Zahlen notwendig sind.
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2.3 Endliche und unendliche Mengen

Fiir n € Ny heifst
A, = {/{5 GNO;]{? <n}

das n-te Anfangsstiick von Ny.

Bemerkung 2.29. Nach Lemma 2.21(i),(xiii) gilt Ag =0 =0 und A,,; = A, U {n},
d.h. A; = {0}, Ay = {0,1}, A3 = {0, 1,2}, usw. Benutzt man das Standardmodell der
natiirlichen Zahlen aus Abschnitt (1.3, dann gilt sogar A,, = n (Beweis durch Induktion).

Lemma 2.30. Fiir m,n € Ny ¢ilt
(i) m<n <= A, CA,
(ii)) m=n < A, =A,,

(i) Ap C ALV A, C A,

Beweis. (i) Ist m < n, dann folgt A,, C A, aus der Transitivitdt von <. Sei jetzt
umgekehrt A,, C A,. Fiir m = 0 ist wegen Lemma 2.21(i) nichts mehr zu zeigen.
Anderenfalls existiert ein m’ € Ny mit m’+1 =m, d.h. m’ <m und m’ € A,,. Wegen
A C A, ist auch m’ € A,,, d.h. m’ < n. Nach Lemma 2.21(vii) ist dies dquivalent zu
m' +1 <mn, also m <n.

(i) Die Richtung = ist klar. Fiir die Umkehrung erhélt man aus A, = A, mit (i) die
Ungleichungen m < n und m > m. Die Behauptung folgt jetzt aus Satz 2.22(ii).

(iii) folgt aus (i) und Satz 2.22(iii). O

Die Anfangsstiicke werden uns als Vergleichsmengen zur Bestimmung der Anzahl
der Elemente einer endlichen Menge dienen. Bevor wir aber endlich und Anzahl der
Elemente einer Menge iberhaupt definieren kénnen, benotigen wir noch einige weitere
Eigenschaften der Anfangsstiicke.

Lemma 2.31. Sein € Ny und ¢: A, — A, injektiv, dann ist ¢ auch surjektiv.

Beweis. Wir machen eine Induktion nach n. Fiir den Induktionsanfang n = 0 hat man
dabei nur zu beachten, dass Ag = () ist, und dass ¢ = () die einzige Abbildung von
() — 0 ist. () ist aber als Abbildung sowohl injektiv als auch surjektiv.

n—n+1: Sei p: A,11 — A, injektiv. Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Fall p(A,) C A,: Die Funktion ¢|4,: A, — A, ist als Restriktion einer injektiven
Abbildung ebenfalls injektiv und nach Induktionsvoraussetzung auch surjektiv. Da ¢
injektiv ist, muss ¢(n) = n sein. Also gilt nach Lemma [1.31(iv) ¢(A,11) = ¢(4,) U
e({n}) = la, (A) Up({n}) = A, U {n} = A, 11, d. h. ¢ ist surjektiv.

2. Fall o(m) = n fir ein m € A,: Weil ¢ injektiv ist, folgt ¢(k) # n und somit
o(k) € A, fir alle k € A, 11, k # m. Setzt man nun

p(k), k#m

¥ fn = A B {90<n)7 k=m,
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dann ist v injektiv und nach Induktionsvoraussetzung surjektiv. Nach Definition von
1 ist deshalb A,, = 1(A,) C ¢(A,11) und wegen p(m) = n gilt sogar A,+1 C ©(Ant1).
Dies bedeutet aber, dass ¢ surjektiv ist. Il

Zur Erinnerung (vgl. Definition [1.69): Zwei Mengen X und Y heifen gleich méchtig
(Schreibweise X ~ Y oder X ~ Y), wenn eine bijektive Abbildung von X auf Y
existiert. Ein Menge Y heift mindestens so méchtig wie eine Menge X (Schreibweise
X XY oder Y > X), wenn eine bijektive Abbildung von X auf eine Teilmenge von Y’
existiert, d. h. wenn eine injektive Abbildung von X nach Y existiert. Man sagt auch
,,Y ist méchtiger als X* oder ,,X ist weniger méchtig als Y.

Bemerkung 2.32. Ist X C Y, dann gilt offensichtlich auch X <Y, denn die Inklu-
sionsabbildung Idx: X — Y ist eine geeignete injektive Abbildung von X nach Y.
Ebenso folgt aus X = Y die Gleich-Méchtigkeit von X und Y, also X ~ Y, wobei
man die Identitdt auf X als Bijektion wéhlen kann. Die Umkehrungen dieser Aussagen
gelten allerdings nicht, wie man sich an einfachen Beispielen klar machen kann.

Die wesentlichen Eigenschaften der Anfangsstiicke A,, sind im folgenden Satz zu-
sammengefasst.

Satz 2.33. Fir m,n € Ny gilt
(i) m<n <= A, CA, < A, <A,
(ii)) m=n <= A,=A4, < A, ~A,.

Beweis. (i) Es ist nur noch A,, C A, <= A,, = A, zu zeigen, der Rest folgt aus
Lemma 2.30/ und Bemerkung 2.32. Sei deshalb A,, < A, und ¢: A,, — A, injektiv.
Nehmen wir jetzt A, ¢ A, an, dann folgt aus Lemma 2.30(iii) A, ;Cé A,, und mit der
Inklusion I4,: A, — A,, erhalten wir eine injektive Abbildung (14, o ¢): A, — A,
die nach Lemma 2.31 auch surjektiv ist. Dies ist aber ein Widerspruch wegen

Ap = (Ia, 0 0)(Am) = 0(An) C Ay G Ap.

(ii) Auch hier ist nur noch A,, = A, <= A,, ~ A, zu zeigen. Das folgt aber aus (i),
da A,, ~ A, sowohl A,, < A, als auch A, < A, impliziert. O

Folgerung 2.34. Ist M ~ A,, und M ~ A, fir m,n € Ny, dann ist m = n.

Beweis. Sind ¢: M — A,, und ¢: M — A, beide bijektiv, dann ist op~1: A, — A,
ebenfalls bijektiv und nach Satz 2.33(ii) ist m = n. O

Definition 2.35. a) Eine Menge M heifst endlich, wenn es ein n € Ny gibt mit M ~ A,,.
Man nennt die eindeutig bestimmte Zahl n die Anzahl der Elemente von M oder die
Méchtigkeit (Kardinalitét) von M und schreibt |M| = n, §M = n oder card M = n.

b) Eine Menge X, die nicht endlich ist, heifst unendlich (| X| = oo, $X = oo oder
card M = o00).

In der Literatur sind verschiedene Definitionen von endlich und unendlich gebréauch-
lich. Wir wollen im Folgenden zeigen, dass die wichtigsten dieser Definitionen zu unse-
ren dquivalent sind.
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Folgerung 2.36. a) Die Anfangsstiicke A, sind fiir jedes n € Ny endlich mit $A,, = n.
Insbesondere ist die leere Menge ) = Ao endlich mit £ = 0.

b) Ist M eine endliche Menge mit M = n und ist x ¢ M, dann ist M U {zx} ebenfalls
endlich mit (M U{z}) =n+ 1.

Beweis. Teil a) ist unmittelbar klar. In Teil b) existiert nach Voraussetzung eine bijek-
tive Abbildung ¢: M — A,,. Setzt man jetzt M* := M U {z} und definiert

ok), ke M

O M — Ay, (k) = { B
n, k=x,

dann ist ¢* bijektiv und damit ist die Aussage ist bewiesen. Il

Lemma 2.37. a) Ist M endlich, dann ist jede injektive Abbildung : M — M auch
surjektiv.

b) Existiert zu einer Menge X eine Abbildung vv: X — X, die injektiv aber nicht
surjektiv ist, dann ist X unendlich.

Beweis. a) Da M endlich ist, gibt es ein n € Ny und eine bijektive Abbildung ¢: M —
A,. Ist nun ¢: M — M eine beliebige injektive Abbildung, dann ist popop=t: A, —
A,, injektiv und nach Lemma 2.31 auch surjektiv. Folglich ist auch ) = o=t o (po o
o~ 1) o  surjektiv.

b) Diese Aussage ist logisch dquivalent zu der von Teila. Beachte A = B ist genau
dann wahr, wenn =B = —A wahr ist. O

Wir werden jetzt die unendlichen Mengen etwas genauer untersuchen. Aus Lem-
ma 2.37b folgt unmittelbar, dass Ny eine unendliche Menge ist, denn die Nachfol-
gerfunktion ST ist eine injektive, aber nicht surjektive Funktion von Ny in sich. Das
folgende Lemma ist das Kernstiick des gesamten Abschnitts. Es sagt aus, dass Ny in
einem gewissen Sinn die ,kleinste” unendliche Menge ist.

Lemma 2.38. Ist X eine unendliche Menge, dann gilt Ny < X.

Beweis. Wir miissen eine injektive Abbildung von Ny nach X, also eine injektive Folge
(Zn)nen, in X finden.

Beweisidee. Wahle xqg € X beliebig. Sind nun zg,zq,...,z,_1 schon paarweise ver-
schieden gewéhlt, dann setze U, := {xg, x1,..., 2T, 1} und wéhle z, € X \ U, beliebig.
Dieses Verfahren kann man unendlich oft durchfiihren, da X eine unendliche Menge
ist und deshalb die ,Restmenge* X \ U,, # 0 ist. Die so erhaltene Folge (,)nen, ist die
gesuchte injektive Abbildung von Ny € X.

Diese Beweisidee muss in zweierlei Hinsicht noch prézisiert werden. Zum einen wird
hier die intuitive Vorstellung einer unendlichen Menge benutzt, dass nach dem Weg-
nehmen endlich vieler Elemente in der Restmenge immer noch Elemente iibrig bleiben.
Zum anderen ist die Vorschrift ,n — beliebiges Element aus X \ U, keine exakte De-
finition einer Abbildung.

Exakter Beweis. Sel
¢ :={F C X; F endlich}.



44 KAPITEL 2. DIE NATURLICHEN ZAHLEN

Speziell gilt ) € € und X ¢ €. Wegen X \ £ =( <= X = E ist deshalb X \ E # 0
fir alle £ € €. (Dieses Argument ist rein mengentheoretisch und benutzt nicht die
intuitive Vorstellung von endlich und unendlich.)

Sei jetzt ¢: P(X)\ 0 — X eine Auswahlfunktion fiir X, d.h. es gilt (M) €
M fiir alle M C X, M # () (vgl. Abschnitt 1.4, ,, Aquivalente Formulierungen des
Auswahlaxioms d)“ und Bemerkung [1.49). Wir definieren eine Funktion

g:¢—¢ E—EFEU{YX\E)},

die jeder Menge ' € € ein noch nicht zu E gehorendes Element hinzufiigt. Man beachte,
dass EU{¢(X \ £} nach Folgerung 2.36b wieder eine endliche Teilmenge von X, also
ein Element von € ist. Als nichstes konstruieren wir mit Hilfe des Rekursionstheorems
eine Folge (U, )nen, durch

(2.14) Up:=0, Upy1:=9U,) =U,U{p(X\U,)} (neNy).
Die Folge (Up)nen, ist monoton wachsend, d. h.

(2.15) m<n = U, CU, (m,n € Np).

Die gesuchte Folge (x,,)nen, in X ist nun gegeben durch

(2.16) Ty = P(X \ Up) (n € Np).

Vergleicht man (2.14) mit (2.16), dann sieht man, dass x, genau das Element von X
ist, das beim Ubergang von U, zu U,; hinzugefiigt wird. Wir miissen noch zeigen,
dass die Folge (x,,)nen, injektiv ist. Seien dazu m,n € Ny mit m # n, 0.B.d. A. m < n,
also m + 1 < n. Nun ist einmal z,, = (X \ U,) € X \ Uy, also z,, ¢ U,,. Andererseits
gilt nach Definition der Folge (U, )nen, und (2.15)

Ty =YX \Up) € Up, U{H(X \ Up)} = Upy1 C U,
Damit muss x,, # x, sein, d.h. (x,)nen, ist eine injektive Folge. ]

Die angestrebten dquivalenten Charakterisierungen von unendlich ist im folgenden
Satz enthalten.

Satz 2.39. Fiir eine Menge X sind dquivalent:

(i) X ist unendlich, d.h. es gilt X ¢ A, fir alle n € Ny.

(i) No=<X.

(1) Es existiert eine surjektive Abbildung x: X — Nj.

(iv)  FEs existiert eine injektive Abbildung ¢: X — X, die nicht surjektiv ist.

Beweis. (ii) <= (iii) ist die Aussage von Lemma [1.71. Die iibrigen Aquivalenzen
beweisen wir durch einen Ringschluss. (i) = (ii) gilt nach Lemma 2.38. Ist nun (ii)
erfiillt, dann existieren eine Menge Xy C X und eine bijektive Abbildung ¢: Ny — X,.
Mit der Nachfolgerfunktion S*: Ny — Ny definieren wir nun eine Abbildung

Y=o ST oy Xy — Xy,
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die als Zusammensetzung injektiver Abbildungen ebenfalls injektiv ist. 1)* ist aber nicht
surjektiv, denn natiirlich ist ¢(0) € Xy, aber wegen der Injektivitdt von ¢ und (P3)
ist ¥(0) ¢ ¥*(Xo). Wir setzen jetzt noch * zu einer Abbildung ¢ von X in sich fort

durch

v*(x), x€ Xy
: X X =
P X=X, plw) {% r € X\ X

Man sieht leicht, dass ¢ ebenfalls injektiv, aber nicht surjektiv ist, womit auch die
Implikation (ii) == (iv) bewiesen ist. Der letzte Schritt (iv) = (i) folgt schlieflich
noch aus Lemma 2.37. O]

Durch logische Negation erhdlt man hieraus entsprechende Charakterisierungen
endlicher Mengen.
Satz 2.40. Fir eine Menge M sind dquivalent:
(i) X ist endlich, d.h. es existiert ein n € Ng mit M ~ A,,.

(i)  Es existiert keine injektive Abbildung ¢: No — M.
(i1i) FEs existiert keine surjektive Abbildung x: M — Ny.
(iv) Jede injektive Abbildung v: M — M ist auch surjektiv.

Jede der vier Aussagen von Satz 2.39 kann man als Definition von unendlich be-
nutzen und ebenso kann man die Aussagen von Satz 2.40) als Definition von endlich
benutzen. Der Beweis, dass diese Aussagen dquivalent sind, hdngt ganz entscheidend
vom Auswahlaxiom ab, das wir im Beweis von Lemma 2.38 benutzt haben. Man kann
in der Tat zeigen, dass ohne das Auswahlaxiom diese Aussagen nicht mehr dquivalent
sind.

Die folgenden Eigenschaften, die der anschaulichen Vorstellung endlicher bzw. un-
endlicher Mengen entsprechen, lassen sich jetzt sehr leicht beweisen.

Folgerung 2.41. a) Sei X eine unendliche Menge, Y eine beliebige Menge.
(1) IstY D X, dann ist Y unendlich.

(i)  Existiert eine injektive Abbildung ¢: X — Y, dann ist Y unendlich.
(i1i)  Existiert eine surjektive Abbildung 1:Y — X, dann ist Y unendlich.

b) Ist M eine endliche Menge und N C M, dann ist auch N endlich mit fN < M.

c) Sind M, N endliche Mengen, dann ist auch M UN endlich und es gilt §{(M UN) =
M+ EN — (M N N).

d) Ist M endlich, N beliebig, dann ist M\ N endlich und (M \ N) = {M —4(M N N).

Beweis. a) (i) Da X unendlich ist, existiert eine injektive Abbildung x : Ny — X.
Definiert man ¢: Ny — Y durch ¢(n) := x(n), n € Ny, dann ist ¢» ebenfalls injektiv
und Y ist unendlich.

a) (ii) Mit der Funktion y aus dem Beweis von (i) setze y; := poy. Dann ist x;: Ny —
Y injektiv und Y ist unendlich.
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a) (iii) Setze x; := x o1, wobei y: X — Ny die surjektive Funktion aus Satz 2.39(iii)
ist, dann ist y;: Y — Ny surjektiv und Y ist nach Satz 2.39 unendlich.

b) Wére N unendlich, dann miisste nach Teil a auch M unendlich sein. Ist nun {M = m
und fN = n, dann existieren bijektive Abbildungen y;: M — A,, und xo: N —
A,. Mit der Inklusionsabbildung Idy: N — M erhilt man mittels y;0 Idy oy, ' eine
injektive Abbildung von A,, nach A,,, d.h. A,, < A,,, und mit Satz 2.33(i) folgt n < m.

Rest Ubung. n
In Lemma 2.38 oder Satz 2.39 haben wir gesehen, dass jede unendliche Menge

mindestens so machtig wie Ny ist. Wir wollen jetzt noch die Mengen untersuchen, die
genau so machtig oder weniger méchtig wie Ny sind.

Definition 2.42. Eine Menge A mit A < Ny heifst abzahlbar.
Folgerung 2.43. Jede endliche Menge ist abzdihlbar.

Beweis. Ist A endlich, dann existiert ein eindeutiges n € Ny und eine bijektive Abbil-
dung ¢: A — A,. Damit ist aber ¢ eine bijektive Abbildung von A auf eine Teilmenge
von No, d.h. A '_< No. ]

Abzahlbare Mengen konnen endlich oder unendlich sein. Eine abzéhlbare Menge,
die unendlich ist, nennt man auch abzahlbar unendlich.

Folgerung 2.44. Fine Menge A ist genau dann abzdihlbar unendlich, wenn A ~ Ny.

Beweis. Ist A abzahlbar unendlich, dann gilt A < Ny, weil A abzéhlbar ist, und es
gilt A = Ny, weil A unendlich ist (Satz 2.39). Nach dem Satz von Schroder-Bernstein
(Satz [1.73) ist deshalb A ~ Ny. Umgekehrt folgt aus A ~ Ny sowohl A < Ny, d.h. A
ist abzéahlbar, als auch A = Ny, d.h. A ist unendlich. O]

Folgerung 2.45. Die Menge Ny ist abzahlbar unendlich.

Satz 2.46. a) Die Vereinigung zweier abzihlbarer Mengen ist abzdhlbar.

b) No x Ny ist abzihlbar, und allgemeiner ist das kartesische Produkt zweier abzihlbarer
Mengen abzdahlbar.

¢) Ist (My)nen, eine Folge abzihlbarer Mengen, dann ist \J,—, M, abzihlbar.

Man sollte aber nicht auf die Idee kommen, dass alle Mengen abzéhlbar sind, z. B.
gilt nach dem Satz von Cantor (Satz [1.75)

Lemma 2.47. P(Ny) ist dberabzihlbar, d. h. Ny < P(Np).

2.4 Teilbarkeit

Definition 2.48. Seien m,n € N. Man nennt m einen Teiler von n und schreibt m | n,
wenn ein x € N mit max = n existiert. Andernfalls ist m kein Teiler von n und man
schreibt m { n.
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Bemerkung 2.49. Wir untersuchen hier die Teilbarkeit nur auf N, obwohl sich eini-
ge Resultate auch auf Ny beweisen lassen. Im Rahmen der Teilbarkeitstheorie auf der
Menge der ganzen Zahlen im néchsten Kapitel werden wir dann die Null miteinbezie-
hen.

Bemerkung 2.50. Aus mz = n und my = n fir z,y € N folgt * = y mit der
Kiirzungsregel aus Satz 2.16. Also ist € N in Definition 2.48| eindeutig bestimmt. Wir
kénnen deshalb in diesem Fall die Division durch n : m := = definieren. Man beachte,
dass die Division wie schon die Subtraktion keine innere Verkniipfung auf N ist.
Lemma 2.51. Fir alle k,m,n € N gilt:

(i) 1|n undn |n,

(ii))  k|mAm|n = k|n (Transitivitat),

(ici) m|n = m<n,

(iv) m|nAn|m = m=n,

(v) m|n < mk|nk,

(vi)  m|n = m|nk,

(vii) k|mAk|n = k|(m-+n),

(viii) k|mAk|nAm>n = k| (m—n).

Beweis. Ohne es im einzelnen zu erwiahnen, benutzen wir in diesem Beweis immer
wieder die Halbgruppeneigenschaften aus Satz 2.16.

(i) In=nl =n.

(ii) kz = m und my = n impliziert k(zy) = (kz)y = my = n.

(iii) Aus m | n folgt mz = n mit « € N. Im Fall m # n hat man = # 1, also z = 2’ + 1
fiir ein 2’ € N, und somit ma’ +m =n, d.h. m < n.

(iv) Aus (iii) folgt m < mn und n < m, also m = n nach Satz 2.22(ii).

(v) mz = n fihrt zu (mk)z = nk, also mk | nk. Umgekehrt folgt aus (mk)z = (max)k =
nk mit der Kiirzungsregel mx = n, also m | n.

(vi) mz = n impliziert m(xk) = nk.
(vii) kx = m und ky = n implizieren k(z + y) = kx + ky = m + n.

(viii) kx = m und ky = n und m > n fihren zu kz > ky, also zu * > y nach
Satz 2.24(iv). Demnach existiert z = x — y € N (vgl. Bemerkung 2.20b). Nun gilt

kz+n=kz+ky==k(z+y) =kx=m,
also kz =m —mn, bzazw. k| (m —n). O

Wir kommen nun zu den Grundbausteinen der multiplikativen Struktur der natiir-
lichen Zahlen, den so genannten Primzahlen.
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Definition 2.52. Eine natiirliche Zahl p € N, p # 1, heift Primzahl, wenn p nur 1
und p als Teiler hat. Die Menge aller Primzahlen wird mit P bezeichnet.

Man kann Definition 2.52 auch so formulieren: Ist p # 1 mit p = rs fiir r,s € N,
dann folgt » = 1 oder s = 1. In der Algebra nennt man Elemente mit dieser Eigenschaft
irreduzibel. Denn Zusammenhang mit den Primelementen der Algebra werden wir in
Lemma 2.55 kennen lernen.

Lemma 2.53. Firn e N, n#1, sei
M ={meN;m|n undm # 1}.

Dann ist M # () und das erste Element q von M ist eine Primzahl, die n teilt. ¢ heifit
kleinster Primteiler von n.

Beweis. Wegen n € M gilt M # (), so dass das erste Element g von M nach Satz2.26c)
existiert. Wére ¢ keine Primzahl, so wiirde ein s € N mit s | g und s # 1, s # ¢
existieren. Damit gilt aber mit Lemma 2.51(ii) s | n, also s € M. Aus Lemma 2.51(iii)
folgt aber andererseits s < g im Widerspruch zur Wahl von g¢. O]

Damit kommen wir zu dem wichtigen
Satz 2.54 (Satz von Euklid). Die Menge P aller Primzahlen ist unendlich.

Beweis. py = 2 ist eine Primzahl, denn ¢ | 2 impliziert 1 < ¢ < 2, also ¢ = 1 oder
g = 2. Es gilt also P # (). Wenn wir annehmen, dass P endlich ist, dann existieren
ein n € Ny und ein bijektive Abbildung ¢: A,11 — P. Setzt man nun ¢(j) = p; fir
7=0,1,...,nund m := popy - - - pp + 1, dann ist m € N und m > 1. Ist ¢ der kleinste
Primteiler von m nach Lemma 2.53, dann ist ¢ € P = ¢(A4,41) = {po,p1, ..., pn} und
es folgt q | (pop1 -+ Pn). Aus ¢ | m und ¢ | (pop1 - - - pn) und m > pop; - - - p, erhdlt man
nun mit Lemma 2.51(viii) ¢ | (m — pop1 -+ - pn), also ¢ | 1. Dies bedeutet ¢ = 1 und ist
ein Widerspruch zu g € P. Il

Euklid (von Alexandria)
geb. ca. 325 v. C.
gest. ca. 265 v.C. in Alexandria
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Eine Verscharfung des Satzes von Euklid ist der Primzahlsatz der analytischen Zah-
lentheorie, unabhéngig von J. Hadamard und C. de La Vallée Poussin 1896 bewiesen:

N ) ™
WN::ﬁ{pGIP’;pSN}zlog—N, d.h. ]&%thl

-

Jacques Salomon Hadamard Charles-Jean Baron de la Vallée Poussin

geb. 8.12.1865 in Versailles geb. 14.8.1866 in Lowen
gest. 17.10.1963 in Paris gest. 2.3.1962 in Lowen

Als néchstes beweisen wir, dass in unserem Rahmen die Begriffe irreduzibel und
Primelement dquivalent sind.

Lemma 2.55. Fine Zahl p € N, p # 1, ist genau dann eine Primzahl, wenn fir alle
m,n € N mit p | (mn) gilt
plm oder p|n.

Beweis. <=: Sei p = rs. Wir miissen zeigen, dass r = 1 oder s = 1 gilt. Da die
Darstellung p = rs insbesondere p | rs impliziert, erhalten wir aus der Voraussetzung
p | r oder p | s. Gelte 0.B.d. A. p | s, dann hat s die Darstellung s = pl mit einen
[ € N und es gilt p = rpl. Die Kiirzungsregel liefert nun 1 = 7/, d.h. r | 1, und mit
Lemma [2.51((iii) folgt dann r = 1.

=—>: Wir nehmen an, dass die Aussage falsch ist. Sei p die kleinste Primzahl, fiir die
Aussage falsch ist, d.h. es existieren m,n € N mit p | mn, aber p f m und p { n.
Eine solche kleinste Primzahl existiert nach Satz 2.26c. Ebenso konnen wir k£ := mn
minimal mit dieser Eigenschaft wihlen. Wegen p | mn existiert ein [ € N mit

(2.17) Ip = mn.

Wir iiberspringen jetzt zunéchst einige technische Details und nehmen an, dass es einen
gemeinsamen Teiler ¢ # 1 von [ und einem der Faktoren m und n gibt.

Sei also ¢ # 1 ein gemeinsamer Teiler von [ und o.B.d. A. von m, also [ = ql’,
m = gm'. Aus (2.17) folgt ¢l'p = gm'n und mit der Kiirzungsregel I'p = m'n, d.h.
p | m'n. Wegen m’ < m gilt m'n < mn (beachte Lemma 2.51(iii) und Satz 2.24(iv))
und aus der Minimalitidt vom k = mn folgt p | m’ oder p | n. Da n gerade so gewé&hlt
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wurde, dass p 1 n gilt, haben wir also p | m/. Dies ist aber ein Widerspruch zur Wahl
von m, denn aus p | m’ folgt mit Lemma 2.51(vi) p | ¢gm/, d.h. p | m.

Um den Beweis zu vervollstiandigen, miissen wir jetzt noch einen gemeinsamen
Teiler ¢ # 1 von [ und m oder n finden. Dazu zeigen wir zunéchst

(2.18) l<m<p und 1<n<np.

Zunéachst gilt 1 < m < p, denn aus m = 1 oder m = p folgt m | p im Widerspruch
zur Wahl von m. Aus m > p folgt aber p | (m — p)n = mn — pn (Lemma 2.51((viii)).
Wegen der Minimalitdt von & = mn und p 1 n gilt deshalb p | (m — p) und weiter
p | (m — p) + p = m. Dies ist aber ein Widerspruch zur Wahl von m und somit ist
die Annahme m > p ebenfalls falsch. Damit sind die linken Ungleichungen in (2.18)
bewiesen, die rechten beweist man analog.

Da p eine Primzahl ist, muss in (2.17) [ # 1 gelten. Sei ¢ der kleinste Primteiler
von | geméf Lemma 2.53. Wegen (2.18) gilt Ip = mn < pp, also 1 < ¢ <1 <p
nach Lemma 2.51(iii) und Satz 2.24(iv). Aus ¢ | [ folgt ¢ | Ip = mn und wegen der
Minimalitét von p schlieklich ¢ | m oder ¢ | n. Damit ist ¢ der gesuchte Teiler von [
und m oder n gefunden, und wegen ¢ € P gilt aufserdem ¢ # 1. O]

Folgerung 2.56. a) Sind p € P, ng,nq,...,n, € N fir ein m € N mit

b | (nonl e 'nm),

dann teilt p mindestens einen der Faktoren ng,ni,...,Npy,.

b) Sind q,po,p1, .., pm € P fiir ein m € N, dann gilt

q | (pop1 - pm)
dann und nur dann, wenn q = p; fir ein j € {0,1,...,m}.
Beweis. a) Mit Lemma 2.55 durch vollstédndige Induktion tiber m.

b) Aus q | (pops - - - pm) folgt mit Teil a zunéchst ¢ | p; fiir ein j € {0,1,...,m} und da
p; eine Primzahl ist, muss ¢ = 1 oder ¢ = p; gelten, wobei der erste Fall wegen ¢ € P
ausscheidet. Die Umkehrung erhdlt man unmittelbar aus Lemma 2.51/(i), (vi). O

Bemerkung 2.57. Haufig benutzt man das Induktionsprinzip in der folgenden Form:

Ist M C Ny mit
0€ M und (k€ M fir alle k <n = n+1¢€ M), dann ist M = Ny.

Beim Induktionsschluss nimmt man also an, dass die Aussage A(k) fiir alle £ < n
richtig ist und zeigt damit die Giiltigkeit von A(n + 1).

Zum Beweis dieser Form des Induktionsprinzips nimmt man M # Ny an und be-
trachtet die Menge C' := Ny \ M. Aufgrund der Annahme M # Ny ist C' nicht leer
und besitzt nach Satz 2.26c ein erstes Element j, das wegen 0 € M nicht 0 sein kann.
Setzen wir n + 1 = 7, dann ist also £ € M fiir alle £ < n und nach Voraussetzung an
M folgt n 4+ 1 =7 € M als Widerspruch zur Definition von j.

Diese Form des Induktionsprinzips kann man ebenfalls mit einer beliebigen natiir-
lichen Zahl beginnen.
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Eine wichtige Anwendung der Teilbarkeitstheorie ist

Satz 2.58 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede natirliche Zahl n > 1 lisst
sich als endliches Produkt von Primzahlen darstellen, d.h. es gibt ein s € N sowie

Do, P1,---,Ds € P mit

(2.19) n = pop1- - Ps-
Unter der Zusatzbedingung po < p1 < ... < p, ist die Darstellung eindeutig.

Bewers. Ezistenz: Wir benutzen das Induktionsprinzip in der Form aus Bemerkung 2.57
mit dem Induktionsanfang n = 2. Da 2 eine Primzahl ist, ist in diesem Fall nichts weiter
zu beweisen. Wir machen jetzt die Induktionsannahme, dass die gesuchte Darstellung
fiir alle natiirlichen Zahlen k£ < n und ein festes n > 2 gilt, und zeigen die Giiltigkeit fiir
n—+1. Ist n+1 eine Primzahl, so sind wir fertig. Andernfalls sei g der kleinste Primteiler
von n+1, also n+1 = gm fiir ein m € N mit 1 < m < n. Nach Induktionsvoraussetzung
kann man m in der Form

m = PoP1 - Ps
darstellen mit s € N sowie pg, p1,...,ps € P. Flir n 4+ 1 ist dann

n+ 1= gpop1 - ps

die gesuchte Darstellung.

Findeutigkeit: Wir verwenden wieder eine Induktion nach n, wobei n = 2 trivial ist.
Sei jetzt die Darstellung von k € N als Primzahlprodukt eindeutig fiir £ = 2,3,...,n
und sei

n+1=popi-ps=qq- - q

mit Primzahlen p;, ¢;, die der Bedingung pp < p; < ... <psbzw. ¢o < q¢1 < ... < ¢
gentigen. Wegen po | (pop1 - - - ps) gilt natiirlich auch py | (gog1 - -+ ¢:) und mit Folge-
rung 2.56b schliefst man py = ¢; > qo fiir ein j € {0,1,...,t}. Analog erhilt man
go > po und damit py = qo.

Ist nun s = 0, dann muss auch ¢ = 0 sein, denn andernfalls erhielten wir aus

n+1l=py=po qq2-q

einen Widerspruch zu py € P. Damit ist aber n+4 1 = py die eindeutige Darstellung von
n + 1. Ebenso behandelt man den Fall ¢ = 0.
Seien jetzt s > 0 und t > 0, dann kénnen wir den Faktor py aus der Gleichung

n+1=popi-ps =Doq1" " @

herauskiirzen und erhalten
ki=pi-ps=q a
mit 1 < k& < n nach Lemma 2.51(iii). Auf k£ konnen wir jetzt die Induktionsvoraus-

setzung anwenden und erhalten s = ¢ sowie p; = ¢; fiir 1 < j < s. Damit ist die
Eindeutigkeit gezeigt. O]
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Fasst man in der Darstellung (2.19) gleiche Faktoren zu Potenzen zusammen, dann
erhéalt man die so genannte kanonische Zerlegung einer Zahl.

Folgerung 2.59. Jede natirliche Zahl n > 1 lasst sich als endliches Produkt von
Primzahlpotenzen darstellen, d.h. es gibt ein r € N sowie po,p1,...,pr € P und
Vo, U1y ..., Vp € N mit

n=pg'pitp

Unter der Zusatzbedingung py < p1 < --- < p, st die Darstellung eindeutig.



