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1. Übung zur Funktionalanalysis II
Abgabe: Freitag, 7. Mai 2004, 10.00 Uhr

Hinweise zum Übungsbetrieb Die Übungen sollen möglichst zu dritt bearbeitet werden. Ihre Lösun-
gen geben Sie jeweils bis zum auf dem Übungsblatt angegebenen Termin ab, entweder beim Übungs-
leiter oder in den Übungskasten vor dem Sekretariat des Lehrstuhls (Raum 155 im Hauptgebäude).

Zum Erwerb eines Übungsscheins bzw. eines qualifizierten Studiennachweises müssen 50% der Ge-
samtpunktzahl erreicht werden. Wer mindestens einmal die Lösung einer Aufgabe vorrechnet, muss
nur 40% der Gesamtpunktzahl erreichen.

Die Übungsblätter und weiteres Material zur Vorlesung sind auch im Internet erhältlich unter
http://www.mathA.rwth-aachen.de/lehre/ss04/funktionalanalysis2/

Aufgabe 1 (1+1 Punkte)
SeiE ein Vektorraum über dem KörperK undA⊂ E. Zeigen Sie:

a) Im Allgemeinen ist 2A 6= A+A.

b) Für beliebigeλ,µ ∈K gilt (λ+ µ)A⊂ λA+ µA.

Aufgabe 2 (1+3 Punkte)
SeiE ein Vektorraum überK undA⊂ E. Beweisen Sie:

a) A ist genau dann konvex, wennλx+ µy ∈ A für alle x,y ∈ A und alleλ,µ ∈ K mit λ,µ ≥ 0 und
λ+ µ = 1.

b) (Lemma I.1)A ist genau dann absolut konvex, wennλx+ µy∈ A für allex,y∈ A und alleλ,µ ∈K
mit |λ|+ |µ| ≤ 1.

Aufgabe 3 (2 Punkte)
Beweisen Sie, dass beliebige Durchschnitte und Vereinigungen kreisförmiger Mengen wieder kreisför-
mig sind.

Aufgabe 4 (4+1+1+1+4+1+2 Punkte)
Beweisen Sie Lemma I.3 der Vorlesung:
SeiE ein Vektorraum überK undA⊂ E, dann gilt:

a) Für die konvexe Hülle conv(A) gilt

conv(A) =

{
n

∑
i=1

λixi ; λi ∈K, λi ≥ 0,
n

∑
i=1

λi = 1, xi ∈ A für 1≤ i ≤ n, n∈ N

}
.

b) conv(A) ist konvex.
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c) Für die absolut konvexe HülleΓ(A) gilt

Γ(A) =

{
n

∑
i=1

λixi ; λi ∈K,
n

∑
i=1
|λi | ≤ 1, xi ∈ A für 1≤ i ≤ n, n∈ N

}
.

d) Γ(A) ist absolut konvex.

e) Definiert man diekreisförmige HüllevonA als die Menge{λx; x∈A, λ∈K, |λ| ≤ 1}, so gilt:Γ(A)
ist die konvexe Hülle der kreisförmigen Hülle vonA, aber die kreisförmige Hülle der konvexen
Hülle vonA ist i. A. nicht konvex.

f) Ist A kreisförmig, so gilt:Γ(A) = conv(A).

g) WennA,B⊂ E absolut konvex sind, dann auchA+B undλA für beliebigeλ ∈K.

Aufgabe 5 (3+2 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass Obermengen, endliche Durchschnitte und beliebige Vereinigungen absorbierender
Mengen wieder absorbierend sind.

b) Zeigen oder widerlegen Sie: Beliebige Durchschnitte von absorbierenden Mengen sind absorbie-
rend.

Aufgabe 6 (1+1+1 Punkte)
SeiE ein Vektorraum überK undA⊂ E nichtleer und kreisförmig. Zeigen Sie:

a) A enthält das Nullelement und ist symmetrisch, d. h. mitx∈ A gilt auch−x∈ A.

b) Sindλ,µ ∈K mit |λ| ≤ |µ|, so giltλA⊂ µA.

c) Wenn zu jedemx∈ E einλ 6= 0 mit x∈ λA existiert, dann istA absorbierend.

Aufgabe 7 (3 Punkte)
Beweisen Sie Lemma I.4 der Vorlesung:
SeiA eine absolut konvexe Teilmenge eines VektorraumesE. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(i) A ist absorbierend.

(ii) A spanntE auf.

(iii) Es giltE =
⋃
λ>0

λA.

(iv) Es giltE =
⋃

n∈N
nA.



Aufgabe 8 (3+4 Punkte)
Zeigen Sie:

a) Ist d eine Metrik aufE undd∗ durch

d∗(x,y) := min{d(x,y), 1} für allex,y∈ E

definiert, dann istd∗ eine zud äquivalente Metrik aufE.

b) Wennd1 undd2 Metriken aufE sind und Konstantenm,M > 0 existieren, so dass

md1(x,y)≤ d2(x,y)≤Md1(x,y) für allex,y∈ E,

dann sindd1 undd2 äquivalent. Die Umkehrung gilt i. A. nicht.

Aufgabe 9 (4 Punkte)
Seiend1 undd2 Metriken auf einer MengeE. Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen:

(i) d1 undd2 sind äquivalent.

(ii) Für jede Folge(xn)n≥1 in E und jedesx∈ E gilt:

lim
n→∞

d1(xn,x) = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

d2(xn,x) = 0.


