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Aufgabe 1 (3 Punkte)
Sei E ein topologischer Vektorraum unfie E*, f # 0. Zeigen Sie, das$ offen ist, d. h. fur alle
offenen Menge\ C E ist f(A) ebenfalls offen. (vgl. Lemma 11.10)

Aufgabe 2 (7 Punkte)
SeiE ein lokalkonvexer RaunB C E konvex unda ¢ B. Zeigen Sie:

a) Es existiert einf € E' mit f(a) ¢ f(B). (Folgerung 11.5)
b) Ist B zusatzlich kreisformig, so existiert eihe E’ mit |f(x)| < 1 fur allex € B und f(a) > 1.
(Folgerung 11.6)

Aufgabe 3 (2 Punkte)
SeiE ein lokalkonvexer Raum Ubé&k, A, B C E konvex und disjunktA offen. Zeigen Sie: Es existieren
ein f € E’ und eina € R, so dasd (x) > « fir allex e Aund f (x) < « fir allex € B. (Folgerung 11.7)

Aufgabe 4 (5 Punkte)

SeiE ein lokalkonvexer Raum Ubé&, f ein lineares Funktional auf einem Vektorunterraihund A
eine nichtleere offene konvexe Menge IMIiN A # (), so dasd (x) > O fir allex e MNA. Zeigen Sie:
Es existiert ein lineares Funktion&l auf E, fur das gilt:

(i) f1(x) = f(x) furallex e M.
(i) fi(x) > Ofurallexe A
(vgl. Lemma 11.11)
Aufgabe 5 (6 Punkte)

Sei(F,G) ein Dualsystem und (F, G) die schwache Topologie filir. Zeigen Sie: Eine Folgé)n>1
in F konvergiert genau dann gegeim Sinne der schwachen Topologie, wenn

r]Iim (Xn,y) = (x,y) furalleye G.

Aufgabe 6 (2 Punkte)

Zeigen Sie die Umkehrung von Lemma 11.14:

Seien71,7, zwei Topologien fur einen Vektorraud, so dassE,7;) und (E,7») topologische Vek-
torraume sind. Ferner gelte fur konvexe Mendgea E, dassA genau dann abgeschlossen bezuglich
T ist, wenn sie es bezuglich ist. Dann gilt:

(E,7) = (E,T2)"
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Aufgabe 7 (9 Punkte)
Seien(F,G) ein Dualsystem undi, 7, zwei kompatible Topologien. Zeigen Sie:

a) Ist eine MengeA C F dichtin(F,77), so folgti. A. nicht, dasé dicht in (F,7) ist.

b) Ist (F,71) separabel, d. h. existiert eine abzahlbare dichte Teilmengd-y@o ist auch(F,72)
separabel.

Definition: SeienF ein Vektorraum undv;, 1 <1 < n, Vektorraume, fur dieM; N (z#i Mj) = {0}

gilt. Dann heif3t
n
E ::span{x; Xe UMi}
i=1

die algebraische direkte Sumnder M;.

Bemerkung: Fur jedesx € E existiert dann eine eindeutige Darstellung: Y11 X, X € M;, und die
Projektionenr; : E — Mi,zi“:lxi — X; sind wohldefiniert und linear.

Definition: Sei7 eine Topologie, so dask, 7) ein topologischer Vektorraum ist. Falls die Abbildung
VL Mi — E, (X1,...,X) — SiLq % ein Isomorphismus ist (d. hy ist bijektiv und sowohly als
auchy ! sind linear und stetig), so heiBtdie opologischgdirekte Summeon {M;; 1 <i < n}.
SchreibweiseE =M1 @ - -- ® M.

Aufgabe 8 (5 Punkte)
Seien(E, 7) ein topologischer Vektorraum ufdV;; 1 <i < n} derart, das& die algebraische direkte
Summe deb; ist. Zeigen Sie:

a) Die Projektionemnr; sind offene Abbildungen, d. h. Bilder offener Mengen sind offen.

b) E ist genau dann topologische direkte Summe, wenn alle Projektigratatig sind.

Definition: Sei(E,7) ein topologischer Vektorraum urid ein Vektorraum. DeQuotientenraunist
definiert alsE/M := {x+M; x € E}.

Bemerkung: Definiert man die Topologi@ auf E~/M als die feinste Topologie, fir die die Abbildung
o:E— E/M,x»—> X+ M stetig ist, so is{E/M,T) ein topologischer Vektoraum (sieh& SAEFER,
pp. 14,20)7 heil3t dieQuotiententopologie

Aufgabe 9 (6 Punkte)
SeienE ein topologischer Vektorraum urd, N Unterrdume. Zeigen Sie:

a) E/M ist genau dann ein Hausdorffraum, wevirabgeschlossen i ist.

b) FallsE die algebraische Summe vdhundN ist, so gilt:
E = M@ N genau dann, wenn die Abbildung E/M — N, X+ M — ymity € N und(y—Xx) € M,
ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 10 (7 Punkte)

a) SeiE einn-dimensionaler Hausdorffraum tber dem KorfgerZeigen Sie, dass isomorph zukK"
ist.

b) Geben Sie ein Beispiel fur einen topologischen Vektorraum der Dimemsemm welcher nicht
isomorph zuK" ist.



Aufgabe 11 (3 Punkte)

SeienE ein lokalkonvexer Hausdorffraum ungl 1 <i < n, linear unabhéngig if. Zeigen Sie: Es
existierem Funktionalef; ¢ E’, 1< j <n, derart, dass

fj(Xi):Sij:{% :i: fr1<i,j<n.

Hinweis Verwenden Sie Aufgalje ]10.



