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Aufgabe 1: SeiX = (X,T ) ein topologischer Raum undT eine Partitionstopologie. Unter
welchen Voraussetzungen istX regulär? 5

Aufgabe 2: SeiX ein topologischer Raum. Zeigen Sie:
X ist genau dann normal, wenn es zu jeder endlichen ÜberdeckungU1, . . . ,Un von X mit
offenen Mengen stetige Abbildungenfi : X → [0,1] gibt:

(i) ∑n
i=1 fi(x) = 1 für alle x∈ X,

(ii) fi(x) = 0 ∀ x∈ CXUi , 1≤ i ≤ n. 6

Aufgabe 3*: SeiX ein normaler topologischer Raum. SeienA1, ...,An,n≥ 1, abgeschlosse-
ne Teilmengen vonX mit der Eigenschaft

n\

i=1

Ai = /0.

Zeigen Sie, dass es offene TeilmengenU1, ...,Un vonX gibt, so dass

Ai ⊂Ui für 1≤ i ≤ n und
n\

i=1

Ui = /0.
4

Aufgabe 4: SeienX ein topologischer Raum undR= (R,Tnat). X habe die Eigenschaft:

(i) Zu je zwei Punktenx,y ∈ X mit x 6= y gibt es eine stetige Funktionf : X → R mit
f (x) = 0 und f (y) = 1.

(ii) Zu jedemx ∈ X und jeder abgeschlossenen TeilmengeA⊂ X mit x 6= A gibt es eine
stetige Funktionf : X → R mit f (x) = 0 und f |A = 1.

(iii) Für je zwei abgeschlossene TeilmengenA,B⊂ X mit A∩B = /0 gibt es eine stetige
Funktion f : X → R mit f |A = 0 und f |B = 1.

Welche topologische Trennungseigenschaft folgt aus der jeweiligen Eigenschaft fürX? 5
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Aufgabe 5: (X,d) sei ein pseudometrischer Raum. Eine Folge(xn)n in X heißtCauchy–
Folge, falls gilt:

∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N ∀ m,n≥ n0 d(xm,xn) < ε .

Zeigen Sie, dass jede konvergente Folge eine Cauchy–Folge ist. 2

Aufgabe 6: Sei X 6= /0 eine Menge undT = TA := {B;B = /0 oderA⊂ B⊂ X} für eine
nicht-leere TeilmengeA vonX.

a) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Konvergenz einer
Folge(xn)n∈N in (X,T ) an und bestimmen Sie die Menge der Limiten. 4

b) Ist (X,T ) folgenbestimmt? 2
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