LEHRSTUHLA FUR MATHEMATIK Aachen, den 18.05.2004
Prof. Dr. E. Gorlich
Dipl.-Math. Andreas Hal3

5. Ubung zur Vorlesung Topologie
(Abgabe: Dienstag, 25.05.2004, bis 11.30 Uhr im Ubungskasten)

Aufgabe 1: Sei(X,7) ein topologischer Raum mi # 0. SeiZ* die Topologie auR* aus
Ubung 2, Aufgabe 3. Zeigen Sie:

a) Eine Abbildungf : R* — R ist genau dann stetig, werfiiz : R — R stetig ist und die
beiden LimitenXIirE fIr(X) bzw.xlin_1 f|r(x) existieren und mif (4-c0) bzw. f(—oo)

Ubereinstimmen.

b) Eine Abbildungf : X — R* ist genau dann stetig, wenn fir jedes R die Mengen
{xe X;f(x) >c}und{x e X; f(x) < c} offen sind.

c) Sindfj: X —R* j=1,...,n, stetig, so sind auch die durch

M(X) := 1r£ja§>§] fi(x), m(x):= 1r§nj|2n fj(x)

definierten AbbildungeM : X — R* undm: X — R* stetig.

d) Furne Z,n> 0, definiere mamy, : R — R* durchgp(X) :=x" fur x#£ 0undgp(0) :=
+o00. Welche der Abbildungeg, sind stetig? @

Aufgabe 2: Sei(X,7) ein topologischer Raum.

a) Zeigen Sie, dass Automorphismengruppen homdomorpher topologischer Raume iso-

morph sind.

b) Zeigen Sie an einem Beispiel, dass aus der Isomorphie der Automorphismengruppen
noch nicht die Homéomorphie der topologischen Raume folgt. 1

Aufgabe 3. Sei7,4 die natirliche Topologie auR.
a) Zeigen Sie, dag8 := Tpat U U(o0) mit

U(w) :={{o}U{xeR; X >n} | ne N}

Basis einer Topologi:, auf R := R U {eo} ist.

b) Welche der R&AUMER, Tnat), (R, 7o), ([0,1], Tnat) und (S', Znat) (mit der Einheits-
sphareS' := {x € R?; |x| = 1}) sind homéomorph?



Aufgabe 4*: Seif : R — R stetig bezuglich der natirlichen Topologie &uf

a) Zeigen Sief ist genau dann offen, wenhinjektiv ist.
b) Unter welchen Voraussetzungen isauch abgeschlossen, wehmwffen ist?
Aufgabe 5:

a) SeiX :=R. Bestimmen Sie die beztiglich der Menge aller monoton wachsenden Funk-
tionenf : X — (R, Zy4) initiale Topologie auiX.

b) SeiK ein Korper. Wie 1aRt sich die Zariskitopologie akif' als Initialtopologie dar-

stellen?

Aufgabe 6: Seien(X,Zx), (Y,Zy) und (Z,7z) topologische Raume sowie: X — Y und
g:Y — Z surjektive, stetige Abbildungerity sei die finale Topologie vorf : X — Y).
Beweisen Sie:

Ty ist finale Topologie vorig: Y — Z) < 7Ty ist finale Topologie vorigo f : X — Z).



