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Aufgabe 1: Sei(X,T ) ein topologischer Raum mitX 6= /0. SeiT ∗ die Topologie aufR∗ aus
Übung 2, Aufgabe 3. Zeigen Sie:

a) Eine Abbildungf :R∗→R ist genau dann stetig, wennf |R :R→R stetig ist und die
beiden Limiten lim

x→+∞
f |R(x) bzw. lim

x→−∞
f |R(x) existieren und mitf (+∞) bzw. f (−∞)

übereinstimmen.

b) Eine Abbildungf : X → R∗ ist genau dann stetig, wenn für jedesc∈ R die Mengen
{x∈ X; f (x) > c} und{x∈ X; f (x) < c} offen sind.

c) Sind f j : X → R∗, j = 1, . . . ,n, stetig, so sind auch die durch

M(x) := max
1≤ j≤n

f j(x) , m(x) := min
1≤ j≤n

f j(x)

definierten AbbildungenM : X → R∗ undm : X → R∗ stetig.

d) Fürn∈Z, n≥ 0, definiere mangn :R→R∗ durchgn(x) := x−n für x 6= 0 undgn(0) :=
+∞. Welche der Abbildungengn sind stetig? 6

Aufgabe 2: Sei(X,T ) ein topologischer Raum.

a) Zeigen Sie, dass Automorphismengruppen homöomorpher topologischer Räume iso-
morph sind. 2

b) Zeigen Sie an einem Beispiel, dass aus der Isomorphie der Automorphismengruppen
noch nicht die Homöomorphie der topologischen Räume folgt. 1

Aufgabe 3: SeiTnat die natürliche Topologie aufR.

a) Zeigen Sie, dassB := Tnat∪U(∞) mit

U(∞) := {{∞}∪{x∈ R ; |x|> n} | n∈ N}

Basis einer TopologieT∞ aufR∞ := R
·∪{∞} ist.

b) Welche der Räume(R,Tnat), (R∞,T∞), ([0,1],Tnat) und (S1,Tnat) (mit der Einheits-
sphäreS1 := {x∈ R2; |x|= 1}) sind homöomorph? 4
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Aufgabe 4*: Sei f : R→ R stetig bezüglich der natürlichen Topologie aufR.

a) Zeigen Sie:f ist genau dann offen, wennf injektiv ist. 3

b) Unter welchen Voraussetzungen istf auch abgeschlossen, wennf offen ist? 1

Aufgabe 5:

a) SeiX :=R. Bestimmen Sie die bezüglich der Menge aller monoton wachsenden Funk-
tionen f : X → (R,Tnat) initiale Topologie aufX. 3

b) SeiK ein Körper. Wie läßt sich die Zariskitopologie aufKn als Initialtopologie dar-
stellen? 3

Aufgabe 6: Seien(X,TX), (Y,TY) und (Z,TZ) topologische Räume sowief : X → Y und
g : Y → Z surjektive, stetige Abbildungen.TY sei die finale Topologie von( f : X → Y).
Beweisen Sie:

TZ ist finale Topologie von(g : Y→ Z)⇔ TZ ist finale Topologie von(g◦ f : X → Z). 4
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