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Aufgabe 1: SeiX := RN := {(xi)i∈N; xi ∈ R, i ∈ N} versehen mit der ProdukttopologieT
undY := R(N) := {(xi)i∈N ∈ X; xi = 0 für fast allei ∈ N} ⊂ X.

a) Zeigen Sie:

(i) Durch
‖x‖ := max

i∈N
|xi | (x∈Y)

wird eine Norm aufY definiert.d bzw.Td bezeichne die zugehörige Metrik bzw.
Topologie aufY×Y bzw.Y.

(ii) Durch L : Y→ R mit
Lx := ∑

i∈N
i xi (x∈Y)

wird eine unstetige Linearform aufY gegeben. 3

b) SeiTY die von(X,T ) induzierte Relativtopologie aufY. Vergleichen SieTY mit Td,
d.h. untersuchen Sie obTY ⊂ Td oderTd ⊂ TY gilt. 6

Aufgabe 2: Zeigen Sie für topologische Räume(Xi ,Ti), i ∈ I :

a) FürA⊂ X1 undB⊂ X2 gilt: int(A×B) = (intA)× (intB). 2

b) FürAi ⊂ Xi , i ∈ I gilt: ∏i∈I (intAi)⊃ int(∏i∈I Ai). 1

c) In b) gilt i.A. nicht Gleichheit. 2

Aufgabe 3: Auf (R2,Tnat) seien ÄquivalenzrelationenR1, R2 definiert durch

(i) ((x1,x2),(y1,y2)) ∈ R1 :⇐⇒ x2
1 +x2

2 = y2
1 +y2

2,

(ii) ((x1,x2),(y1,y2)) ∈ R2 :⇐⇒ (x1 = y1 = 0∧x2 = y2)∨x1 = y1 6= 0.

SeiXj := R2/Rj jeweils mit der QuotiententopologieTRj versehen.

a) Zu welchem bekannten topologischen Raum istX1 homöomorph? 2

b) Bestimmen SieX2 und zeigen Sie, dass es[x], [y] ∈ X2 mit [x] 6= [y] undU ∩V 6= /0 für
alleU ∈U([x]) und alleV ∈U([y]) gibt. 2

1



Aufgabe 4*: Auf dem topologischen UnterraumX := R3\{0} von (R3,Tnat) sei R die
Äquivalenzrelation

x∼ y :⇐⇒ Rx = Ry.

Die Äquivalenzklassen sind also genau die Geraden durch0 ohne den Nullpunkt. SeiX/R

der Quotientenraum undR2 = (R2,Tnat). Zeigen Sie, dass die Abbildung

ϕ : R2→ X/R, (x1,x2) 7→ [(x1,x2,1)]R

injektiv, stetig und offen ist. Man nenntP2 := X/Rdieprojektive Ebene. 6

Aufgabe 5: SeiA :=
(

0 1
1 0

)
∈ GL2(R) und aufR2 sei die ÄquivalenzrelationR definiert

durch
(x,y) ∈ R :⇐⇒ x = y ∨ x = Ay (x,y∈ R2).

a) Zeigen Sie, dass es eine bijektive Abbildung vonR2/Rauf die Menge der ungeordne-
ten Paare{x1,x2} mit x1,x2 ∈ R gibt. 1

b) SeiQ := {(x1,x2)t ∈ R2; x1 ≤ x2} mit der Relativtopologie von(R2,Tnat) undR2/R
mit der Quotiententopologie bezüglich(R2,Tnat) versehen. Zeigen Sie:

f : Q→ R2/R, x 7→ f (x) := [x]R

ist ein Homöomorphismus. 3
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