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11.Übung zu Dynamische Systeme und Modellierung
Abgabe: Dienstag, den 20. 1. 2004, bis 16:30 Uhr im Kasten vor Raum HG 155

Aufgabe 32 (Ljapunov) Bearbeiten Sie diese Aufgabe ohne direkte Verwendung von (2.3.33),
ben̈utzen Sie z.B. (2.3.28) und (2.3.30). Es seiϕ : Rn→R mit ϕ(x) = x2

1+ · · ·+x2
n undg : U →Rn mit

g(0) = 0 und lim
x→0

gi(x)
||x||

= 0

für alle 1≤ i ≤ n gegeben. Dabei bezeichne||x|| die Euklidische Norm undgi(x) die i-te Komponente
vong(x).

a1) Zeigen Sie:

lim
x→0

Lg(ϕ)(x)
ϕ(x)

= 0

a2) Es sei die Differentialgleichung

ẋ =


α1 −β1 0
β1 α1

...
αr −βr

0 βr αr

 ·x+g(x)

gegeben. Zeigen Sie, dass 0 asymptotisch stabil ist, falls alleαk negativ sind.

b) Es sei nun die Differentialgleichung

ẋ =


α 1 0

... ...
... 1

0 α

 ·x =: Bx

gegeben. Zeigen Sie: Istα < 0, so gibt es eine quadratische Formψ so, dass

LB(ψ)(x)≤ κ ·ψ(x)

mit einemκ < 0 ist.

Aufgabe 33 (Einzugsgebiete)Es sei ˙x = f (x) mit lokaler Lipschitzabbildungf aufU ⊂ Rn gegeben,
z∈U eine station̈arer Punkt undz asymptotisch stabil. Definiere das EinzugsgebietE(z) := {x∈U :
ω(x) = {z}}.
a) Zeigen Sie, dassE(z) offen ist.

b) Geben Sie entweder eine Gleichung ˙x = f (x) mit lokaler Lipschitzabbildungf aufR2 an, die

(i) genau zwei station̈are Punktez, w besitzt, welche asymptotisch stabil sind, so dass

(ii) f ür allex∈ R2 jeweilsω(x) = {z} oderω(x) = {w} gilt,

oder zeigen Sie, dass es keine solche Gleichung geben kann.
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Aufgabe 34 (Lorenz) Es seienσ, ρ undβ positive Parameter. Gegeben sei die Differentialgleichung

ẋ1 = σ(x2−x1)
ẋ2 = ρx1−x2−x1x3

ẋ3 =−βx3 +x1x2

a) Berechnen Sie die stationären Punkte und deren Stabilität (Hurwitz) abḧangig von den Parametern.

b) Seien nunσ = 10,ρ = 28 undβ = 8/3. Zeichnen Sie die L̈osungsbahnen für geeignete Startwerte
und l̈angere Zeit mit Maple. Der entsprechende Befehl heißt DEplot3d, Details finden Sie in der
Maple-Hilfe (zur Not naẗurlich per Mail).


