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6. Übung zu Dynamische Systeme und Modellierung
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Aufgabe 19 (Potenzen am Einheitskreis)Bezeichne mitS1 := {z∈ C : |z|= 1} den komplexen Ein-
heitskreis.

a) Für eine ganze Zahlp ≥ 2 sei f : S1 → S1 durch f (z) = zp gegeben. Erinnern Sie sich an die
Behandlung der Quadratabbildung in der Vorlesung. Wie kann man nun für p≥ 2 das Vorgehen
verallgemeinern? Gibt es eine passende Shiftabbildung wie im Spezialfallp = 2? Zeigen Sie etwa
die Existenz von periodischen Punkten zu jeder genauen Periodeq∈ N.

b) Sie kennen nun schon die Abbildungenf : S1 → S1, f (z) = z2 und g : R → R, g(z) = 4z(1− z).
Wie hängen die L̈osungen vonx(t +1) = f (x(t)) undy(t +1) = g(y(t)) zusammen? Zeigen Sie den
Zusammenhang sowohl anhand der Lösungen als auch anhand der definierenden Gleichungen.

Aufgabe 20 a) Die logistische Gleichungx(t +1) = f (x(t)) = 4x(t)(1−x(t)) für r = 4 hat L̈osungen
der Form

(
sin2(2tπα)

)
t∈N0

.

i) Findev, so dass die Omega-Limesmengeω(v) von v ein Dreierzyklus ist, d.h. dass es einz∗

gibt mit ω(v) =
{

z∗, f (z∗), f 2(z∗)
}

undz∗ 6= f (z∗) 6= f 2(z∗) 6= z∗.

ii) Sei nunv =: sin2(πα) = (sin2π∑k≥1dk2−k) mit v aus Teil i). Schreibt man

α = ∑
m≥1

(4·d3m−2 +2·d3m−1 +d3m) ·2−3m

so sieht man, dass die(d3m−2,d3m−1,d3m) Dreierbl̈ocke bilden. Setze

d̃3m−2

d̃3m−1

d̃3m




=

d3m−2

d3m−1

d3m

 falls m keine Quadratzahl ist.

6=

d3m−2

d3m−1

d3m

 , beliebig fallsm Quadratzahl ist.

Ändere also genau die Dreierblöcke zu allen Quadratzahlenm ab1 und setzẽα = ∑k≥1 d̃k2−k

sowieṽ := sin2(πα̃).
1. Istω(v)⊂ ω(ṽ)?
2. Gilt ω(v)⊃ ω(ṽ)?

b) Es sei(x(t))t∈N0 eine L̈osung einer autonomen Differenzengleichungx(t +1) = f (x(t)) mit Werten
in Rn oderCn für einn≥ 1, wobeix(0) = v. Beweisen Sie f̈ur die Omega-Limesmenge:

ω(v) =
\
t≥0

C(t) mit C(t) = { f s(v) : s≥ t}

Hinweis: Zeigen Sie:y in Rn bzw.Cn ist Häufungspunkt einer Folge( f k(v))k∈N genau dann, wenn
für alleε > 0 und alle naẗurlichent ein t∗ > t existiert, so dass|y− f t∗(v)|< ε gilt.

1Unter Beibehaltung voñdk ∈ {0,1}.
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Aufgabe 21 (Maple: Iteration der Zeltabbildung) Wir betrachten die Zeltabbildung

f (x) :=

{
2x falls x < 1/2 ,

2(1−x) falls x≥ 1/2 .

auf dem Intervall[0,1].

a) Programmieren Sie die Zeltabbildung als Prozedur (proc) in Maple, ignorieren Sie dabei den Defi-
nitionsbereich.

b) Programmieren Sie die Zeltabbildung, jedoch ohne den if-Befehl. Verwenden Sie dazu den Betrag
abs(x)=|x|.

c) Geben Sie ein Bild der Zeltabbildung aus.

d) Lassen Sie Maple den Graphen vonf 7 im Bereich[0,1] zeichnen.

e) Finden Sie mit Maple die Punkte mit genauer Periode 7 (im Intervall [0,1]).

Schicken Sie Ihr Programm bitte per E-Post an die Adresse sebastian.mayer@matha.rwth-aachen.de.

Beispielhafte Sammlung von Maple-Befehlen

> abs(x); #Gibt den Betrag|x| vonx zurück.

> apply(f,y); #Das isẗaquivalent dazu, f(y) zu schreiben.

> Funktionsname:=’f’; apply(Funktionsname, y); #Auf diese Weise kann man eine Va-
riable haben, die den Namen einer Prozedur enthält, und anhand dieses Names die
Prozedur ben̈utzen.

> plot(f,0..1); #Dieser Befehl gibt eine Zeichnung des Graphen von f im Definitionsbe-
reich [0,1] aus. Dazu mussf eine Prozedur in einer reellen Variable mit reellem Bild
sein: f:=proc(x) . . . return eval(x) end:

> # Wenn Sie wollen, so k̈onnen Sie sich auch an dem folgenden Konstrukt versuchen:

> Metafunktion:=proc(r) return proc(x) return r*x*(1-x);end; end;

> #Was macht diese Funktion wohl? Tippen Sie obige Funktion ein und probieren Sie
dann die Zuweisung:

> f:=Metafunktion(4); y:=f(3/4); Metafunktion(3)(x);

Hinweis: Falls Sie sich an der Prozedur
”
Metafunktion“ versuchen, was Sienicht müssen, k̈onnte

folgende mathematische Definition der zugehörigen Abbildung n̈utzlich sein:

Metafunktion :


R −→ { f : R→ R | f ist eine Abbildung}

r 7−→ fr :

{
R → R
x 7→ r ·x · (1−x)

Dieses Konstrukt ist natürlich für eine andere Aufgabe, aber vielleicht können Sie es ja anpassen.
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