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3. Übung zur Funktionalanalysis
Abgabe: Montag, 3. November 2003 vor der Übung

Aufgabe 1 (4+5+3 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass jeder kompakte metrische Raum separabel ist.

b) Zeigen Sie, dass der Raum〈s,ρs〉 separabel ist.

c) Zeigen Sie, dass der Raum〈l∞,ρ∞〉 nicht separabel ist.

Hinweis: Zu einer beliebigen abzählbaren MengeA = { f (n); n∈N} ⊂ l∞ mit f (n) = ( f (n)
k )k∈N für

allen∈ N betrachte man die Folgẽf = ( f̃k)k∈N mit

f̃k :=

{
f (k)
k +1, falls | f (k)

k |< 1

0, falls | f (k)
k | ≥ 1

k∈ N.

Aufgabe 2 (4+10 Punkte) Seien 0< b <∞,g∈C[0,b] und der KernK ∈C([0,b]× [0,b]).

a) Zeigen Sie, dass dieFredholm-Integralgleichung

f (t) = g(t)+µ
Z b

0
K(s, t) f (s)ds, t ∈ [0,b],

genau eine Lösungf ∈C[0,b] besitzt, falls|µ|< µ0 für ein gewissesµ0 > 0. Geben Sie ein solches
µ0 an.
Hinweis: Benutzen Sie den Banach–Fixpunktsatz.

b) Zeigen Sie, dass dieVolterra-Integralgleichung

f (t) = g(t)+
Z t

0
K(s, t) f (s)ds, t ∈ [0,b],

genau eine Lösungf ∈C[0,b] besitzt.
Hinweis: Zeigen Sie, dass fürT( f ; t) := g(t)+

R t
0 K(s, t) f (s)dsdie AbbildungTn für ein genügend

großesn∈ N eine echte Kontraktion ist.
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